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Exemplarische uitwerking van enkele subdomeinen

Wiskunde D: domein Analytische meetkunde

Overzicht

De paragrafen A t/m I geven de subdomeinen aan die in het domein Analytische meetkunde
zijn opgenomen. Van de daaronder vermelde details (aangegeven met 3.x) is een uitwerking in
deze publicatie opgenomen.
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Subdomeinen 3.3 en 3.5

[3] Essentiéle methoden van de analytische meetkunde gebruiken bij het onderzoeken van meetkundige figuren
en hun onderlinge ligging (...)

[5] Het verband tussen figuur en vergelijking kennen en kunnen gebruiken: coérdinaten van punten op de figuur
voldoen aan de vergelijking en andersom.

Voorbeeld
We bekijken het stelsel Vi van de vergelijkingen
x+2y=5
L {3x -y=1

Een oplossing van dit stelsel kan worden gevonden door manipulatie (/ineaire combinatie) van
beide vergelijkingen, en wel zo, dat we een met V1 equivalent stelsel krijgen waaruit we gemakke-
lijk het gemeenschappelijk paar getallen (x, y) kunnen vinden dat aan de vergelijkingen voldoet:

{x+2y:5 x1| x+2y=5 [X3 |3x+6y=15
3x—y=1 X2 6x=2y=2 |x(-1)| -Bx+y=-1
7x=7 7y=14
x=1 y=2
Analytisch stelt deze oplossing (x =1 A y = 2) het snij- ’

punt S = (1, 2) van de lijnen voor waarvan de vergelijkin-

gen die van het stelsel V; vormen.

Het punt § wordt evenwel ook bepaald door het stelsel V,
bestaande uit vergelijkingen van lijnen die evenwijdig zijn
met de assen:

. x=1 o TTTmmmmmmmrTslT
2 y=2

Door lineaire combinatie van de vergelijkingen van 1
ontstaat het stelsel V5. Aan beide stelsels voldoet hetzelfde

getallenpaar. H

Het oplossen van een stelsel vergelijkingen in de analyti-

L
1

sche meetkunde is dus eigenlijk niets anders dan het vin-
den van een met dat stelsel equivalent stelsel vergelijkin- x=-2

1
:
Iox-3y+5=0
1

gen die van eenvoudiger gedaante zijn, en wel zo, dat
daaruit de 'oplossing’ direct kan worden afeelezen.
P g g

Dit geldt ook voor het vinden van de oplossing(en) van
een stelsel V3 dat bestaat uit bijvoorbeeld een lineaire en

een kwadratische vergelijking:

) xz-}-)/z:S (3)/—5)2+)/2:5 y2—3)}+2:0 (_)/—1)(_)/—2):0 )/ZIV)/ZQ,
> x—3y=-5<:> x=3y-5 < x=3y-5 x=3y-5 “\x=3y-5

De snijpunten van de cirkel en de lijn zijn (-2, 1) en (1, 2). O

Exemplarische uitwerking subdomeinen AM [2] © 2006 cTWO, Utrecht/ vs 3.0 /271206 / dk



Subdomeinen 3.4 en 3.7

[4] Gemotiveerd kiezen uit algebraische technieken die bij de analytische meetkunde van belang zijn en deze
adequaat en ondersteund door inzicht uitvoeren met pen en papier (...)

[71 Een probleem-adequaat codrdinaatsysteem kiezen; qua ligging en aard aansluitend bij een gegeven
meetkundig probleem.

Opgave 1

Gegeven zijn een cirkel met middelpunt M en straal
r en een punt A buiten die cirkel. Punt P is het raak-
punt van een raaklijn uit A aan de cirkel; B en Czijn
de snijpunten van een willekeurige lijn / door 4 met
de cirkel.

Toon aan dat AP* = AB- AC.

Oplossing

We kiezen een loodrecht assenstelsel waarbij O het

midden is van BC en waarvan de x-as samenvalt met

de lijn /.
Dan kiezen we A = (4, 0), B= (b, 0), C= (-b,0) en M = (0, m).
In de rechthoekige driechoek APM geldt: AP? = AM?* — MP? = AM?* —r*; en in de rechthoekige
driechoek OAM geldt: AM? =0A> +OM* = a* +m’, zodat:
AP =a* +m” -7
=a’—(r’ —m?)

Maar in drichoek OMC geldt:

OC*=MC* -OM* =v* —m’ =b*, zodat AP* =a° —b* (4.1)
Verder is:

AB-AC =(OA—-O0B)(OA+0C) =(a-b)(a+b)=a" - b’ (4.2)
Uit (4.1) en (4.2) volgt dan het gestelde. O

Nb. Het kiezen van een assenstelsel is voor de oplossing van dit vraagstuk niet noodzakelijk!

Opgave 2

Gegeven zijn twee punten 4 en B. Door A en B trekken we twee onderling loodrechte lijnen die
elkaar snijden in het punt S.
Toon analytisch aan dat de afstand van § tot het midden van AB constant is.

Oplossing 1

Het midden van AB speelt een duidelijke rol in dit vraagstuk.
We kiezen het midden O van AB dan ook als oorsprong van
een loodrecht assenstelsel, waarvan de x-as samenvalt met de
lijn AB, omdat de punten A en B samen met O op een rechte

lijn liggen. We kunnen nu stellen 4 = (1, 0) en, vanwege de

W

symmetrie, B = (-1, 0).

\

Zij m nu de richtingscoéfficiént van de lijn door 4, dan is -7; die van de lijn door B (7 is een

variabele parameter).We hebben dan:
AS: y=m(x-1)
BS: y=-%(x+1)
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g=mp=1)
g=-5(p+1)
Door vermenigvuldiging van de linker en rechter leden van deze gelijkheden vinden we:
7 =-(p" =D
P =1
Met andere woorden: de lengte van het lijnstuk OS is gelijk aan 1. O

Het punt § = (p, ¢) voldoet aan deze vergelijkingen, dus: {

Oplossing 2
We kiezen het assenstelsel z8, dat A = (0, 0) en B = (2, 0). Het midden M van AB heeft dan de
coordinaten (1, 0). We geven een lijn door A de vergelijking (2 is de parameter van die lijn):

y=mxof mx—y =0, en dus ook m =%

De door B gaande lijn daar loodrecht op heeft de vergelijking:

2—x
J

De coérdinaten van S = (p, g) van het snijpunt voldoen dan aan het stelsel

mx—1y=0 Wl:%
x+my=2 = 2-p

x + my =2, en dus ook m =

m=Tg"
En dit geeft:
p2-p)=q" = p’-2p+1+4° =1 = (p-1’+1’ =1
waaruit blijke dat de afstand van S = (p, g) tot M = (1, 0) gelijk is aan 1. O

Opmerking. In beide oplossingen voldoen de codrdinaten van het punt § aan een vergelijking die
de vergelijking is van een cirkel: x>+ y* =1 (in Oplossing 1) en (x—1)*+ y* =1 (in Oplossing
2). Deze cirkel, de meetkundige plaats van het punt S, wordt wel de Thales-cirkel op het lijnstuk
AB genoemd.

Subdomein 3.6

Eenvoudige eigenschappen zoals symmetrieén ten opzichte van de codrdinaatsassen in de vergelijking van een
figuur herkennen.

Opgave 1
Toon aan dat de figuur met vergelijking 3x* — 5y* =17 symmetrisch is in de x-as en in de y-as.

Oplossing

Een figuur is symmetrisch in de x-as, indien naast elk punt 2 met cooérdinaten (a2, ) ook het punt
P'met codrdinaten (4, -b) op die figuur ligt.

Stel het punt P ligt op de figuur. Nu hebben we voor P" 34* —=5(-b)* = 34> —5b".

En omdat P op de figuur ligt, geldt: 34° —56” =17, zodat 34> —5(-b)* =17 . P'ligt dus ook op

de figuur.

Een figuur is symmetrisch in de y-as, indien naast elk punt P met codrdinaten (4, 6) ook het punt
P" met codrdinaten (-a, b) op die figuur ligt.

Er geldt voor het punt P" 3(-2)* —=5y° =34” —56* =17 . Dus P"ligt ook op de figuur. 0

Opmerking. De figuur is ook puntsymmetrisch in het punt O, immers voor het punt P met
p g g puntsy p > p

coordinaten (-a, -6) geldt: 3(-a) =5(-b) =34" —56" =17.
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Opgave 2

Toon aan de lijn met vergelijking y = x een symmetrie-as is van de kromme lijn K 'met vergelijking

3x* — 2xy + 3y* = 4.
K heeft twee symmetrie-assen. Geef een vergelijking van de andere symmetrie-as.
Oplossing

Bij een spiegeling in de lijn met vergelijking y = x gaat een punt P = (4, b) van K over in

P'= (b, a).

Nu is voor P {x =b, y = a}, zodat 3b* —2ba+3a’ =34’ —2ab+ 36" =4 . P'ligt dus eveneens
op K.

Uit het feit dat de uitdrukking in het linkerlid van de vergelijking van K homogeen kwadratisch is
met gelijke coéfficiénten van x* en y?, volgt dat, als P = (4, b) op Kligt, ook P"= (-4, -a) op K ligt.

De lijn met vergelijking y = -x is dus eveneens symmetrie-as van K.
Subdomein 3.8
Relaties tussen variabelen en constanten in een probleem vastleggen middels vergelijkingen.

Opgave
Gegeven is een vierkant ABCD. D c

Bepaal de ligging van de punten P, Q, R, S op de diagonalen van dat
vierkant z6, dat PQRS een vierkant is, waarvoor geldt dat AP = PQ. S R
Oplossing

Stel dat de zijde van het gegeven vierkant gelijk is aan # (constante), en

dat de zijde van het gezochte vierkant gelijk is aan x (variabele).

We zoeken nu een vergelijking in x en 4, of meerdere vergelijkingen in

X, ... en a, waaruit we x als functie van « kunnen afleiden. A

Zij PT = b (variabele) de hoogte van het trapezium ABQP. Dan is
AT = h, en dus is (volgens de stelling van Pythagoras in driehoek
ATP): x* =20 of
2x” = 4h* (6.1)
Wegens de symmetrie van de figuur is ook: Ll x o
a—x=2h (6.2) X
Uit de vergelijkingen (6.1) en (6.2) volgt dan:

2a+4da* + 44’

2x2=(ﬂ—x)2 = x*42ax—a’ =0 > x= 5 =-aia\/§

Dus x = a(~/2 —1), waarmee de plaats van het punt P op de diagonaal AC is vastgelegd. O

Subdomein 3.9
Bij een door een vergelijking (of vergelijkingen) bepaalde figuur de vergelijking(en) bepalen van de verschoven,
gespiegelde of in één of meer asrichtingen opgerekte figuur.
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Gedeeltelijke uitwerking
Een willekeurig punt van het vlak waarin de cirkel met vergelijking

X +yt=r 9.1)
ligt, geven we aan met P = (x, y). Het punt P is het beeld van een verschuiving: a in de richting
van de x-as, & in de richting van de y-as.

Het origineel van P'van P heeft dus de coordinaten (x—a, y—b6).

We kunnen nu de vergelijking van de cirkel die dezelfde verschuiving heeft ondergaan, vinden
door op te merken, dat het punt 2’ dan op de oorspronkelijke cirkel moet liggen: de codrdinaten
van het punt P'voldoen aan vergelijking (9.1), zodat we als vergelijking van de verschoven cirkel
vinden: (x—a)* +(y—6)* =r".

Op dezelfde cirkel ligt een punt P = (p, g). We passen een verticale r4

lijnvermenigvuldiging met de x-as als as en met de vaste factor v toe
op het punt P, d.w.z. we vermenigvuldigen de y-codrdinaat van P P
met het getal ». Hierdoor krijgen we het punt 2’ met coérdinaten P’
(> vq). Nu geldt voor P" _
_ )
{xp, = p p — XPr
_ = P
Jp =vq q=

2
En omdat p? + ¢* = 7 is, geldt ook: (x,)° + (J’Tp) =7". De codrdinaten van het punt P'voldoen

5 4

dus aan de vergelijking ’;—22 1 3; 2)2 =1. De punten P'liggen dus op een ellips als P de cirkel door-
loopt.
Opmerking. Een ellips kan ook op een iets andere vA

manier uit een cirkel worden verkregen.

A
We gaan weer uit van P = (p, ¢) op de cirkel nu met P
straal 4, die de y-as snijdt in het punt A. We gebrui-
ken dan verder een cirkel met middelpunt O en
»
T

straal & (b < ), die de y-as snijdt in het punt B. De 0
lijn AP snijdt de x-as in S en de lijn SB snijdt de
loodlijn door P op de x-as in P".

Nuis: yp:9,=0B:0A=b:a = yPZqZ%,zodat,met P =Xpt

2
(xpy)2+(ﬂ);') :ﬂz — bz(xp,)z—kdz(ypy)z:ﬂz/?z

Dus voldoen de coordinaten van P'aan de vergelijking b x” + 412)/2 =a’b*.

Subdomein 3.10

Verschillende analytische voorstellingen van een rechte lijn in het platte vlak hanteren en met elkaar in verband
brengen. Als vergelijking: (I) bij een gegeven punt op de lijn en gegeven richting, (II) door twee gegeven punten,
(1 als asvergelijking in het speciale geval van gegeven snijpunten met x- en y-as, en (IV) met een parameter-
voorstelling door beschrijvingen van de verschillende coérdinaten apart.

Algemene uitwerking
I. Een vergelijking van een lijn kunnen we schrijven als: y = ax + 6.
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Hierin is @ de richtingscoéfficiént van de lijn. De term 4 in de vergelijking geeft, meetkundig
gezien, het snijpunt van de lijn met de y-as. De lijn met vergelijking y = ax die door het punt
(0, 0) gaat, is dan over de afstand & (positief of negatief gerekend) verticaal verschoven.
Het is in de analytische meetkunde gebruikelijk de richtingscoéfficiént van een rechte lijn aan te
geven met de letter 7. Gaat een lijn door het punt P = (xo, y), dan schrijven we de vergelijking
daarvan meestal als:
Y=Yy =mlx—x,)
Immers, de coordinaten van P voldoen aan de vergelijking. Of, uitgaande van de lijn met vergelij-
king y = mx + b waarop het punt P gelegen is, vinden we:
Yo =mxy+b = b=y, —mx,
zodat de vergelijking luidt:
y =mx+(y, —mx,)
Y=y =mlx—x,)

Meetkundig is deze vergelijking als volgt te illustreren.

P is een vast punt van de lijn, A = (x, y) is een variabel punt
van de lijn. De waarde y — y is de verplaatsing van 4 ten
opzichte van P in de y-richting, x — xo is zo'n verplaatsing in de

x-richting.

Voor de richtingscoéfficiént van de lijn geldt dan: f:ﬁs =m.

¥

o

Opmerking. De algemene gedaante van de vergelijking van een rechte lijn, ax + by = ¢, kan uiter-
aard voor & # 0 hiermee in verband worden gebracht: y=-Zx++.

Voorts, als het punt (x,, y,) op deze lijn ligt, dan is ¢ = ax, + by, , met als gevolg
ax + by = axo + by °

II. Van een lijn die door de gegeven punten P = (xo, y0) en
Q = (x1, y1) gaat, kunnen we de richtingscoéfficiént m afleiden
uit de coordinaten van beide punten:

_ I
m=x X

De lijn gaat (bijvoorbeeld) door P, dus (volgens I) is een verge-

lijking van de lijn:

R4

_ )
Y= = xl—xg (x—x,)

III. Gaat een lijn door de punten A = (4, 0) en B = (0, ), respectievelijk op de x-as en op de y-as,
dan hebben we (volgens II):

y—Ozg—:g(x—a) = ay=-bx+ab = bx+tay=ab = it

a
Deze laatste vergelijking is de zogenoemde asvergelijking van de lijn.

IV. (Als voorbeeld.) We gaan uit van de vergelijking x+2y =5 voor de lijn / Indien we nu
(bijvoorbeeld) stellen dat x = A4 is, dan volgt direct: y =(5—A1)/2. We zeggen nu dat het stelsel:

x=A
y=23-73

een parametervoorstelling is van de lijn / e/ke waarde van A geeft een punt van de lijn /.
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Door eliminatie van A uit dit stelsel krijgen we de vergelijking van de lijn / weer terug:

x=A x1 x=A
y=23-12 |x2 2y=5-2
x+2y=5

Merk op dat we niet beperkt zijn in de keuze van de variabele x voor de parameter . We krijgen
eveneens een parametervoorstelling van de lijn /als we (en opnieuw bijvoorbeeld) stellen dat
y=A is, waardoor x =5-241, zodat dan:
x=5-24
/: {)/ ~2
Eliminatie van A: x + 2y = (5 - 24) + 24 = 5.

Opmerking. Maar er zijn er meer parametervoorstellingen van de lijn, zoals
{x=1+24, y=2-1}

We kunnen deze vergelijking als volgt afleiden.

We proberen op de lijn x + 2y = 5 enkele punten met gebele

coordinaten te vinden: (1, 2), (3, 1), (5, 0), ... We zien daar-

uit dat Ax =2, Ay =-1. Voor de x-coordinaten van de punten ~ ~[x+2y-5=0

op de lijn hebben we dus: .
x =1+ (aantal keer)Ax =1+ 4-2=1+24 ! '
en voor de bijbehorende y-codrdinaten: o e >
y =2+ (aantal keer)Ay=2+4-(-1)=2-1 { _____

Subdomeinen 3.11 en 3.12

[11] Op grond van hun vergelijkingen vaststellen of twee lijnen elkaar snijden, evenwijdig zijn, samenvallen,
elkaar loodrecht snijden.

[12] Vergelijkingen opstellen van lijnen door een gegeven punt loodrecht op of evenwijdig met een door een ver-
gelijking gegeven lijn.

Opgave 1

Bepaal de onderlinge ligging van elk tweetal van de hieronder door hun vergelijkingen gegeven
lijnen:

[:3x=2y=5 m:-6x+4y=9 n:2x+3y=9 p:x—y=1

Oplossing

rico(l)=1%  ricolm)=1%  rico(n)=-%  rico(p)=1

Conclusie: ///m, [ L n, [ snijdt p, m L n, msnijdt p, nsnijdt p. 0
Opgave 2

Toon analytisch aan dat de hoogtelijnen van een drichoek door hetzelfde punt gaan.
Opmerking vooraf. Kijken we naar een lijn met richtingscoéfficiént 4 die door het punt (0, )
gaat, danis y =% x+d een vergelijking van die lijn. Omwerken geeft dan vx - uy + ud = 0, of
met ud = r:

vx—uy+r=0

Exemplarische uitwerking subdomeinen AM [8] © 2006 cTWO, Utrecht/ vs 3.0 /271206 / dk



De getallen v en -# worden (hier) normaalgetallen van de lijn genoemd. We schrijven ze meestal
als een getallenpaar: (v,-%) = (Ay,-Ax) , waarbij Ay en Ax opvolgend de verschillen zijn van de y-
en x-codrdinaten van twee punten op de lijn.

Uit de normaalgetallen van een lijn kunnen de normaalgetallen van een loodlijn van die lijn een-
voudig worden afgeleid.

Een paar normaalgetallen van een loodlijn op de genoemde lijn is nu: (#,2) = (Ax,Ay). J
Oplossing 1
Zij ABC een willekeurige drichoek. We kiezen nu een va

c

loodrecht assenstelsel waarvan de x-as samenvalt met de
lijn AB en waarvan de y-as door het punt C gaat. We heb-
ben dan A = (-4, 0), B= (b, 0) en C= (0, ¢).
De loodlijn door A op BC heeft dan normaalgetallen
(b, -¢), zodat een vergelijking van de hoogtelijn 4, is:

h,: bx—cy=-ab x
A 7] B

De loodlijn door B op AC heeft normaalgetallen (-4, -¢),

zodat voor de hoogtelijn 4, geldt:
h,: —ax—cy=-ab

Het snijpunt van de lijn 4, met de y-as (x = 0 in 4,) is dan (0,42); het snijpunt van de lijn 4, met
de y-as (x = 0 in /) is eveneens (0, ”Tb)

De hoogtelijn uit C (dat is de y-as) en de hoogtelijnen uit A en B gaan dus door hetzelfde punt. [
Oplossing 2

Wanneer we een willekeurig loodrecht assenstelsel aanbrengen, dan hebben we:
A=(a,a,), B=(,b,), C=(c,c,)
Normaalgetallen van de hoogtelijnen zijn dan:
h:(a,—b,a,—b)
h (b —c, b,—c,)
by (a,—c,, a,—c,)
zodat
b (b—c)x+(b,—c,)y=(b —c)a, +(b,—c,)a,
hy: (a,—c)x+(a,—c,)y=(a,—c)b +(a,—c,)b,
We willen nu laten zien dat het snijpunt A van deze twee lijnen ook op de derde hoogtelijn ligt,
dus op:
h i (a,=b)x+(ay,—b))y=(a,—b)c, +(a,—b,)c,

We rekenen nu niet de codrdinaten van het snijpunt A van 4, en b, uit! We stellen H =(p, g).

Dan gelden de volgende gelijkheden:

{(bl —c)p+(b,—c,)g=(b—c))a,+(b, —c,)a,

(a,—c)p+(a,—c,)q =(a,—c)b +(a,—c,)b,

Hierna zoeken we een lineaire combinatie van deze uitdrukkingen die leidt tot een gelijkheid die
overeenkomt met de vergelijking van /.. Aftrekking van de gelijkheden (de onderste min de
bovenste) geeft:

(@, =b)p+(a,—b)g=-bc, +ac, —byec,+ay,

=(a,—b)c,+(a,—b,)c,
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En hieruit blijkt dat het punt A ook ligt op de lijn met vergelijking:
(@, —b)x+(a,—b)y=(a,—b)c, +(a,—b,)c,
immers, de codrdinaten van / voldoen aan deze vergelijking.
En die vergelijking is nu juist de vergelijking van 4.. De hoogtelijnen van een drichoek gaan dus

door hetzelfde punt. 0

Naschrift
In de hierboven staande opmerking voerden we het begrip normaalgetal in. Een geordende paar

normaalgetallen bestaat dus uit de coéfficiénten van de x en de y in de standaard vergelijking van
de rechte lijn.

Hebben we ax + by + ¢ = 0 of ax + by = ¢, dan is (a, b) een paar normaalgetallen van de bij die ver-
gelijking behorende lijn.

Hiermee voorkomen we in dit stadium het gebruik van het begrip normaalvector van een lijn.
Door het gebruik van normaalgetallen wordt het afleiden van de vergelijking van een lijn even-
wijdig met een (door een vergelijking) gegeven lijn vereenvoudigd; en daarmee ook die van een
loodlijn op een gegeven lijn.

We kunnen dus ook zeggen: twee lijnen staan loodrecht op elkaar als de productsom (ook wel
inwendig product of inproduct genoemd) van hun normaalgetallen gelijk is aan 0:

als de lijnen/ : ax+by = ¢, m: px+qy =r loodrecht op elkaar staan, dan is p + bg = 0; en omge-

keerd.
Voorbeeld

Gegeven is de lijn / met vergelijking ax + by = c.
- Bepaal een vergelijking van de lijn 72 door het punt S = (p, ¢) die evenwijdig is met de lijn /
- Bepaal ook een vergelijking van de lijn 7 door het punt § die loodrecht staat op /.
Oplossing
De lijn m heeft dezelfde normaalgetallen als de lijn /. Dus:

m: ax + by = ap + bq
Een paar normaalgetallen van de lijn 7 is nu bijvoorbeeld (4, -2). Dus:

n: bx—ay=bp—aq O
Nb. Voor lijnen die niet evenwijdig zijn met de x-as, is het steeds mogelijk een paar normaalge-
tallen te bepalen waarvan het eerste getal gelijk is aan 1.
In het bovenstaande voorbeeld is (1,2) een dergelijk paar voor de lijn 72.

Is een lijn evenwijdig met de x-as, dan is het eerste normaalgetal gelijk aan 0.

Subdomein 3.13

Afstand van een punt tot een lijn bepalen vanuit een analytische voorstelling van een lijn.

Algemene uitwerking
Het punt P heeft de coordinaten (xo, y0). We kiezen nu als vergelijking van de lijn / de assenver-

gelijking: £+%= 1. De punten A = (4, 0) en B = (0, b) zijn dan de snijpunten van / met de
a

coodrdinaatsassen.
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Deze assenvergelijking kunnen we ook schrijven als: Ya .

bx +ay = ab .
Dan is verder, met 2= | OO'|: B(0, b) R
sing = % =2 (in drichoek OAQO)), en ook t "

sing = % = \/dzbﬁ (in driehoek OAB). ' .

[
Zodat: d(0,1)=n=-2— . (13.1) o N

De vergelijking van de lijn /' (door P // /) luidt (op basis .

van die van [): bx +ay =bx, + ay, . o A(a,0) .

bx, + ay,

Nat+ b

Dan is: 4(0,/") =

, zodat we vinden:

B , _ bxy+ay,—ab
d(P,l)=d(0,l")-d(0,!]) v
En algemeen:
| bx, +ay, —ab |

N +6°
Opmerking. Er zijn ook andere methodes om formule (13.1) af te leiden, bijvoorbeeld door de
oppervlakte van drichoek OAB te bekijken:

— _ _ _ b
Opp(OAB)=10A-OB=%n-AB = ab=nJa’ +b* = n—ﬁ

d(P,l)=

Voorbeeld 1
De afstand o van het punt P = (1, 2) tot de lijn met vergelijking 3x + 4y = 17 berekenen we door
de vergelijking eerst in de standaard vorm te schrijven:

3x+4y—-17=0
3-1+4-2-17| [11-17|
Zdtd:| = =11, []
o J9+16 5 >
Voorbeeld 2

x=-1—-41
y=5+34"

Een willekeurig punt van die lijn is dan Q =(-1-44,5+34). Voor de afstand van P = (1, 2) tot
Q hebben we dan PQ = \/(2 +44) +(-3-31) = \/25/12 +34A4+13 . De kleinste waarde van PQ

vinden we voor A = -% , zodat de afstand o van P tot de lijn is gelijk aan:

d=25-(-1)* +34-(-1)+13 = 1289578+ 325 = 1/36 = ¢ 0

De in voorbeeld 1 gegeven lijn heeft als parametervoorstelling (bijvoorbeeld) {

Subdomein 3.14, 3.22 en 3.25

[14] Vergelijking van de cirkel opstellen als meetkundige plaats (vaste afstand tot een middelpunt), als baan van
een roterend punt met een parametervoorstelling.

[22] Met behulp van een parametervoorstelling eenvoudige problemen kunnen oplossen.

[25] In hanteerbare gevallen vanuit een parametervoorstelling een vergelijking van een kromme bepalen.
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Uitwerking
Voor een punt P met codrdinaten (x, y) op een cirkel
met middelpunt O en straal r geldt in nevenstaande

figuur:

%Z%ZCOSL %:%zsint

waarbij 7 de hoek is tussen de halve lijn OP en de
'positieve’ x-as.
Zodat voor 0<¢ <27 geldt:

X =rcost
y=rsint
Dit stelsel is de zogenoemde parametervoorstelling van de cirkel; 7 is de parameter van de cirkel.

Uit sin’ #+cos’ # =1 volgt dan de vergelijking van de cirkel: x* + y* = 7.

Deze vergelijking vinden we (eenvoudiger) met behulp van de stelling van Pythagoras, of, zo men
wil, met de afstandsformule toegepast op de punten O en P.
In drichoek OP.P geldt: (OP.)* +(P.P)* =(OP)*, of x* + y* =+".

Opgave 1

Op een cirkel met middelpunt M en straal 1 ligt een "

punt P. Verder is gegeven een punt A met MA = 2.

Het punt § is het midden van het lijnstuk AP.

Toon aan dat de meetkundige plaats van de punten § /
een cirkel is als P de cirkel doorloopt. Geef ook een ver-

gelijking van die cirkel.

Oplossing 1 M=
We kiezen het punt O als middelpunt van een loodrecht \

assenstelsel, waarvan de x-as samenvalt met de lijn MA.
Daardoor is A = (2, 0), en een parametervoorstelling van de cirkel is dan {x =cosz, y=sinz}.
Het punt § heeft de coérdinaten:
(—2+§°St , —O+§im) =(1+4cost, +sing)

Dus hebben we als parametervoorstelling van de meetkundige plaats van het punt S:

x=1+2cost

y=3sint
Dan is: (x—1)* + y* =Lcos” £ +1sin’ # =L (cos” £ +sin’ 7).
Een vergelijking van de meetkundige plaats van Sis dan: (x—1)* + y* = (3)*.
De meetkundige plaats van het punt § is dus een cirkel met middelpunt (1, 0) en straal 5. O
Oplossing 2
We kunnen het punt P ook 'gewone' coérdinaten geven: P = (p, ¢), waarbij we rekening houden

met het feit dat P op de cirkel ligt; en dat is het geval als voldaan wordt aan p* + ¢* = 1.
Dan is voor het midden Svan AP: § =(1+% p,+9), of anders geschreven:

X =11+%p:>{pj2(x5 -1)
Js=19 q=2y
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Samen met p* + ¢* = 1 geeft het voorgaande:
4(x, —1)7 +4y; =1, of (x,—1)* + y =(3)?

Waaruit we zien dat de codrdinaten van het punt S voldoen aan: (x—1)* + y* =(3)*. O

Opgave 2
We hebben dezelfde cirkel en hetzelfde punt A als in y4

Opgave 1. \

De raaklijn /in een variabel punt P van de cirkel snijdt de /
middelloodlijn 7 van het lijnstuk AP in het punt S.
Geef een vergelijking van de meetkundige plaats van het

punt S als P de cirkel doorloopt. M:of iy

Oplossing 1
We kiezen een rechthoekig assenstelsel met M = O, waarvan de x-as samenvalt met de lijn MA.
Dan hebben we verder cirkel: ¥* + y* = 1 en A = (2, 0). Kiezen we P = (cos ¢, sin 7), dan is ook:
- een vergelijking van £ (cosz)- x +(sinz)- y =1;
- voor het midden N van het lijnstuk AP: N =(1+%cost, +sinz);
- een paar normaalgetallen van de middelloodlijn van AP (2 —cos¢, -sint).
We vinden als vergelijking van de lijn 7
(2—cost)x+(-sinz)y =(2—cosz)(1+%cost)+(-sinz)(3sin¢)

=2—Lcos’ r—Lsin’ ¢

—11
De coordinaten van het snijpunt S van de lijnen /en 7 voldoen aan het stelsel:

(cost)x+(sint)y =1

{(2—cost)x+(-sint)y =14
Dus ook aan een uit het stelsel af te leiden vergelijking die onathankelijk is van # we krijgen zo'n
vergelijking door beide vergelijkingen (in dit geval) op te tellen:
2x=2%

Een vergelijking van de meetkundige plaats van het punt Sis dus: x =1 en dit is een vergelij-
king van een lijn die loodrecht staat op de x-as (de lijn AM). O
Oplossing 2
Zonder assenstelsel!
De cirkel met middelpunt S die door P gaat, gaat ook door
A, waarbij dan MP in P aan die cirkel raakt. De cirkel
snijdt de lijn MA voor de tweede keer in het punt Q. Dan
is (zie Opgave 1 bij subdomein 3.4): MP* = MQ-MA.
Maar MP en MA zijn beide constant.
En dan volgt daaruit dat ook MQ constant is: alle cirkels met middelpunt S die door A en P gaan,
gaan door Q. Dus S ligt op de middelloodlijn van AQ. 0

Opgave 3
Op de parabool K met vergelijking y = x* liggen de vaste punten A = (0, 0) en B'= (1, 1). De

punten A', B, Czijn willekeurige punten van K. Verder hebben we de punten P4 = B'C x BC' (het
teken 'x' betekent hier 'snijpunt’), Pg = CA'x C'A, Pc = AB'x A'B.
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Daarbij is het punt C"het 'oneindig verre' punt van de y-as; de lijn BC"is daardoor evenwijdig met
de y-as.

a. Toon aan dat de punten Py, Pp, Pc op dezelfde rechte lijn liggen.

b. Bewijs deze eigenschap ook als het punt C’een 'eigenlijk' punt is van K.

Opmerking. Deze eigenschap staat bekend als de stelling van Pascal (naar Blaise Pascal, 1623-
1662, Frankrijk): als van een zeshoek de hoekpunten op een kegelsnede liggen, dan liggen de snijpun-
ten van de overstaande zijden op dezelfde rechte lijn.

Oplossing

[}
o™

.
-
¥

-
-
X

A=0 \\I

A=0 1\
a. Zie de figuur hierboven, links. Kies A'= (a, 4, B = (6, 6*), C = (¢, ). We berekenen achter-

eenvolgens de coordinaten van de punten Py, Ps, Pc:

BC’Z x=b C’/l x=0 AB'; )/:x
B'C: y—I:C;__ll(x—l) CA': )/—Cz=d;:§2(>€—€) AB: y—/:b;:—zz(x—d)
y=(+x—c y=(a+c)x—ac y=(b+a)x—ab
= —_ P = 0” =
PA (b’ be+b C) B ( dC) PC - (a-r—lbb—l ’ afbb—l)

En vervolgens tonen we aan dat Pc op de lijn P4Pp ligt. Voor de lijn P4Ps hebben we:

y+ac= bc+b;c+ac (x)

(—C(d;b_l) +1D)x—ac

ab
a+b—-1

Substitueren we hierin x = (de x-coordinaat van Pc), dan leidt dit tot:

—(£ _ _ab . _ ab . _ _ab
y—(b(a+b +1) S —ac=ac+ s —ac=—4—

en dat is nu juist de y-codrdinaat van Pc. Het punt Pc ligt dus op de lijn P4Ps.
b. Zie de figuur hierboven, rechts. We laten dit bewijs aan de lezer. H

Subdomein 3.15

In geschikte codrdinaten de standaard vergelijkingen opstellen voor parabool, ellips en hyperbool; dit vanuit de
definities van deze figuren als verzameling punten met een gegeven afstandsrelatie.
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Uitwerking voor de parabool
De definitie van parabool luidt: Een parabool is de meetkun- 1 vh

dige plaats van de punten P waarvoor de afstand tot een gegeven

o
punt F gelijk is aan de afstand tot een gegeven lijn |.

We nemen de loodlijn door F op de lijn /als x-as. Snijdt de
x-as de lijn /in A, dan kiezen we voor O = (0, 0) het midden

van het lijnstuk FA. Voor elk punt P = (x, y) van de parabool »,

geldt nu, op basis van de definitie:
[PE| = PQ| (15.1)

waarbij |PQ | de afstand is van P tot /. Stellen we verder | FA|= p, danis F =(3 p,0) en

A=(-3p,0).

Zodat uit (15.1) volgt:

Jx=1 )+ 9y =|x+1p| (15.2)

2

Kwadrateren van (15.2) geeft:
= pxtipHy=x"+px+ip
of, en dit geeft de standaard vergelijking van de parabool:
yz =2px

Opgave 1

Gegeven is de parabool met brandpunt Fen
richtlijn /. De lijn /is een roosterlijn; alle an-
dere punten liggen op het rooster.

- Toon via een berekening aan dat de punten
A, B, C, D op de parabool liggen, en dat
het niet het geval is met het punt S.

- Zijn er meer roosterpunten die op de para-
bool liggen? Licht je antwoord toe.

Oplossing (gedeeltelijk)
Voor het punt A geldt AF =1 en d(4, /) = 1. Volgens de parabool-definitie ligt A op de parabool.

Voor het punt Cgeldt CF =+/3>+4” =5 en d(C, )) = 5. Het punt C ligt dus ook op de para-

bool. Enzovoorts. 0

Opgave 2

Gegeven zijn twee punten 4 en B.

Bepaal de meetkundige plaats van de punten X waarvoor 2 - XA = XB (of ook AX: BX=1:2).
Oplossing

We kiezen A = O als oorsprong van een assenstelsel, waarvan de x-as samenvalt met de lijn AB.
Voorts kiezen we B = (3, 0).
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[

Een punt waarvan direct kan worden gezien dat het
tot de gezochte meetkundige plaats behoort, is het
punt P = (1, 0) van het lijnstuk AB (zie figuur): gele-
gen op $AB van het punt 4.

Stel X = (p, ¢).

Dan is:

XA=p*+4* en XB=./(p—3)* +(g—0)’

Eh 4

Dus:

S}

2\/])2 +q° z\/pz —-6p+9+y¢
3p°+3¢° +6p=9
(p+1)’ +4° =4
De coérdinaten van het punt X voldoen dan aan de vergelijking:
(x+1)° + yz =4
De gezochte meetkundige plaats is dus een cirkel met middelpunt (-1, 0) en straal 2. Deze cirkel

is een zogenoemde Apollonius-cirkel. 0

Opmerking. Het tweede snijpunt van de lijn AB met de cirkel is Q. Nu is volgens de cirkelstelling
van Thales ZQXP = 90°. Omdat in drichoek AXB geldt dat XA : XB = PA : PB, is XP de binnen-

bissectrice van hoek X. XQ is dus de buitenbissectrice van die hoek.

Subdomein 3.16

Van eerste- en tweedegraads krommen (zonder kruisterm) de aard en de ligging van de bijbehorende figuur
bepalen en daarbij aangeven - voor zover van toepassing - asrichtingen, aslengtes, straal, middelpunt, en brand-
punt(en), asymptoten, en snijpunten met de codrdinaatsassen, en toppen.

Opgave 1
Gegeven is de kromme K met vergelijking: )/2 —4x—-6y+13=0.

- Laat zien dat K een parabool is.

- Bereken de codrdinaten van de top en het brandpunt en stel een
vergelijking op van de richtlijn van K.

Oplossing r
Herschrijven van de vergelijking van K door o.a. kwadraatafsplitsing 7
geeft:
(y—3) =4x-13+9 |
(y—3)" =4(x-1) x

Uit de laatste vergelijking blijkt dat K een parabool is.

De top van K is het punt (1, 3). De vergelijking van de as van K'is y = 3.
De parameter van de parabool is 2. De halve parameter is dan gelijk aan 1. Het brandpunt van de
parabool is dan (1 + 1, 3) = (2, 3).
Het snijpunt van de richtlijn van de parabool met de as is dan:
(1-1,3)=(0,3)
Een vergelijking van de richtlijn van de parabool is x = 0 (de y-as). O

Exemplarische uitwerking subdomeinen AM [16] © 2006 cTWO, Utrecht/ vs 3.0 /271206 / dk



Opgave 2

Gegeven is de kromme K met vergelijking: 5 | \ /
4x2—y2—16x—2y+320 " \ S ;

Geef zoveel mogelijk bijzonderheden van K. " A !

Oplossing R v /-y -16x-2y+3=0
Herschrijven van de vergelijking geeft: R TR / /
4(x2_4x)_(y2+2y):_3 \‘rr 1\ £
4x—2) —(y+1)* =-3+16-1=12 0\ N [
(x=2)  (y+1p =1 B } R \ Fy
1 £

CR SN
Kis dus een hyperbool met middelpunt M = (2, -1), met 2 =+/3 en b=+/12. De toppen hebben

dan de codrdinaten (2£+/3,-1).

De lengte van de hoofdas is dan 2+/3 , de lengte van de nevenas is 4+/3 . De hoofdas heeft de
vergelijking y = -1, de nevenas heeft de vergelijking x = 2.

Voor de brandpunten geldt ¢* = 2* +4> =3+12 =15, zodat ¢ =+/15 . De brandpunten hebben
dan de codrdinaten (2£4/15,-1).

De asymptootrichtingen (zie Naschrift) volgen uit 4x* — y> =0.
De asymptoten hebben dus de vergelijkingen: y =2x-5, y=-2x+3. O

Naschrift — Over de asymptootrichtingen van een hyperbool
)/ =mx

b’x*—a’y’ =a’h

punten van een hyperbool met middelpunt O en een rechte lijn door O.

We bekijken het stelsel vergelijkingen: { , - Het oplossen daarvan geeft de snij-

We vinden voor de x-codrdinaten van de snijpunten: (b* —2’m”)x* = a*b*, en daaruit
p

x==,] S Nz ab onder de voorwaarde dat N =6* —a*m* >0 ; in dit geval hebben

- bz_azmz — 2 >

we dus twee snijpunten (puntsymmetrisch in O). Als N < 0 is, dan zijn er geen snijpunten.

Indien N = 0 is, en in dat geval is 72 =+% , hebben we dus twee lijnen die evenmin snijpunten

met de hyperbool hebben. Deze lijnen, y =24 x en y=-% x zijn de asymptoten van de hyper-

bool.

Merk op dat deze lineaire vergelijkingen ook volgen uit 6°x* —4°y* =0 (het 'homogeen kwadra-
tisch deel' van de vergelijking is gelijk aan 0)!

In Opgave 2 kan de hyperbool K met vergelijking 4x* — y* —16x—2y+3 =0 worden verschoven
(via een translatie) naar de oorsprong. De vergelijking van de verschoven hyperbool K" is dan

4x* — y* =12 .. De asymptoten van K'volgen dan uit 4x* — y* = 0. En deze lijnen zijn evenwij-

dig met de asymptoten van K.

Subdomeinen 3.17 en 3.18

[17] Raaklijnen aan een tweedegraads kromme bepalen door een gegeven punt op de kromme, bijvoorbeeld met
behulp van de discriminant van een vierkantsvergelijking.

[18] Raaklijnen aan kegelsneden opstellen als die door standaard vergelijkingen zijn gegeven.
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Algemene uitwerking
We gaan uit van de ellips met standaard vergelijking = ﬂz +I [92 =1. Zij verder / de lijn die de ellips
in het punt P = (xo, yo) snijdt, met vergelijking y — y, = m(x —x,) . Hierin moet 7 dan zo bepaald
worden dat / raakt aan de ellips.
Eerste methode. We snijden daartoe / met de ellips. Oplossing naar x van het stelsel:

{)’_J’o =m(x—x,)

Xtaty' =40

geeft dan de x-codrdinaten van de snijpunten P en P', waarvan we die van P al weten (nl. x = x).

Dus:

b’x* +a’ (m(x—x0)+y0)2 =a’b’ (17.1)
We werken deze vergelijking alleen uit voor de coéfficiénten van x* en x; dit geeft:
(6 +a’m*)x* =2’ m’x, — a’my,)+...=0

Nu geldt voor de x-coérdinaten xp en xp van Pen P

2d’m’x, —a’my,)

Xp+ Xy = (17.2)
e b*+a'm’
Als /aan de ellips raakt, dan moeten de punten P en P'samenvallen, zodat x, =x, = x, .
Uitdrukking (17.2) gaat daardoor over in:
2 2 2
Xo = . VZZXO 2ﬂ ;”)’o = bzxo = ’ﬂzm)’o
+am
waaruit volgt, in geval van raking:
m= (17.3)

Met deze waarde van m gaat de vergelijking van de lijn / over in:

b*x,
Y= = ﬂzyo
bzxox + azyoy = zxj + azyg
Omdat P op de ellips ligt, geldt bzxg +a° y02 = 4%b* , zodat we voor de vergelijking van de raaklijn
in het punt P = (xo, y) aan de ellips (in middelpuntsvergelijking) vinden:

b'xx+a’y,y=a’b’ of =2 Ox )[;02)/ 1 (17.4)
a’

Tweede methode. We bekijken opnieuw de uitdrukking (17.1).
Met b’x; +a’y; =a’b* (Pligt op de ellips) gaat deze vergelijking over in:

X+ (m(x—x0)+yo)2 =b’x, +a’y;
Werken we deze vergelijking (in x) verder uit, dan vinden we, na enige herleiding:

O} (x> —x))+a’m’ (x—x,)" +2a’my,(x—x,)=0

Het is niet verwonderlijk dat we kunnen delen door x — xo, immers x = xo is een oplossing, name-
lijk het snijpunt P van de lijn met de ellips.
Die deling geeft dan:

b (x+x,)+a’m’ (x —x,) +2a’my, =0
Willen we de lijn laten raken, dan moet hiervoor opnieuw gelden: x = xo; het tweede snijpunt van
de lijn met de ellips valt bij raking samen met P. Dus is:
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2 2 _
2b”xy+2a"my, =0
waaruit we vinden:
_bx,
ay,

Verder verloopt de herleiding dan analoog aan de eerste methode vanaf uitdrukking (17.3).

Naschrift
- In bovenstaande algemene uitwerking is geen gebruik gemaakt van de discriminantmethode.

Het waarom daarvan is gelegen in het feit dat daarbij in het algemeen meer rekenwerk moet
worden verricht dan bij de genoemde eerste en tweede methode (zie bijvoorbeeld de hieron-
der staande Opgave 3, oplossing 2).

- We bekijken de uitdrukkingen:
Lo =lo(x1), 2+ R =100 (x-2), 4 =1-(x])
Vermenigvuldiging met de getallen die er tussen haakjes achter staan, en daarna optelling —

we bepalen dus een lineaire combinatie van de drie vergelijkingen — geeft:

(x=x)* . =p)* _
T =0

De enige oplossing die hieraan voldoet, is {x = x,, y = y,} . Het daardoor bepaalde punt is dus

raakpunt van de lijn (17.4) aan de ellips.

Opgave 1

Gegeven is de parabool met vergelijking y* = 4x. Op de para-
bool ligt het punt P = (1, 2).

Bepaal, zonder gebruik te maken van de formule voor de raak- P
lijn, een vergelijking van de raaklijn in het punt P aan de para-
bool.

Oplossing 1
We gebruiken de tweede methode. Voor een willekeurige lijn /

door P hebben we:
[: y=2=m(x—1)

Zodat voor de x-waarden van de snijpunten van / met de parabool geldt:
(m(x—1)+2)* =4x
m*(x =1 +4m(x—1)—4(x—1)=0
Deling door x — 1 geeft dan:
m (x—1)+4m—-4=0
En omdat ook nu x = 1 (vanwege de raking van /in P), hebben we 7 = 1. Een vergelijking van de

lijn /is dan: y =x +1. [

Opgave 2
Gegeven is de parabool met vergelijking y* = 4x. Op de parabool ligt een willekeurig punt P

(niet zijnde de top). De projectie van het punt P op de as van de parabool is het punt P". De
loodlijn op de raaklijn in P snijdt de parabool-as in het punt Q. Toon aan dat P'Q constant is.
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Oplossing
We gebruiken een parametervoorstelling van de parabool: {x =#*, y = 2¢}. We maken verder
gebruik van de raaklijnformule y,y = p(x+x,) in het punt P =(2¢°,2¢), met £ #0:
2t y=2(x+1")
x—ty+1 =0
waarvan (1, -7) een paar normaalgetallen is. De loodlijn in P op die raaklijn heeft dan als normaal-
getallen (¢, 1) waarmee we als de vergelijking van de bedoelde loodlijn vinden:
tox+y=t +2t
Voor y = 0 volgt hieruit: Q =(¢* +2,0), terwijl P'=(¢*,0). Dusis P'Q = 2. O

Opgave 3
Gegeven is de cirkel met vergelijking x* + y* =5.
Bepaal de raaklijn aan de cirkel in het punt P = (1, 2).
Oplossing 1
Met normaalgetallen. De normaalgetallen van de raaklijn in het punt (1, 2) zijn (1, 2), immers
de lijn OP, met vergelijking y = 2x of 2x — y = 0, staat loodrecht op de 'gezochte' raaklijn.
Een vergelijking van de raaklijn is dan x + 2y = 5. O
Oplossing 2
Met de discriminantmethode. We kiezen een willekeurige lijn / door het punt P. De vergelijking
van zo'n lijn is y —2 =m(x —1). Substitutie hiervan in de vergelijking van de cirkel geeft voor de
x-coodrdinaten van de snijpunten:
x+(m(x=1)+2)* =5
x+m(x =1 +4m(x—-1)+4=5
(L+m>)x” +(2m” +4dm)x+m* —4m—1=0
De lijn / raakt aan de cirkel, dus de discriminant van deze vergelijking (in x) is gelijk aan 0:
(-2m* +4m)* —4Q+m*)m* —4m—-1)=0
Na 'enige’ herleiding van deze laatste uitdrukking vinden we:
16m° +16m+4=0
4> +4m+1=0

2m+1)* =0
Zodat m = -4 . Een vergelijking van de raaklijn in P aan de cirkel is dan:
y=2=-3(x-1)
2y—4=-x+1
zodat x + 2y =5 een vergelijking is van de raaklijn in . M

Oplossing 3
Met een parametervoorstelling van de raaklijn. Een raaklijn door P = (1, 2) aan de cirkel heeft
bijvoorbeeld de vergelijking:
x+ay=1+2a
waarbij (1, 2) een paar normaalgetallen is van die raaklijn. We moeten nu « berekenen.

=1+41
Nu is {j} o /{Z een parametervoorstelling van die lijn (de lezer ga dit na!).
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Substitutie in x* + y* =5 geeft dan:
1+ A2 +2-1)?* =5
1422+ a*A* +4—44+ 1" =5
(@ +DA+(2a-4)A1=0
De discriminant van de laatste vergelijking moet gelijk zijn aan 0; dus 22 — 4 = 0, zodat 2 = 2.

Een vergelijking van de raaklijn is dan x + 2y = 5. O

Opmerking. Een voordeel van het gebruik van een parametervoorstelling van de raaklijn is dat de
vergelijking die na substitutie ontstaat, gereduceerd is tot een vergelijking zonder 'bekende term'.
Daardoor is het rekenwerk bij de discriminantmethode in dit geval niet gecompliceerd.

De discriminantmethode is samen met een parametervoorstelling van een lijn ook goed te gebrui-
ken indien raaklijnen #it een punt aan een tweedegraads kromme moeten worden bepaald (zie

Opgave 4).

Opgave 4
Gegeven is de cirkel met vergelijking x* + y* = 5. Bepaal vergelijkingen van de raaklijnen it het

punt P = (3, 1) aan de cirkel.
Oplossing

Zij {x =3+ 4, y=1+al} een parametervoorstelling van een
raaklijn door P aan de cirkel. We moeten nu « berekenen.
Dit verloopt via het snijden van de lijn met de cirkel:
B+A) +1+ald)’ =5
(1+a)A* +2B3+a)A+5=0

De discriminant van deze vergelijking moet gelijk zijn aan 0,

vanwege de raking, dus:

a*+6a+9-5-54"=0
24" =3a-2=0
2a+1)(a-2)=0
a=-+of a=2
Voor de raaklijnen hebben we dus de parametervoorstellingen:

x=3+4, y=1-34}, {x=3+4, y=1+24)
en op basis daarvan de vergelijkingen: x+2y =5, 2x—y=5. O

Opmerking. Een andere methode voor de bepaling van de raaklijnen aan een cirkel is weer geba-
seerd op het gebruik van normaalgetallen.
Stel Q = (xo, y0) is een raakpunt. Normaalgetallen van de raaklijn in Q door P zijn dan
(xy =3, 9, —1) en normaalgetallen van de lijn OQ zijn (xo, y0). De raaklijn en OQ staan loodrecht
op elkaar, zodat de productsom van de normaalgetallen gelijk is aan 0:
%o =3%+ 7, =9 =0

Samen met x; + 5, =5 (Q ligt immers op de cirkel) geeft dit:

{xf =3%,+ = 9o =0 {3"0 * 20 =5

2 2 = 2 2 _
Xg + 9, =5 X+ Y =5
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En uit dit laatste stelsel kunnen x en y eenvoudig worden berekend, waarna de vergelijkingen
van de lijnen PQ (het zijn er in dit geval twee) kunnen worden opgesteld.

Nb. De lijn met vergelijking 3x + y = 5 is de lijn door de beide raakpunten; dit is de zogenoemde
poollijn van P bij de cirkel.

Subdomeinen 3.19 en 3.23

[19] Door een vergelijking gegeven figuren puntsgewijs tekenen en schetsen.

[23] Inzien dat een vergelijking van een kromme een middel is om te toetsen of een punt op een figuur ligt, en dat
een parametervoorstelling alle punten van een figuur voortbrengt op een berekenbare manier; verband leg-
gen met de termen meetkundige plaats en baan.

Gedeeltelijke uitwerking
Het puntsgewijs tekenen van een figuur waarvan de vergelijking impliciet in x en y gegeven is, kan

eenvoudig verlopen indien een tabel wordt gemaakt van de paren (x, y) die aan de vergelijking
voldoen. Hierbij is het aan te raden y te schrijven als functie(s) van x, waardoor, indien gewenst,
ook gebruik kan worden gemaakt van een grafische rekenmachine (GR).

Voorbeeld 1
Schets de kromme met vergelijking 3x* +4y* =12.

Oplossing
Flokl Flokz Flok: H 4 Vi MicE, S
BT 2-FHE 12 T 177l | 17 1, EFFASEIES !
BV ] ipize | -1piz Y0l.50
amis -g LEgss | Laks 1, 145643924
Nt oG | |7 Tosszsnees
::'-r':; i 7Euag | -.7Ec ' .
wha= #=H

— 2 .
We schrijven y als functie van x: y = £, /% , zodat we met behulp van een GR coérdinaten

van punten van de kromme kunnen berekenen en een plot van de kromme kunnen maken. O

Opmerking. Ook andere functies van de GR kunnen worden gebruikt, zoals voor het tekenen

van de raaklijn in een punt van de kromme. J

We kunnen een vergelijking van een kromme opvatten als een 'open bewering'. Deze bewering
wordt dan alleen waar, als we voor x én y de codrdinaten kiezen van een punt op de kromme.

Bij een parametervoorstelling ligt dat niet anders als we naar toegestane waarden van de parameter
kijken. Evenwel, kiezen we in dit geval a/le toegestane waarden van die parameter, dan genereert
de parametervoorstelling a/le punten van de kromme.

Voorbeeld 2
Het punt (1, 2) ligt niet op de ellips uit Voorbeeld 1, omdat 3-1* +4-2% #12. Het punt (1,-1%)
ligt wel op de ellips, omdat 3-1° +4-(-14)* =3+4-2=12.

Bekiijken n meterv tellin nd Flatl Flokz Plotz MBT
Ciien we cen parametervoorsteiiing van de 17 BZons(T 1847197551
1 x =2cost liot b §1TEJ-':3:'51|"|':T:' Wit T2 |
. . . AR
ellips, yzx/gsint met #in [0, 27], dan ligt het §2:= VirCT s
W ET &= .
punt met £ =% op de ellips. RV
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Om met behulp van de parametervoorstelling van de kromme, in dit geval de ellips, te onderzoe-
ken of bijvoorbeeld het punt (1,14) erop ligt, moeten we het stelsel vergelijkingen:

2cost =1
Bsinr =14
oplossen: we moeten een waarde van # vinden waarvoor beide open beweringen waar zijn. 0
Voorbeeld 3
.. . AY

We bekijken de parametervoorstelling

X =cost

Y= sin’ ¢ !
met ¢in [0, 27]. :
Eliminatie van # geeft: 4 >

o ) ) 1 o x=055 1, x
y=sin“t=1-cos"t=1-x ¢ .

Hieruit zouden we kunnen con-

cluderen, dat de meetkundige

plaats van de punten P met

P =(cost,sin’ ¢) een parabool is:
y=1-x

Evenwel, de meetkundige plaats

van P is een deel van die parabool
(omdat hier 0< y <1)! 0

Opmerking. Voor de opbouw van

de figuur hiernaast zie Subdomein
3.20.

Subdomein 3.20

Een punt waarvan de codérdinaten beschreven zijn door functies van eenzelfde variabele (de parameter), inter-
preteren als punt dat een baan beschrijft.

Uitwerking

Gegeven is het punt P met codrdinaten P = (f{2), g(#)), waarbij fen ¢ functies zijn gedefinieerd

voor ¢ >0. We kunnen # opvatten als een tijdstip (bijvoorbeeld in seconden).

Op elk tijdstip #is dan de plaats (x, ) van het punt P in het platte vlak via de functies fen g vast-
x=f(z)

gelegd door: {)/ — o)

De baan van het punt P kan dan bijvoorbeeld worden bepaald door de functies fen g (eventueel

puntsgewijs) te tekenen en daarbij de gevonden waarden van x en y te gebruiken in een derde

assenstelsel (zie de figuur hieronder).
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Opmerking. In de figuur is

x=0,11£" —=1,50¢* +5,6¢
y=0,14£" —1,63¢ +5,0¢

Opgave
Op het tijdstip 7 = 0 begint een punt P te bewegen op basis van de bewegingsvergelijkingen:
2
X =1
y=2¢ metz >0

Teken de baan van het punt P door gebruik te maken van (de graficken van) de functies x = # en
y =2t

. Flotl Flokz Flokz # Y Ve
Oplossing AT - el N i o
De waarden van x en y kunnen bijvoorbeeld wor- :EEEH '155 :_1:2:5 %
den berekend via de GR met x = Y1(X) en :3;: gi i |4

- Y2(X) WME= 3 f
y=1X2 . wha= #=3
Ook kan de baan van P direct worden geplot in de PP P 3
parametermodus van de GR. “m ! E%T
Door ¢ (indien mogelijk; en hier kan dat) te elimi- “ﬁ:::
neren uit de beide vergelijkingen vinden we een “‘ﬁ“ =

T = x

vergelijking van de baan van P y = 2% . (] Liar=

Subdomein 3.21

Bij een door een beweging beschreven figuur een geschikt gekozen parameter gebruiken om de beweging te
beschrijven. (...) bijvoorbeeld de cycloide en andere afwikkelingskrommen.

Uitwerking
Een (gewone) cycloide (wiellijn) ontstaat als de meetkundige plaats van een vast punt P van de

omtrek van een cirkel bij het (wrijvingsloos) rollen van die cirkel over een rechte lijn.
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We kiezen een parameter # (die de rolhoek bij het
punt M bepaalt; dit is de hoek waarover het punt P
in negatieve richting om A draait). Heeft de cirkel
een straal die gelijk is aan 7, dan is de rolafstand gelijk

aan
r-t =0X =bg(XP)
In driehoek M'PP"is dan:

M'P"  M'P" .
——= = cos(t — %) =sint
M'P 7
zodat M'P" =rsint.
P 14 PPII
Ook is —— = =sin(z—%) =-cost, zodat PP" =-rcost.
M'P r

Voor de coérdinaten (xp, yp) van het punt P geldt dan:
xp, =0P"'=0X —-M'P"=r-t—rsint=r(t—sint)
yp =P P=PP"+PP"=r—rcost =r(1-cost)

Opmerking. De standaard cirkel (middelpunt O, straal 7) is ten opzichte van het punt O verscho-
ven over (r-¢,7) . De cirkelbeweging wordt dus beschreven door:

x—7r-t=x =-rsint
y—r=y =-rcost

Opgave 1

Leid de parametervoorstelling af van de krommen die de meetkundige plaats zijn van het punt A
en van het punt B (beide met een vaste afstand tot het punt M) opvolgend binnen de cirkel en
buiten de cirkel, als die cirkel over een rechte lijn rolt.

]
I
| i
i
o=r P X \j

Oplossing
De verschuiving van de standaard cirkel is dezelfde als die in bovenstaande uitwerking. De cirkel-
beweging wordt nu beschreven door (zie de Opmerking hierboven):
x—r-t=x'=-asint
{ y—r=y'=-acost
waarbij a = MA (a < 7), c.q. a = MB (a > r); zodat de parametervoorstelling in beide gevallen luidt:
X=r-t—asint
{ y=r—acost

De bedoelde krommen heten opvolgend verkorze en verlengde cycloide. []
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Opgave 2

Wanneer een draad (zonder dikte) om een cirkel gewikkeld
is, dan kunnen we die draad afwikkelen waarbij de draad z6
strak gehouden wordt, dat deze samenvalt met de raaklijn in
een punt P van de cirkel. De draad zit vast in een punt A van

de cirkel.

Bepaal een parametervoorstelling van de kromme die het

punt S beschrijft, dat het einde van het afgewikkelde deel van i .
de draad bepaalt. \ o 7 /A s %
Oplossing

We kiezen een rechthoekig assenstelsel waarvan de oorsprong O samenvalt met het middelpunt

van de cirkel. De x-as valt samen met de lijn door de punten O en A.

Zij r de straal van de cirkel. Nu is bg(AP) = PS = 5, omdat de draad van het begin af wordt afge-
wikkeld. Zij verder # de hoek tussen OA en OP, dan is in de rechthoekige driechoek SPP" de hoek
SPP" gelijk aan z. In die driehoek is:

" 14

=cost = PP" =scost

—— =sint = SP" =ssint,
5 5

En ook geldt: s = bg(AP) = ¢- .

Kiezen we P =(rcost, rsinz), dan geldt voor de codrdinaten (x, y) van het punt S:
x=rcost+t-rsint =r(cost+¢sint)
y=rsint—t-rcost =r(sinz —rcost)

De kromme heet de afwikkelingskromme (ook wel evolvente) van de cirkel. O

Subdomein 3.24

In hanteerbare gevallen een parametervoorstelling aangeven van een bewegend punt op een middels een coor-
dinaatvergelijking gegeven kromme; met behulp van een parametrisering van een kromme vragen over de
kromme beantwoorden.

Opgave 1
Zie Opgave 2 bij Subdomein 3.17 en 3.18.

Opgave 2
Gegeven is de ellips met vergelijking 9x* + 16y = 144.

x=4cost

y=3sint een parametervoorstelling is van deze ellips. Geef daarbij voor de

- Laat zien dat {
parameter # een zo klein mogelijk domein dat # = 0 bevat.

- Wat zijn de afmetingen van de kleinste rechthoek, met zijden evenwijdig met de coordinaats-
assen, waarbinnen de ellips gelegen is?

- Welke waarden van # behoren bij de snijpunten van de ellips met de assen?

- Bereken (exact) de codrdinaten van de snijpunten P en Q van de ellips met de lijn met
vergelijking x = 2.

- Bereken (exact) de codrdinaten van het snijpunt R van de x-as met van de raaklijn in P aan de

ellips.
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De ellips wordt in de punten P'en Q'gesneden door de lijn met vergelijking x = 4. De raaklijnen
in P'en Q'aan de ellips snijden elkaar loodrecht in het punt S.
- Bereken de codrdinaten van het punt S.
Oplossing
- Ergeldt:

9x* +16y”* =9-(16cos” £) +16-(9sin” £) =

=144 -(cos’ t+sin” t) =144

A
~]
k‘\
waarbij zin [0,27]. P §
- Voor xgeldt -4 <x<4, omdat -1<cost <1; voor M‘x
ygeldt -3< y<-3, omdat -1<sin# <1 op het 0 M
beschouwde interval waarin 7 ligt. De afmetingen 4@/’
van de bedoelde rechthoek zijn dus 8 x 6.

- Voor de snijpunten met de x-as geldt y = 0, zodat 3sinz =0, en dit geeft 7= 0 en = 7z De

snijpunten met de y-as volgen uit 4cosz =0, en dit geeft # = % ent=11r1.

- Voorx=21is cost =%,zodat =37 of r =147 . En die waarden geven:
y=3sinyr=3-33=33
y=3sinl127 =-3sintr=-2/3
Zodat P=(2,2/3) en Q =(2,-3/3).
- De vergelijking van de raaklijn in P aan de ellips is 9-2x+16-3+/3 - y =144,
Voor y = 0 geeft dit x = 8, zodat R = (8, 0).
- Stel de #waarde van P'is ¢ = u. Op basis van symmetrie-overwegingen is dan de #-waarde van
Q'gelijk aan r= 27— u.

Voor de raaklijnen in die punten hebben we opvolgend de vergelijkingen:
cosu sinu

T Xxt—S-y=1

€n

cosu -sinu

cos(27r—u)x 1 = > Xt : _)/21

4
Deze lijnen staan loodrecht op elkaar als de productsom van hun normaalgetallen gelijk is aan
0, dus als

sin(27—u)
T3

C(isgzu‘__s“gu=0 = (3cosu—4sinu)(3cosu+4sinu)=0.

En hieruit vinden we
=+
tanu ==t

Uit tanu = % vinden we cos# = i% , zodat we voor de x-codérdinaat 4 van P'hebben:

= —4.+4-_+10
k=xpy=4cosu=4-t5=15

Uit tanu =-2 volgt cosu =F%. En dit geeft dezelfde waarden van 4. Dus: k= i%.
En voor het punt § vinden we dan § =(£5,0). O
Opgave 3

Op een parabool ligt een punt P. Het punt P is één van de eindpunten van een koorde van de
parabool die door het brandpunt F gaat; Q is het andere eindpunt. In P en Q worden raaklijnen
getekend aan de parabool die elkaar snijden in het punt S.

Exemplarische uitwerking subdomeinen AM [27] © 2006 cTWO, Utrecht/ vs 3.0 /271206 / dk



- Toon aan dat de beide raaklijnen elkaar loodrecht snijden.

- Onderzoek de baan die het punt S beschrijft, als 2 de paraboolbaan doorloopt.

- Toon aan dat de lijn door § evenwijdig met de as van de parabool door het midden A van
PQ gaat.

- Onderzoek de baan van het punt M, als P de paraboolbaan doorloopt.

Oplossing (gedeeltelijk)

We kiezen het assenstelsel zo, dat O samenvalt met de top
van de parabool, en waarbij de lijn OF samenvalt met de
positieve x-as. Ook kiezen we F = (1, 0).
Een vergelijking van de parabool is dan y* = 4x . Voor het
punt P op de parabool kiezen we als codrdinaten (427, 4¢).
De lijn PF, de drager van de koorde door F, heeft dan de
vergelijking:

y= 4;4;‘—1 (x—1) = 4ex— (4" —1)y—4r=0

Om de codrdinaten van het punt Q te vinden snijden we

deze lijn met de parabool; we lossen op:

' =4x L |y =
dtx—(4¢> —1)y—4t=0 ' — (4’ —=1)y—4r=0
De tweede vergelijking in het rechter stelsel heeft de y-codrdinaten van Pen Q als oplossing. De

y-coordinaat van P kennen we, nl. y = 47 ; dus (via ontbinding!):
' =4’ -1)y—4t=0 = (y—4t)(ty+1)=0
Zodat: X, 2#, Yo = —%.
De vergelijkingen van de raaklijnen p en ¢ in opvolgend P en Q aan de parabool zijn dan:
p: Aty=2x+4r") = x-2+4r° =0

q: -%y=2(x+4£2) = 4°x+2ty+1=0

De paren normaalgetallen van de lijnen p en ¢ zijn opvolgend (1, -2¢) en (4#, 2¢). Hun product-
som is gelijk aan 0 (zie het Naschrift bij Subdomein 3.11). De lijnen p en ¢ staan dus loodrecht
op elkaar.
Optelling van beide laatste vergelijkingen geeft:

(1+4)x+ (42 +1)=0 = x=-1
Het punt S doorloopt dus een lijn loodrecht op de x-as; en die lijn is, vanwege F = (1, 0), de
richtlijn van de parabool. O
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Opgave 4

Gegeven is een punt P waarvan voor ¢ in [0, 7] de plaats in
het platte vlak wordt bepaald door:

x =sin2¢

1(P)=0,20
. "
y =sin3¢

x=038
. . .o Y = DISE
Bereken de coordinaten van de gemeenschappelijke

punten van de baan van het punt 2 met de lijnen
x=%1, y==%1.

Waarom is er sprake van raking in die gemeenschappe-
lijke punten?

Toon aan dat de baan van P symmetrisch is in de y-as.

Oplossing

Voor x = 1 hebben we: sin2¢=1 = 2t =%+k-27 = t=7%. Voor deze waarde van ¢ is
dan: y=sin27 =sint7z=1v2.Dus: A=(1,4+/2).

Voor x = -1 hebben we: sin2t=-1 = 2r=147 = t=27x.Zodatdan: y=sin2zr=12.
Dus: B:(-l,%\/i).

Voory=1is: sin3t=1 = 3t=3+7+k-27 = t=+7+k-+7.Dewaarden van #in het
beschouwde interval zijn dan t =17, t =27, zodat B 2(%\/5, 1) en C=(—%\/§,l).
Voor y = -1 hebben we hier: sin3¢=-1 = 3t=137+k-27 = r=3r.Zodat E=(0,-1).
De algemene oplossing van sinx =sina luidt: (x=a+4-27 of x=7w—a+k-27). Er zijn

bij dit type vergelijkingen dus altijd zwee series oplossingen.
Voor (bijvoorbeeld) x = 1 hebben we:

(@)..2t=%+k- 21

. 1 — in
sin2r=1=siny = {(z'i)...ztz(;z—%)+/e-27r

En we zien hieruit dat beide series dezelfde oplossing(en) hebben. Er is sprake van samenval-
lende snijpunten. Dus raking! Het onderzoek van de andere gevallen verloopt analoog.

We bekijken een willekeurig punt P met # = # en daarbij het punt Q met # = 7- #.
Dan is: x, =2sint, en x, = sin(27 —2¢,) = sin(-2¢,) = -sin(2¢,) , zodat:

Xp =-X, (24.1)
En ook: y, =sin3¢, en y, =sin(37 —3¢,) =sin(7 - 3¢,) = sin 3¢, , waaruit volgt:

Ir=Jo (24.2)
Uit (24.1) en (24.2) volgt dan de symmetrie van de baan van P in de y-as. O

Subdomein 3.26

Een grafiek van een functie herkennen als een parametervoorstelling van een figuur.

Voorbeeld
We bekijken de functie f(x)=3x"—2x.Westellen nux=ten y= f(t)=3¢> —2¢. Het stelsel

vergelijkingen:
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X=1
y=3t"-2t

is daardoor een parametervoorstelling van de grafiek van de functie f. O

Opgave

Op de grafiek van de functie f(x)= L ligt een vast punt P waardoor men twee onderling lood-

rechte lijnen tekent die de grafiek nog in Q en R snijden.

Bepaal de meetkundige plaats van de middens M van het lijnstuk QR als de lijnen, onderling

loodrecht blijvend, om het punt P draaien.

Oplossing

Een parametervoorstelling van de grafiek van fis ¥
{x=t, y=4

Voor het vaste punt P kiezen we # = 4, zodat |

P=(a, %) met 4 is constant.

Voor de lijn PQ door P kiezen we als vergelijking: R

y—L=m(x—a) © !

iy

met 7 variabel (de parameter van de lijn).

Zodat een vergelijking van PR luidt:

y—h=-hr-a .

=m(x~a) — 247X _ m(x —a) , waarin voor P geldt dat

Xa

Voor de punten P, Q is dan: {)’ -

x = a. Deling door x — a geeft dan voor Q: -5 =m.

En dus: xQ:—ﬁ, sz—am.EnvoorR(m—)—%): xp =2, y, =%
1 1 m 1 2
Xy =3Cgmt2)=5—(m" —1)
En daarmee: ? am Z 24;” 5 . En ook: (¥) %zzim.(_%ﬂ):_%‘
Iy =3 Cam+3%) =-5(m” =1) a

Dus: y,, =-a’x,, .
Een vergelijking van de meetkundige plaats van het punt M is dan: y = -a’x; en dit is een rechte

lijn door het punt O. [

Opmerking. Er is hierboven, zie (*), gedeeld door 7* — 1. Heeft dit gevolgen voor de meetkun-
dige plaats van het punt M ?

Subdomein 3.27

De beschrijving van punten in de ruimte met drie codrdinaten hanteren in voorkomende toepassingen.

Opgave 1
De punten A, B, C hebben in een driedimensionaal assenstelsel de codrdinaten (3, 0, 1), (1, 0, 3),

(2, 3, 0). Vis het vlak door de punten 4, B, C.
- Schets in een ruimtelijke figuur de snijlijn van het vlak ¥ met het xOz-, het xOy- en het yOz-
vlak.

- Bereken de coérdinaten van de snijpunten van ¥V met de codrdinaatsassen.
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- Dezelfde opdracht voor het geval A = (3,0, 1), B= (1,0, 3) en C= (4, 3, 0) , waarbij V" het
vlak is door deze punten.

Oplossing

- Zie voor een tekening de figuur hiernaast.

- De lijn AB ligt in het xOz-vlak en heeft in dat viak
(y = 0) de vergelijking x + z = 4.
De snijpunten van de lijn AB met de x-as en de z-as
zijn dus opvolgend (4, 0, 0) en (0, 0, 4).

- De snijlijn van V met het xOy-vlak gaat door de pun-
ten (4,0, 0) en C= (4, 3, 0).

Die snijlijn heeft in dat viak (z = 0) de vergelijking 3x + 2y = 12. Het snijpunt van ¥ met de y-
as (x = 0) is dan (0, 6, 0).

- In vergelijking met het eerste stel gegevens zijn alleen de codrdinaten van het punt C veran-
derd. De snijpunten van V" met de x-as en de y-as zijn daardoor onveranderd.
De snijlijn van V" met het xOy-vlak gaat door de punten (4, 0, 0) en (4, 3, 0). Een vergelij-
king van die lijn iz dar vlak is dan x = 4. Dit is een lijn evenwijdig met de y-as. Het vlak V'
snijdt de y-as dan ook niez. O

Opmerking. In de oplossing hierboven komen zinnen voor als 'De lijn AB ligt in het xOz-vlak en
heeft in dat viak (y = 0) de vergelijking x + z = 4.’

+z=4
Het is evenwel gebruikelijk (en korter) te schrijven AB: {j} :f)

Opgave 2

In de figuur hiernaast gaat de lijn 4 door de punten
Oen (2, 3, 4).

De lijn 41 gaat door (2, 0, 0), 4, door (0, 3, 0) en de
lijn 43 gaat door (2, 3, 0).

De lijnen ko, ki1, ks, k3 zijn evenwijdig met elkaar.

- Geef de coordinaten van twee punten 'boven' en
van twee punten 'onder’ het xOy-vlak die gele-
gen zijn op de lijn 4.

- Dezelfde vraag voor de lijn 4, en voor de lijn 4s.

Oplossing

De punten (4, 6, 8), (6, 9, 12), (-4, -6, -8), (-6, -9 ,-12) liggen ook op de lijn 4.

De punten (6, 6, 8), (8,9, 12), (-2, -6, -8) en (-4, -9, -12) liggen op de lijn 4.

De punten (4, 9, 8), (6, 12, 12), (-4, -3, -8) en (-0, -6, -12) liggen op de lijn 4.

De punten (6, 9, 8), (8, 12, 12), (-2, -3, -8) en (-4, -6, -12) liggen op de lijn 4. O

Subdomein 3.28

De vergelijking van een bol met gegeven straal en middelpunt opstellen; doorsnede van een bol en een viak.
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Opgave

Gegeven is een bol met middelpunt O en straal 5 in een rechthoekig Oxyz-assenstelsel.

- Welke van de volgende punten liggen op de bol,
welke binnen de bol, en welke er buiten?
A=(4,2,0),B=(3,4,0),C=(3,4,1),
D=(2,3,3),E=(3,3,3), F= (2\2,4, 1).

- Aan welke vergelijking in x, y en z voldoen de

X222 - (5P

codrdinaten van alle punten van de bol?
De doorsnede van de bol met het vlak z = 0 is een
cirkel.
- Wat zijn de coérdinaten van het middelpunt van
die cirkel? Hoe groot is de straal van die cirkel?

De doorsnede van de bol met het vlak z = 4 is eveneens een cirkel.

- Bepaal de codrdinaten van het middelpunt van die cirkel? Hoe groot is de straal van deze cir-
kel?

- Is de doorsnede van de bol met het vlak x = y ook een cirkel? Zo ja, wat zijn de coérdinaten
van het middelpunt van deze cirkel en hoe groot is de straal ervan? Zo nee, waarom niet?

Oplossing

- Voor de genoemde punten hebben we:
A: 4" 42" +0% =20 <25; binnen de bol.  D: 2% +3% +3* =22 <25; er binnen.

B: 3’ +4>+0° =25; op de bol. E: 3’ +3%+3* =27 >25; buiten de bol.
C: 3"+4*+1°=26>25; buitende bol.  F: (2+/2)* +4% +1> =8+16+1=25; erop.

- Voor de codrdinaten van een punt Q = (x, y, z) van de bol geldt: \/x* + y* +2* =5, immers
voor elk punt Qis |0OQ | = 5.

- Hetvlak z = 0 is het vlak door de x-as en de y-as. Het punt O ligt in het vlak z = 0. Het
middelpunt van de cirkel is dan het punt O; de straal is gelijk aan 5.

¥ ¥

- Hetvlak z = 4 snijdt de z-as in het punt P = (0, 0, 4); 5
oftewel |OP | = 4. En we weten |OQ | = 5.
Volgens de stelling van Pythagoras in drichoek OPQ

|PQ|:\/25—16=3 3

De straal van de cirkel is dan |PQ | = 3. \ o ) ¥

1s:

- Ook het vlak x = y gaat door het middelpunt van de bol. Het middelpunt van de snijcirkel is
dus het punt O. De straal van die cirkel is 5. 0

Subdomein 3.29
Bij een middels een xy-vergelijking gegeven figuur een vergelijking opstellen voor het omwentelingsopperviak dat
ontstaat bij draaiing van de figuur om één van de assen.
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Opgave

Gegeven is de lijn / met vergelijking y = 2x (liggend in
het xOy-vlak: z = 0). De lijn / wordt gewenteld om de
x-as.

Stel een vergelijking op van het omwentelingsopper-
vlak dat hierdoor ontstaat.

Oplossing 1

P is een willekeurig punt van /. Het punt A4 is de pro-

jectie van P op de x-as. Door de wenteling draait het

punt P over een cirkel met middelpunt 4 en straal 7,

waarbij die cirkel (de zgn. parallelcirkel) is gelegen in
het loodvlak V' door A op de x-as.

Zij Q zo'n wentelend punt, waarbij ZPAQ = u, en zij

het punt B de projectie van Q op het xOy-vlak.

Een parameter voorstelling van de lijn /in het xOy-vlak is {x =z, y = 2¢, 2 =0}, zodat

P = (¢, 2t, 0) een willekeurig punt van /is. Dan is r = AP = 2z.
In de rechthoekige driehoek AQB is dan:

. _ QB _z .
smu—m—T = 3z, =rsinu
AB _ Ja

cosu=n =G = g =rcosu
terwijl x, =¢.
We elimineren dan #en # (en 7) uit deze vergelijkingen. Dit geeft:

zé + yé =7 (sin”® u + cos” u) = r* = 41
en vervolgens
zo + yg = 4x)
De coérdinaten van het punt Q, en dat is een willekeurig punt van het omwentelingsoppervlak,
voldoen dus aan de vergelijking:
4 —y =2 =0 0

Oplossing 2
Stellen we nu voor een punt P van de lijn £ P = (xo, yo, 0). Voor het willekeurige punt Q = (x, y, 2)
op de cirkel (en dus liggend op het oppervlak) is AP = AQ, zodat:

|)’o |=\/y2+z2, X=Xy
i‘/y2+22:2x :4x2:y2+z2 [l

Dan volgt uit yo = 2xp:

Subdomein 3.31
Het verband tussen de analytische benadering van het raaklijnbegrip en het raaklijnbegrip uit de differentiaalre-
kening begrijpen en beschrijven.
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Uitwerking
We werken dit subdomein alleen voor de cirkel uit. Eenzelfde

methode kan overigens ook worden toegepast bij andere kwa-

dratische krommen.

We gaan uit van de standaard cirkel met vergelijking:
Lry=a

We bekijken een lijn door een op de cirkel gelegen punt

P = (x0, y0) en een daar 'dichtbij ' ook op de cirkel gelegen >
punt P'= (Xl,_)h).
Voor de richtingscoéfficiént 7 van de lijn PP hebben we in dit geval: m = % = z: :f;”) , zodat een

vergelijking van PP'luide: y—y, = zi:zg (x—x,).

We laten nu het punt P’ over de cirkelomtrek naderen tot het punt P, tot P’ uiteindelijk samen-
valt met P (dan is de lijn PP'de raaklijn in P aan de cirkel).
De laatst vermelde vergelijking heeft daarbij het bezwaar dat de waarde van 7 onbepaald wordt,
immers de teller van 7 nadert dan tot 0 en de noemer ook! Het lukt dus zo niet om de waarde
van m vast te stellen. Maar...
We weten dat beide punten op de cirkel liggen, en dan geldt:
o+ g =4

{ﬁ+yf=/

Trekken we de eerste vergelijking van de tweede af, dan vinden we:
(5 =)+ = 95) =0

2_
X1

x == =)
of
(e, = x0) (e, +x0) =-( = 7)1 + 9)
en hieruit volgt voor P # P':
K=Y x+x,

M="%=% = "%
Zodat, als de punten P en P'samenvallen, geldt: m = - %;Z = ‘%- Een vergelijking van de raaklijn
in P aan de cirkel is dan: y—y, = —%(x—xo) .
Na enige herschrijving vinden we: x,x + y,5 = x; + y¢ , of x,x+ y,y=1. O

Opmerking. Zie ook het Naschrift (Over 'eerlijk delen') bij Subdomein 3.32.

Subdomein 3.32

In geschikte gevallen via de differentiaalrekening de raaklijn aan een kromme vaststellen vanuit de (impliciete)
vergelijking in x en y met behulp van o.a. de kettingregel.

Opgave 1
Gegeven is de kromme K met vergelijking x*+ xy+2 y2 =4.
Bepaal een vergelijking van de raaklijn in het punt P = (1, 1) aan X.
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Oplossing
Stel dat K ook bepaald is (kan worden) door de parameter-

voorstelling {x : /@ , waarbij we de expliciete functievoor- P
o (.
schriften van fen g niet opschrijven. IR A
Dan is: AL _
(FOP + F0)- g(6) +2(g(0)* = 4 (32.1) ;_

Differentiatie van (32.1) naar # geeft dan, onder gebruikmaking van de ketting- en productregel:
2f(0)- ')+ f'1)-g@)+ f(2)- g' (1) +4g(2)-g'(£) =0

Voor de in deze uitdrukking voorkomende afgeleide functies kunnen we schrijven:

FO=% ¢0=4

waardoor (32.1) overgaat in:

Ldx | dv, b b
2x P Pl dt+4y gt—()
(2x+y)%+(x+4y)d—);= 0 (32.2)

d
(x+4y)d—); = -(2x+y)%
Uit de laatste vergelijking vinden we dan de richtingscoéfficiént van de raaklijn in het punt met
codrdinaten (x, y):

ﬂ_ 2x+y
dr = " x+4y

In het punt (1, 1) is die richtingscoéfficiént dan gelijk aan -2, zodat we als vergelijking van de

raaklijn in dat punt aan K vinden:
y—1=-2(x—1) of 3x+5y=38 O

Opmerking. We laten in de uitdrukkingen (32.2) de differentiaal dr meestal weg. We spreken in
dat geval van impliciet differentiéren.

Opgave 2
Gegeven is de cirkel met vergelijking: x* +2x + y> =24 =0. Stel een vergelijking op van de raak-
lijn in het punt (2, 4) aan de cirkel.
Oplossing
Direct impliciet differentiéren van de vergelijking van de cirkel geeft:
d

2xdx+2dx+2ydy=0 = ypdy=-(x+1)dx = i -xTH
In het punt (2, 4) is dan: % = —% , zodat we als vergelijking van de lijn door dat punt vinden:
y—4=—3(x-2)
Of ook: 3x+4y=22 O

Opmerking. Als we bij een vergelijking als x*+2x+ yz —24 =0 bedenken, dat y een functie is
van x, dan kunnen we ook als volgt, en gebruik makend van de kettingregel, differentiéren:
2x+242y-y'=0 = y'=-x1

Naschrift — Over 'eerlijk delen’
Indien we in Opgave 2 de raaklijn in het punt P = (xo, yo) aan de cirkel met vergelijking
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x*+2x+y"—24=0
moeten vinden, dan hebben we voor de richtingscoéfficiént van die raaklijn (zie weer Opgave 2

hierboven): % = -x”y—:rl . Een vergelijking van de raaklijn is dan:

Y= :‘xU)/—(:_l (%= x,)

2 2
Do)~V =X X T Xy —X+ X,

Xyx =Xy +x+ 9,y — (% +9)=0

We brengen nu door optelling en aftrekking van een term 2, de laatste vergelijking in de vorm:

Xy — Xy +2x, +x+ y,9— (xg +2x,+ y5) =0

XX+ (5, + )+ 3,9 — (x5 +2%,+ y5)=0
En omdat P op de cirkel ligt, geldt: x; +2x, + y; =24, waardoor de vergelijking van de raaklijn
overgaat in:
xgx +(x, +x)+ 9,y —24=0

We zeggen nu dat deze laatste vergelijking door eerlijk delen uit de cirkelvergelijking kan worden
verkregen.
Eerlijk delen: vul de codrdinaten van het punt P voor de helft'in, waarbij de term x* als xx, x zelf
als (3x++x) en y als yy worden geschreven; indien een term met y en/of xy voorkomt wordt
deze geschreven als (3 y+3y) cq. (Fxy+7 yx).
Voorbeeld 1
Gegeven is de kromme K met vergelijking y =2x* —6x+1.

Anders geschreven: Ty+5y=2xx—-3x-3x+1
Raaklijn in (xo, y0): TY+3 9, =2x,x—3x—3x,+1, enz. O
Voorbeeld 2

Zie Opgave 1, waarin we de kromme K hebben met vergelijking x* +xy+2y* =4,
We schrijven de vergelijking van Kals xx+(Fxy+5 yx)+2yy=4.
De raaklijn in (xo, y0) heeft dan de vergelijking x,x +(Fx,y+5 y,x) +2y,y =4.
Voor xo = 1 en yo = 1 hebben we:
x+3y+3x+2y=4
of, na vermenigvuldiging met 2:
3x+5y=38 0

Subdomein 3.35

Met behulp van de technieken van de analytische meetkunde zelfstandig een verdergaande toepassing verken-
nen aan de hand van geschikte literatuur en andere bronnen.

Nb. Drie van de bij dit subdomein genoemde toepassingen zijn gedeeltelijk uitgewerkt.

Gedeeltelijke uitwerking - Draaiing
Door een rotatie (draaiing) over de hoek & om het punt O wordt een (willekeurig) punt P afge-
beeld op (toegevoegd aan) het punt P".

Als P = (x, y), wat zijn dan de codrdinaten van P'uitgedrukt in x, yen o ?

Exemplarische uitwerking subdomeinen AM [36] © 2006 cTWO, Utrecht/ vs 3.0 /271206 / dk



Oplossing
Stel P'= (x', y).
Zijn nu P, P, de projecties van P, P'op de x-as en is ¢ de hoek

L P’

tussen OP en de positieve x-as, dan hebben we:
- in drichoek OPP;:

X

. PPy _OP, _
SINP="7p =0op> COSP=7p =0p
- in driehoek OP'P’.:

-
X . P/PX/ ! OP! '
sin(a +¢) = 55 = g cos(@+9)=gp =5
) VAR SN () = Sin gy X L)
Zodat: op =sina-cos@p+cosa sing =sina-gr+cosa - gp
En wegens OP = OP": y'=sina-x+cosa-y
e X _ . — i . g — X g v
En ook is: Hp =C0s@-cos@p—sina -sing =cosa - F5—sina - gp
Zodat: x'=cosa-x—sina-y

Het stelsel vergelijkingen:

x'=cosa-x—sina-y
y' =sina-x+cosa-y

geeft nu het verband tussen de coérdinaten van P'en die van P. Ze worden wel transformatiever-

gelijkingen genoemd.

En terug? Met andere woorden, als we de codrdinaten van P kennen, dus (x', y), wat zijn dan de
codrdinaten van P, uitgedruke in x, y'en o ?

We roteren nu, uitgaande van ', over een hoek van -, zodat:

x=cos(-a)-x'—sin(-a)- y' x=cosa-x'+sina-y'
{y =sin(-a)-x"+cos(-a)- y' {y =-sina-x"+cosa -y
Voorbeeld
¥

De ellips K met vergelijking 9x* + 16y* = 144 wordt gedraaid over K
een hoek van +45°, dan hebben we voor de codérdinaten van het K ly
punt P'= (x', y):

IEV2 %+ IN2 -y +16(=4N2 - x'+ 12y =144 © A

2(x" + 97 +2xy)+8(x" + y? —2x"y) =144
waaruit blijkt dat de cobrdinaten van het punt P’voldoen aan: -
12%x2—7xy+12%y2 =144 ] K X4 + i =1 )
K- 0,86 - 0,48 [xy + 0,86 y* - 10 = 0
s A
Het is natuurlijk ook mogelijk het assenstelsel zelf te draaien L
en de figuur in het vlak op z'n plaats te laten. \\\ Py P
We bekijken dan het verband tussen de coérdinaten van een ' |
punt P ten opzichte van het oude en ten opzichte van het Py b;"”'
nieuwe assenstelsel. Y . v
In de figuur hiernaast is het assenstelsel xOy gedraaid om het N T/ e
punt O over de hoek ¢. Het nieuwe assenstelsel is dan x'Oy". N -1e -
(1 Px S
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Nu is:

OP; = x, PP. = yen OPy = x', PP =y’
En verder:

OP.=0§S-PS=08-TP.

PP.= TP .+ PT=P.S+ PT
Bedenkt men ook dat in drichoek P77, geldt dat ZP = ¢, dan kunnen we voor de uitdrukkingen
(35.1) schrijven:

(35.1)

x=cos@-x'—sing-y'
y=sin@-x"+cos@-y’

Voorbeeld
De ellips K heeft de vergelijking 9x* + 16y* = 144 ten op-

zichte van het standaard assenstelsel xOy.
We kiezen nu de bissectrices van de kwadranten als nieuwe
assen: we roteren het assenstelsel over een hoek van +45°.

Dan vinden we: \
IEV2 X = IN2 Y +16(3N2 - %'+ 12 y) =144 X242 + y‘i: 7
2(x" 4y =25y )+ 8(x" + y? +2x7y) =144 0.86 %% + 0. Bﬁ«:'li

e

Zodat K de vergelijking
12452 +7x"y +121 %" =144
heeft in het (nieuwe) stelsel x'Oy " O

Opmerking. Bovenstaande technieken kunnen, naast andere, worden gebruikt voor het onder-
zoek van tweedegraads vergelijkingen van de vorm:
g2(x,y)=Ax* +2Bxy+Cy* +2Dx+2Ey+ F =0

onder meer voor de zogenoemde classificatie van tweedegraads krommen.

Gedeeltelijke uitwerking — Bézier-krommen
Uitgaande van de punten 4 = (1, 2) en B = (6, 4) bekijken i’

we het stelsel:

(6: 4)

x=(0—-¢)-1+¢-6

y=01-1)-2+¢-4 A X = (2,78 2,71)
waarbij we ¢ kiezen in het interval [0, 1]. (2 (1-tja, +tb, = 2,78

1
Het stelsel is een parametervoorstelling van het /jnstuk AB. (1-t)a; + th, = 2,71
1 X

Opmerking. Eliminatie van 7 uit het stelsel geeft uiteraard o 0 i
een vergelijking van de /ijn AB: t=036

X2 2x=10t+2
x(-5)| -5y =-10¢-10
2x—=5y=-8

Aan deze vergelijking is dus niet meer te zien, dat er sprake is geweest van een parametervoorstel-

x=0-2)-1+¢-6 x=5t+1
y=010-2)-2+2-4 = y=2t+2

ling van een /ljnstuk. .

x=0-2)-1+¢-6

y=(-1)-2+1-4 als X =(1-¢)A+:1B.

Afspraak. We schrijven het stelsel {
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De meetkundige plaats van het punt X (dat is hier het lijnstuk AB) heet in dit geval 1e graads
Bézier-kromme (naar Pierre Etienne Bézier, 1910-1999, F rankrijk).

Merk op dat we een punt X op het lijnstuk AB kunnen construeren via een puntvermenigvuldi-
ging van B met factor # en met centrum A.

Uitgaande van twee lijnstukken PP en PP, kunnen we via
eenzelfde puntvermenigvuldiging, steeds met dezelfde factor 7
een punt Cop PoP: en een punt D op PP, construeren. Op het
lijnstuk CD construeren we dan analoog het punt 2.
We hebben dan:
C=(01-2)P+tP, (met|PC|=¢|DPD|)
D=Q1-¢t)P+tP, (met|PD|=¢t|PP|
enook P =(1-¢)C+tD (met|CP |=¢|CD]).

Hieruit volgt:

P=1-t)(A=6)B +tB)+t(1-1)B +1¢D,)
=(1=2)’ P +(1—t)tP +(1—1)tP +¢°P,
=(1-2)’ P +2(1—t)tP + 1P,
De meetkundige plaats van het punt P, als 7 alle waarden aanneemt in het interval [0, 1], is dan
een zogenoemde 2e graads Bézier-kromme.

Het hierboven beschreven proces (het zogenoemde De Casteljau-algoritme; naar Paul de Faget de
Casteljau, 1910-1999, Frankrijk) kunnen we voortzetten voor drie, vier, ... lijnstukken die tel-
kens een gemeenschappelijk eindpunt hebben.

}_,‘1 P,
P,
I P, Py Py
We krijgen dan Bézier-krommen van de 3e, 4e, ... graad, steeds met 7 in [0, 1]:

(Begraad) P =(1-¢) B +3(1—1)’tB +3(1-1)t’P, +1°P,
(de graad) P =(1—1)"P +4(1—1) B +6(1—1)’ £’ P, +4(1—-1)’ P, + 1" P,
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Voor een n-de graads Bézier-kromme hebben we dan:

P-3 ()0-en
=A=' B+ () A=y eB+(5) A=) P+ 42" P,

Opmerking. De 7-de graads functies van de vorm

B, 0)=(})a-2y"s
(met £ =0, ..., n) staan bekend als Bernstein-polynomen (naar
Sergei N. Bernstein, 1880-1968, Rusland).

0 1

In de figuur hierboven staan de grafieken van de functies Bi 4(2) voor k=0, ..., 4.

Gedeeltelijke uitwerking — Pythagoreische drietallen
Definitie: Een Pythagoreisch drietal (P-tal; Eng. Pythagorean triple) is een geordend tripel positieve
gehele getallen (a, b, ¢) met a* + b* = .

a b _

Stellen we % =x en 4 = y, dan volgt direct: x>+ y* =1, wat de vergelijking is van de eenheids-
cirkel.

Het vinden van een P-tal komt dus meetkundig overeen met het vinden van punten op de een-
heidscirkel waarvan de codrdinaten rationale getallen zijn.

Zij [ de lijn door het punt (-1, 0) die de eenheidscirkel ook r4 1
in het punt P = (x, y) snijdt. %,)
Dan geldt voor de richtingscoéfficiént 7 van die lijn:
m=-L (35.2) ’
zodat m(x+1) =y, en dus: 1.0 ol = o
mz(x+l)2:y2=1—x2=(1+x)(1—x) /\ /
en, omdat we alleen geinteresseerd zijn in de codrdinaten van het punt
m(x+1)=1-x
Lossen we deze laatste vergelijking op naar x, dan vinden we:
1_ 2
= (35.3)
en voor y volgt uit y =m(x+1):
y =1 (35.4)

Uit de formules (35.2)...(35.4) zien we direct dat x en y rationaal zijn dan en slechts dan als 7
rationaal is.
Als de lijn / niet raakt aan de cirkel, dan hebben de lijn en de cirkel twee gemeenschappelijke snij-

x*+yt =1
y=m(x+1)

punten. Lossen we het stelsel

op naar x en y, dan vinden we twee oplossingen (x, ), waarvan de ene oplossing (-1, 0) is, terwijl
de andere oplossing de codrdinaten vormt van het punt 2.
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In nevenstaande figuur is het punt R een rooster- . . . ., . . f
punt.

P is een snijpunt van de lijn door £'= (-1, 0) en
R met de cirkel.

De coédrdinaten van het punt £ zijn nu rationaal,
omdat 7 rationaal is.

In de figuur is m:%,zodat xZ%,y:%.

E?
Dus: 105° +88” =1377. 0 /\

Opmerking. De GR kan ook hier gemakkelijk worden ingezet. "

Vanwege de symmetrie in de x-as leggen we de functies £>{
Y1=V(1=X?) en Y2=M(X+1)

in de GR vast. De waarde van M kunnen we toekennen als breuk.

; . F-11+M R 111-112M

Het van het punt (-1, 0) ver iy ppgr SEI6TE3ETE [0 4635687719 | 5916714286
1 11 1 Fac Fac Fac

schillend snijpunt kan dan via rE 165137 [ 13681885 [ ", 689684295
1 Fac Fac Fac

[intersect] worden bepaald en 88137 1311-1889 - 9999597828

omgezet naar een 'echte' breuk.

EVCI’IWCI, dC OnnauWkeurigheid Flaki Flatz Fé“'tB 19__.-2@_}T EE__.-’EI_}T

van de GR kan ons daarbij par-  [38178¢1-T37€1+T | 20 95|\, | .987654321
Wit B2T+C1+T22 39761 LA1z2421881

ten spelen... Rzt = Y11 ¥Frac Y11 kFrac

Dit geldt uiteraard ook voor de &:I - [ - FHIHLLBATT
Var=

parametermodus van de GR.

Schrijven we m echter rationaal, dus als 7 = g , dan vinden we met (35.3) en (35.4):

»

L@y _gep 2% 2

_1+(§)2_q2+p2’ .y_l+(§)2:q2+P2

Voor bijvoorbeeld 7 = % isdan x = %%ggé , )= 17278552906 , zodat 102604 +77520° =128596°.
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