Complexe getallen minder imaginair
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1. Inleiding

De interesse voor complexe getallen in ons secuonddierwijs is de laatste decennia door hoogtes en
laagtes gegaan. Hoogtepunten waren de jaren zgyvérghn abstract synoniem was voor fascinerend,
en de jaren negentig, toen de grafische kwalitait de huiscomputer het voor het eerst mogelijk
maakte complexe iteraties en de daaruit voortvimeMandelbrot- en Julia-fractalen te visualiseren.
Momenteel ervaren we dat complexe getallen ietsia@messe hebben ingeboet ten voordele van
statistiek en stochastiek. En misschien was datwmikte verwachten: complexe getallen vormen een
kort en afgesloten geheel dat zonder de opbouvehaden naar het einde van het schooljaar kan
worden verschoven, met alle bijbehorende risic@emplexe getallen vormen ook niet meer het
onontbeerlijke leerstofonderdeel voor leerlingemviin plan zijn deel te nemen aan de toelatingsproe
van de richting burgerlijk ingenieur. De vermindgriin populariteit van de complexe getallen is
anderzijds ook wel een beetje verwonderlijk. Defigche mogelijkheden van de moderne wiskunde-
software bieden immers exploratiekansen die invededen ondenkbaar waren. Bovendien werken de
nieuwe leerplannen met keuzeonderwerpen, uitbrgstierstof, onderzoekscompetenties en vrije
ruimte het dieper onderzoek naar klassieke leenstigfirdelen alleen maar in de hand.

Een eerste diagonale lectuur van deze loep wekscinisn even de indruk dat we de bestaande
leerplannen overboord gegooid hebben om de comgletedlen op een alternatieve manier, volledig

grafisch, op te bouwen. Maar niets is minder wBar opbouw van de complexe getallen volgens de
bestaande leerplannen is goed doordacht. Hettionze bedoeling hier aan te raken. Wel willen we

enkele aspecten toevoegen, die de interesse végedimgen kunnen prikkelen en die hen kunnen

aanzetten tot wiskundig onderzoek.

Complexe getallen in de huidige leerplannen

Slechts in één leerplan van de tweede graad koreesohplexe getallen voor. We hebben het over
het A-leerplan van het TSO in het vrije onderwdst 14 uur voorziet voor complexe getallen en
omwille van lichte overboeking het onderwerpdemachtswortels laat vallen. Leerlingen en
leerkrachten die dit leerplan volgen zullen het itijkehebben tijd uit te trekken voor bijkomende
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wiskundige capriolen in het complexe viak. Bovendrelllen de betrokken leerlingen hier wellicht
ook wat te jong voor zijn.

In alle andere leerplannen zitten de complexe lgetah de derde graad. Meestal is er in de sterke
wiskunderichtingen 15 uur voor dit onderwerp voerzen in de minder sterke wiskunderichtingen
iets minder. In wiskundearme richtingen komen caxeplgetallen niet voor.

De verplichte items binnen dit leerstofonderdegh zop enkele details na dezelfde in het
gemeenschapsonderwijs als het vrije onderwijs. endie verschilpunten is het belichten van de
veldstructuur en de vectorruimte-eigenschappen @anin de twee reeksen van leerplannen
(gemeenschapsonderwijs en vrije onderwijs) vindersuggesties voor uitbereidingen. Zo formuleert
het A-leerplan in het vrije net twee uitbreidingstiellingen:

« het verband leggen tussen de bewerkingen met camptgtallen en een meetkundige
voorstelling;

« het aantal en de aard van de oplossingen van edtenwavergelijking met reéle coéfficiénten
bepalen met behulp van de stelling van d’Alembert.

Verderop wordt vermeld dat het bewijs van de stgllivan d’Alembert niet tot de leerinhouden
behoort, maar dat ze wel een aanleiding kan ztjed¢a meer theoretische onderzoeksopdracht. In het
leerplan van de zevenurenrichting van het gemeepscdmderwijs vinden we een bladzijde over de
‘facultatieve uitbreidingen’. Deze uitbreidingenriaen in de voorziene lessen opgenomen worden
maar er mag ook een bijkomend wekelijks lesuur witgetrokken worden, vergelijkbaar met de vrije
ruimte in het vrije onderwijs. Eén van de keuzeomdepen in dit leerplan is ‘meetkundige
toepassingen van complexe getallen’.

Ook voor de wiskundige en wetenschappelijke rigfgimn met wat minder uren wiskunde staan de
complexe getallen (soms effectief, soms als keopehet programma. In de praktijk dragen deze
richtingen vaak het vak ‘fysica’ of ‘elektriciteithoog in het vaandel. Het zou dan zeker in die
richtingen zinvol zijn een band te kunnen leggessém deze vakken en de complexe getallen.
Toegegeven, de wetenschappelijke toepassingenoraplexe getallen zijn geen zacht gekookt eitje.
Je neemt ze niet gauw even door tijdens het ontbijt de ochtendkrant en een kop warme
chocolademelk. Er is een gezonde dosis doorzetingmogen nodig om de mooie eindresultaten te
bereiken. De beloning nadien staat buiten kijf: stwkje wiskunde dat tot in de oude dagen in
herinnering zal blijven.

Het mysterie van de complexe getallen

‘En’, hoor ik plots iemand op de redactievergadgizeggen, ‘moeten die complexe getallen nu echt
minder imaginair? In mijn lessen probeer ik ze engeschiedenis te situeren en tracht ik ze net te
hullen in een waas van mysterie. De leerlingen wgreot op de verhalen van Nicolo Tartaglia en
Girolamo Cardano. En op de geheimzinnige uitbregjdiaar de quaternionen.’

Het laatste deel van de titel van de loep (‘mindeginair’) zou inderdaad de indruk kunnen wekken
dat we de complexe getallen willen invoeren als eadente uitbreiding van de reéle getallen. Zo
mag het in de klas niet overkomen. Er zou naastisiglisering van de complexe getallen eveneens
aandacht besteed moeten worden aan de geschigdarde diverse getallenverzamelingen en aan de
moeizame invoering van nieuwe getallen.

Elke uitbreiding van het getalbegrip heeft in dedaygedenis iets spectaculairs gehad. De invoering
van een symbool voor het getal nul lag niet voohded. ‘Van niets iets aftrekken’ en werken met
negatieve getallen, was evenmin een evidentie. ldbbreuken en verhoudingen ons van kindsbeen
af ingelepeld zijn, was er ooit een tijd waarbifessen de gehele getallen grote, blinde viekkésnza
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Ons wekken de getallenverzamelinddnZ enQ misschien geen verbazing meer, maar in vroegere
eeuwen groeide het getalbegrip slechts met horiestagen. Niet meetbare of irrationale getallen zij
de eerste getallen waarvan we ons bewust zijn elétebering een kleine revolutie teweeg gebracht
heeft. Getuigen hiervan zijn de overleveringendeitschool van Pythagoras. Eenzelfde argwaan ten
opzichte van nog niet aanvaarde getallen moesbduaaen worden bij de invoering van de complexe
getallen. In alle fasen van het aanvaardingspreaesiieuwe getallen, kon de wiskundige wereld pas
overtuigd worden na de invoering van nieuwe symb@ie het abstracte tastbaar moesten maken) en
na de opstelling van nieuwe rekenregels (die hetuijlescomfort moesten verhogen). Aanvankelijk, in
de 16de eeuw, waren de complexe getallen niet o@eren stoute rekentruc van Rafael Bombelli
voor het oplossen van derdegraadsvergelijkingemded jaar later weigerden wiskundigen als
Simon Stevin nog te rekenen met deze onbestaataléegePas in de 18de eeuw werd er het symbool
i voor de complexe eenheid ingevoerd door LeonhatdrEDe psychologische weerstand tegenover
de complexe getallen bleef echter bestaan zolamyzmeniet had ‘gezien’. In het begin van de 19de
eeuw stelde Jean Robert Argand de complexe getadi@nals de punten van het vlak en liet hij zien
dat je de bewerkingen met complexe getallen meedigurkunt interpreteren. De algemene
aanvaarding van de complexe getallen was nog maawaelijks een feit of er lag al een
vervolgverhaal in de boekhandel te wachten: deegninen van William Rowan Hamilton.

Wat kun je verder in deze loep verwachten?

In paragraaf 2 werken we enkele stapjes uit vangreter onderzoeksproject. We schakelen het
programma Cabri in om de bewerkingen in het congldak één voor één te visualiseren. Via korte
deelvraagjes moeten leerlingen de eigenschappendeaa bewerkingen ontdekken. In deze loep
werken we alleen de complexe vermenigvuldiging lE@n tweede werktekst handelt over de stelling
van d’Alembert, waar uiteraard geen echt bewijsrvgeleverd wordt, maar die we wel op een
meetkundige manier aannemelijk maken.

Paragraaf 3 behandelt grafische voorstellingen eamplexe (veelterm-)functies. Net als bij de
invoering van grafieken van reéle functies bepenkenons in de eerste kennismaking voornamelijk
tot het grafisch aflezen van bepaalde kenmerkervddestellingswijzen die hier uitgewerkt zijn, zijn
de ‘modulusvoorstelling’ van een complexe functre de ‘voorstelling in twee vensters'. In deze
laatste werktekst wordt een verband gelegd meteifigefuncties.

In onze wiskundehandboeken wordt als toepassingeicomplexe functies vaak een initiatie op
fractalen uitgewerkt. We hebben er voor gekozenimmparagraaf 4 enkele andere toepassingen te
belichten, eentje uit de aérodynamica en eentjedeitelektriciteitsleer. Voor de toepassing over
stroomlijnen worden enkele elementen uit paragraafls voorkennis verondersteld. Voor de
toepassing over elektrische circuits zouden ddithgen iets meer moeten weten over weerstanden,
spoelen en condensatoren. Aangezien spoelen errtsatdren niet overal verplichte leerstof zijn,
proberen we deze nodige voorkennis op enkele pagiamen te vatten.

2. Een onderzoeksproject

Bewerkingen in het complexe viak

Volgens de huidige leerplannen ASO en TSO van higt enderwijs en het gemeenschapsonderwijs,
ligt de nadruk in het leerstofonderdeel ‘complexatatien’ op de bewerkingen. Deze bewerkingen
starten met het optellen van complexe getallen iedigen met het oplossen van binomiaal-




onder de loep

vergelijkingen door gebruik te maken van de formud@ de Moivre, een mooi afgebakend geheel
dus. In het A-leerplan van de derde graad ASO vamh Vrije onderwijs wordt in een
uitbreidingsdoelstelling aangegeven dat er eenarettkan worden gelegd tussen complexe getallen
en hun meetkundige voorstelling. Nochtans lijktela#breidingsdoelstelling als essentieel onderwerp
verwerkt te zijn in de meeste handboeken. De limwk gomplexe bewerkingen naar transformaties in
het vlak wordt overal in beeld gebracht. Handboekgar complexe getallen eindigen vaak met
recursieve transformaties in het vlak die op huarteitmonden in prachtige prenten met fractalen.
Dit laatste item wordt dan gepresenteerd als ‘éciittereidingsleerstof.

In plaats van de link tussen algebra en meetkutsdextra te beschouwen, kunnen we dit aspect ook
als een uitgangspunt opvatten. Door de leerlingenhét computerlokaal alle voorgeschreven
bewerkingen grafisch te laten voorstellen in heiglexe vlak, kunnen heel wat stappen in de
theoretische opbouw van de complexe getallen vetdsgn ontdekt worden. Denken we maar aan de
plotse overgang van cartesiaanse cotrdinaten watsgdrdinaten. Of aan de bewering dat complexe
veeltermvergelijkingen van dede graad preciasoplossingen hebben.

Dynamische meetkundeprogramma’s zijn een geschitkinstrument voor dit onderzoek. We

hebben in deze paragraaf de keuze gemaakt te werkeQabrill al of niet met een Plus. Je zou net
z0 goed een ander dynamisch meetkundeprogrammatkigebruiken maar let wel: het programma
moet je de mogelijkheid bieden macro’s te ontwerp&or we verder gaan met wat uitleg over het
onderzoeksproject van complexe getallen, werkereere eenvoudig item uit: de vermenigvuldiging

van complexe getallen.

WAT
LLN COMPLEXE \
VERMENICVULDIGING

T
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De complexe vermenigvuldiging

De volgende werktekst is geschreven voor leerlindan nog niet goed vertrouwd zijn met het
ontwerpen van macro’s. Alle stappen worden mingtibeschreven. Vanaf vraag 10 hebben de
leerlingen een Cabri-figuurtje nodig. Dit kunnen lderlingen zelf ontwerpen. Wie niet al te veel
inspiratie heeft mag een figuurtje plukken uit densniere Cabri-clip-art-galerij op onze site.

Vermenigvuldiging van complexe getallen

We hebben algebraisch aangetoond dat het produateszaomplexe getallea+ bi en c + di
gelijk is aan het complexe getghc- bd)+( ad+ b¢ . Om grafische eigenschappen van

deze vermenigvuldiging in het complexe vlak te ekiegn, ontwerpen we in Cabri een
‘macroknop’ of een ‘sneltoets’ voor deze vermenidiging.

1. Open het programma Cabri en maak op een blancoeeladssenkruis zichtbaar met de
knop ‘toon assenstelsel'.

2. Teken twee willekeurige puntefy enZ, in het complexe vlak. Benoem ze. Gebruik de
knop ‘vergelijkingen en coérdinaten’ om de codrdémavan deze twee punten zichtbaar

te maken. We noemen de codrdinaten XaanZ, in deze tekst respectieveli(la, b) en
(c.d).

3. Open de Cabri-rekenmachine. Bereken hiermee dee regarden (ac-bd) en
(ad + bg), sleep deze waarden uit het rekenmachinevensaeheatekenblad en vervang
het woord ‘resultaat’ door een passende tekst.

4. Zet met de knop ‘maat overbrengen’ de reéle getdle— bd) en (ad + bg) als punten

uit op dex-as en op dg-as. De maten worden gemeten ten opzichte van dpromg.

5. Teken door deze punten loodlijnen op de overeenkigenassen. Duid het snijpunt van
de twee loodlijnen aan, benoem het met de |€tem verberg alle constructie-elementen.

Ziezo, het product van de punt&pnenZ; is vastgelegd. Om in de toekomst vlotter toegang t
krijgen tot dit vermenigvuldigingsmechanisme, malenhier een macroknop voor.

ac-bd=7,19

ad+bc=690

Z1(2,08, 1.47)
<

1 72(3,57;0,58)
=]
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Duid met de knop ‘beginobjecten’ alle inputobjectem de macro aan: het pufy, het
puntZ, en het assenstelsel (je hoeft maar op één aikkerk).

Duid met de knop ‘eindobjecten’ het outputobjeat d@ macro aan: het pupt

Vul het invulformulier bij ‘definieer macro’ in. Heis nuttig helpinformatie over de
macroknop toe te voegen, die door latere gebruiketsF1 weer kan opgevraagd worden.
Bewaar deze macro apart onder de nhaam product.mac.

Onder de knop ‘definieer macro’ is een nieuwe kmngpschenen: de knop voor het
product van complexe getallen. Test deze knop uit.

Om een duidelijk zicht te krijgen op de complexenvenigvuldiging is het beter het product
van een punt met een punt uit te breiden naarrbeupt van een punt met een hele figuur.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

Teken een eenvoudige figuur, die bestaat uit eenedr veelhoeken. Je kunt ook figuren
maken met schijnbaar ronde zijden. Ronde vormestasm wanneer je veel hoekpuntjes
dicht bij elkaar in een bocht aanklikt. Op de figunieronder zie je dat je met enkele
‘veelhoeken’ al een fraai ontwerp kunt maken. Tekek een punZ waarmee je (alle
punten van) de figuur gaat vermenigvuldigen.

¥

o é

Leg op één van de veelhoeken een variabel Y@mt construeer met de productmacro het
productP vanZ enV.

Teken de ‘meetkundige plaats’ van alle puniedie gekoppeld zijn aan het variabele
punt V. Er bestaat een Cabri-knop voor meetkundige @aat®m deze knop te doen
werken Klik je achtereenvolgens op het afhankelfjk@t @) en op het onafhankelijke

punt ().

Zoek op een gelijkaardige manier de beelden vanvaklhoeken van je figuur. Als je het
spelletje slim speelt, maak je een macro voor hetlyct van een punt met een hele
figuur.

Wat merk je wanneer het puade positie van de complexe eenhgitheemt?

En wanneer het puztde positie vaniznneemt?

(Bij een vermenigvuldiging met i draait de figuianekwartslag links om de oorsprong.
Bij een vermenigvuldiging mei draait de figuur met een kwartslag links om de
oorsprong en wordt dit resultaat vergroot met facden opzichte van de oorsprong.)
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16.

17.

18.

ﬂ;‘@ K g

Kun je ook een wetmatigheid ontdekken wanneer hgtt @ geen speciale positie
inneemt?

(De figuur wordt onderworpen aan een draaiing émasen homothetie, telkens ten
opzichte van de oorsprong O. Dit zouden we eemaitianothetie’ kunnen noemen. De
draaiingshoek is gelijk aan de ho&lOZ, waarbij E een willekeurig punt op de positieve
x-as is. De factor van de homothetie is gelijk darlengte van het IijnstL{IOZ] )

B} 05 E »

| R =)

—— E \’,

0.5 0

0.5

Kun je voorspellen zonder een tekening te makenj@oreetkundig een kwadraat van
een complex getal construeert?

(Door een kwadraat van een complex getal Z te lmsgbn als een product van het
complexe getal Z met zichzelf, vinden we dat demist P voldoet aan de eigenschappen

|OP| =|0Z?en EOP=2[EOZ, zie vraagl6.)

Maak een macro die het kwadraat berekent van e@ple® getal. Test deze macro uit.
Maak eveneens een macro voor het kwadraat varpafieen van een veelhoeksfiguur.
Laat deze macro inwerken op je vorige ontwerp. [€unier een gekende transformatie in
herkennen?

(Nee, het kwadrateren lijkt een vervormende tramsébie op te leveren. Op de
bijgevoegde figuur kun je merken dat het linkerfgoean de beeldfiguur erg verkleind is
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terwijl de staart onnatuurlijk lang is. Dit soor
vervormende transformaties hebben de leerling
zelden eerder kunnen ontmoeten ... tenzij missc
in een uitweiding over de cirkelinversie of in e
project over spiegelanamorfosen (zj@] en zie
coverfoto). Elk puntje van de figuur wordt gerotke
over een andere rotatiehoek, elk punt wordt ¢
getransformeerd met een andere homothetis
factor.)

Opbouw van het onderzoeksproject

Om van wal te steken met een onderzoeksprojectamraplexe getallen, begin je normaalgezien met
de invoering in het vlak van Gauss van purdgenbi , waarop je een optelling, een vermenigvuldiging
en eventueel een deling definieert door gebruikag&en van de identiteie = -1. Deze bewerkingen
Zijn aanvankelijk zuiver algebraisch gedefinieedharna laat je de leerlingen een hele collectie
macro‘s (*.mac) ontwerpen, waarmee ze deze bewgekinmet complexe getallen snel kunnen
uitvoeren. De macro’'s worden gegroepeerd in eenubestand (*.men) dat de hele leerstof
synthetiseert. Er kan gestart worden met een eeligyeubasisset: toegevoegde.mac, som.mac,
product.mac, kwadraat.mac en quotient.mac. Bij eikewe macro die ontworpen wordt, moeten de
leerlingen toepassingsvragen oplossen die hen vesr nmzicht verschaffen en die een aanloop
vormen naar het volgende item.

Via gepaste vraagstellingen in de werkteksten voele
leerlingen de noodzaak aan om modulus en argunam
een complex getal in te voeren. Na de invoering dexe
twee nieuwe begrippen zou een nieuwe verzame
actieknoppen kunnen aangemaakt worden: modulus.
argument.mac, n-de-macht.mac, n-de-machtswortets.
en vierkantsvergelijking.mac. De leerlingen kunrear-
mee nieuwe onderzoeksopdrachten uitvoeren, bijesido
over binnen- en buitenwaartse spiralen. Met CdbitH,
het jongere broertje van Cabrill, grafisch iets voaker
dan zijn voorganger, kunnen de leerlingen bijvosttdele
afbeeldingen van een nautilusschelp invoegen en
contourlijn proberen te overdekken met machten ean
complex getal.

Wie nog verder wil gaan, kan een set macro’s orge/erom beelden te zoeken van punten door
veeltermfuncties van de tweede en de derde grddw@er). Met deze macro’s kun je visueel nagaan
waarom elken-de graadsfunctie preciesnulpunten heeft. De hoofdstelling van de algebijgtkzo
meer gestalte zonder dat er een echt bewijs gegeortt (zie volgende werktekst).

Wanneer je toevallig een sterke lichting leerlingene klas hebt, kun je nog een laatste uitbrgjdin
van het menubestand uitwerken: complexe-e-machi.ntaenplexe-logaritme.mac, complexe-
macht.mac, complexe-sinus.mac en complexe-cosimags.@ver deze functies vind je in de huidige
wiskundehandboeken van het secundair onderwijsitslegeinig terug (zie [2]). Het zijn ook minder
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evidente ‘functies’. Net zoals de-de machtswortel is ook de complexe logaritmischenctie’
meerwaardig.

Uiteraard kun je dit hele ontdekkingsproces ooloitdn door niet alle macro’s door de leerlingen te
laten ontwerpen. Je kunt de leerlingen net zo gaedaantal sneltoetsen cadeau doen, waarover je dan
telkens enkele vragen stelt. De leerlingen berageneog wel hoe elke macro zich gedraagt, maar ze
doen dit vanuit een black-box-situatie. Een mentanek(voor Cabrill met of zonder Plus) waarin de
bovenbeschreven macro’s (en nog enkele meer) uitidg\zijn, kun je vinden op onze website.

Complexe veeltermfuncties

We maken een sprong in de tijd en in de opbouwlePdingen hebben nu al macro’s ontworpen voor
de optelling van complexe getallen, voor de vermeuidiging, de deling en de machtsverheffing. In
de volgende werktekst wordt de menubalk van Caligebreid met een knop voor complexe
veeltermfuncties. Wanneer er een knop ontworpevo® tweedegraadsveeltermfuncties, kan deze
knop uitgebreid worden naar hogeregraadsveeltemtiis je hoeft alleen wat meer coéfficiénten aan
te klikken. Het uitbreiden van macrodefinities énekrachtige functie van Cabrill.

Complexe veelter mfuncties

Net zoals bij reéle functies is het ook bij comglduncties belangrijk de nulpunten te kunnen
berekenen, in het bijzonder die van veeltermfusctie tegenstelling met de reéle analyse,
waarin veeltermfuncties niet altijld nulpunten habb&an men stellen dat een complexe
veeltermfunctie altijd minstens één nulpunt he@ftlangs heb je aangetoond dat complexe
tweedegraadsfuncties altijd twee nulpunten heblog®m Kunnen gevonden worden via een
complexe discriminant). Deze uitspraak is veralgembaar: een veeltermfunctie van graad
heeft in het complexe vlak altijolnulpunten (multipliciteiten meegerekend). Dezesp&ghap
wordt nu de ‘hoofdstelling van de algebra’ of defing van d’Alembert’ genoemd naar Jean
le Rond d’Alembert (1717-1783), hoewel de vroegstemelding van deze stelling (1632)
kwam van de Vlaamse wiskundige Albert Girard (19832). In de jaren nadien hebben vele
wiskundigen hun tanden stuk gebeten op een sluitemaijs. Het eerste bewijs voor
veeltermen met reéle coéfficiénten werd gepublitekror de toen 22-jarige Carl Friedrich
Gauss (1777-1855). Het was een topologisch bewtijgnkele slordigheden vertoonde die nu
niet meer aanvaard zouden worden. Na de publizatign ‘dissertatie van Helmstedt’ (1799)
kon Gauss niet genoeg krijgen van de hoofdstelNiag de algebra en verzon hij nog twee
betere bewijzen. Ditmaal werden veeltermfuncties complexe coéfficiénten onder de loep
genomen. Een van de bewijzen steunde op integiraleet complexe vlak.

Wij proberen in deze werktekst met eenvoudige medele ‘hoofdstelling van de algebra’
plausibel te maken voor derdegraadsveeltermfuncties

1. Open een leeg blad in Cabri en maak een assehgielstbaar. Teken vier willekeurige
puntenA, B, C enD, die de coéfficiénten voorstellen van de complegelterm van de

derde graadf(z)=allZ+ HJZ+ &=z . Benoem deze punten. Duid een willekeurig

puntZ aan als meetkundige voorstelling van het completalg waarvan we het beeld
zullen berekenen en tekenen. Om dit bet(d) te tekenen mag je alle eerder ontworpen
macro’s inschakelen. Maak een macro voor deze deaddsfunctie. Let op dat je de
inputgegevens telkens in dezelfde volgorde aanktikt getallena, b, ¢, d en z zijn
namelijk niet verwisselbaar. Net zoals in eerdeeznodefinities weet je dat ook hier het
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assenstelsel een inputgegeven is. Test deze madicren kijk na of je beeldpunP
toevallig in de oorsprong ligt.

(De kans dat het beeldpunt P in de oorsprong afeibuurt van de oorsprong ligt is zeer
klein. Volgens de eerder geciteerde ‘stelling vaAlambert’ zijn er slechts drie
(nul-)punten Z waarvan het beeld de oorsprong iaakstchijnlijk zal niemand in de klas
het geluk hebben meteen in de onmiddellijke omgean een nulpunt te belanden.)

Verschuif het originele purf tot het beeldpun® in de oorsprong ligt. Was deze positie
voor Z gemakkelijk te vinden? Kun je grafisch achterhabérer meerder punteB zijn
waarvan het beeldpuftin de oorsprong ligt?

(Het is niet altijd gemakkelijk om het punt Z nalar juiste positie te schuiven zodat P in
de oorsprong ligt. Mocht het dan toch gelukt ziamdeb je een nulpunt gevonden. Een
tweede nulpunt vinden is bijzonder moeilijk. De &égiwgen van Z en P zijn soms nogal
tegendraads aan elkaar gekoppeld.)

A A

>
SN
o

>

Je krijgt een beter inzicht in complexe derdegrhautdies door het beeld van een
willekeurig puntZ te vervangen door het beeld van een willekeurigkelcrond de
oorsprong. Maak hiervoor een macro. Test hem watet beeld van je cirkel door de
oorsprong? Wat besluit je hieruit? Zou het zinvigd 2en punt op het cirkeltje te laten
ronddraaien en de beweging van het beeldpunt teual

Teken een klein cirkeltje rond de oorsprong. Trek het muisgestuurde handje aan deze
cirkel zodat de straal groter wordt. Wat gebeurbedertussen met de beeldkromme?
Beschrijf dit fenomeen nauwkeurig en leg het vedbait met het aantal nulpunten van
een complexe derdegraadsfunctie.

(Wanneer je een klein cirkeltje rond de oorsprogkent zal het beeld een kleine gesloten
kromme zijn rond het complexe punt D. Dit is viijdent. Het beeld van het complexe
getal 0 door de functief (z) = allZ + bJZ+ &z (is immers het complexe getal d. En
een continue aanzwelling in de bron brengt eenigoataanzwelling in het beeld teweeg.
Oorspronkelijk lijkt de beeldkromme wel een beefgeeen cirkel maar ze is het niet.
Alleen bij eerstegraadsfuncties zal het beeld v&m @rkel altijd een cirkel zijn. Meestal
zal geen van de punten van de originele kleineetekgebeeld worden op de oorsprong:
de oorsprong ligt buiten de beeldkromme.

13




Uitwiskeling 21/4 (oktober 2005)

14

B g
L

Wanneer de broncirkel aangroeit merk je dat er ekibbele lus verschijnt in de
beeldkromme. Het punt D wordt na verloop van tijtedlibbbel omwonden door deze
gesloten grafiek. We zeggen dat het ‘windingsgetat’ de beeldgrafiek rond D gelijk is
aan3. De oorsprong ligt in het uitwendige gebied varddedubbele lus. Daarom zeggen
we dat het windingsgetal van de beeldkromme ronabdgprongQ is.

P

NE
)

(NG
N

(<Y

Door de broncirkel stelselmatig te vergroten, mgekdat het windingsgetal van de
beeldkromme ten opzichte van de oorsprong uitgjkdgdlijk wordt aan3. De oorsprong
ligt dan in het binnenste hartje van de driedubbkie. Tijdens de overgang van
windingsgetal naar windingsgetaB zal de oorspron@ keer op de beeldkromme terecht
komen. Bij elk van deze overgangen kunnen we dgantwinden door het origineel Z zo
over de cirkel te bewegen dat P in de oorsprongdet komt. Er zijn dus aanwijzingen
dat er onder alle omstandighed@mulpunten zijn.

%
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Theoretisch gezien gaat de redenering echter hetl stroever. Het cruciale begrip
‘windingsgetal’ wordt gedefinieerd als een ‘commexXzowel letterlijk als figuurlijk)
integraal, waarvan men kan bewijzen dat de getaidessteeds geheel is, voer voor
specialisten dus.)

WAT IS MNN
WINDINGSGETA

"""

3. Complexefuncties

In de eerste en de tweede graad van het secumii@rwijs maken de leerlingen kennis met functies:
niet meer (zoals weleer) vanuit de optiek van vaelangen en relaties maar vanuit hun verschillende
voorstellingswijzen (grafieken, tabellen, omschirigen in woorden...). In eerste instantie moet er
nog niet al te veel gerekend worden. Vooral derpmgatie van de verschillende voorstellingswijzen
van functies is belangrijk: waar wordt het beeld maar stijgen de functiewaarden, waar worden de
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beelden negatief... ? Het ‘tracen’ van grafieken en'dflopen’ van tabellen maakt het begrip functies
tastbaar. De hoofddoelstelling is de leerlingedden begrijpen waar ze mee bezig zijn. Daarom werd
de abstracte invalshoek geruild voor de visuele.

Een analoge aanpak is mogelijk voor complexe fesctiHet feit dat complexe functies een

tweedimensionale ruimte op een tweedimensionatateuafbeelden, maakt dat de interpretatie van de
grafische voorstellingen iets meer maturiteit vtadfy zijn drie courante manieren om complexe

functies grafisch voor te stellen.

* We kunnen werken met twee verschillende vlakken®anss: een bronviak (hey-vlak) en een
beeldvlak (hetiv-vlak). In het bronvliak wordt een rechthoekig netagetekend. In het beeldvlak
komt het vervormde beeld van dit netwerk. Je kuetken hoe er golvingen ontstaan in het beeld
en hoe het beeldraster zichzelf als een tafelkickalp overlappen.

e Een andere voorstelling ontstaat wanneer we de lexmpfunctie f opsplitsen in een
modulusgedeelte (mofl) en een argumentgedeelte (dry Beide deelfuncties beelden een
tweedimensionale ruimte af op een eendimensio@aekunnen bijgevolg beide gevisualiseerd
worden als golvende oppervlakken. De modulusfungtiedt frequent gebruikt om de nulpunten
van een complexe functie te visualiseren.

* Ten slotte is er de opsplitsing van de complexetiari in een reéel gedeeltdRé(f )) en in een
imaginair gedeelteltn(f) ). Deze twee deelfuncties kunnen voorgesteld wodibem een golvend

oppervlak getekend in een driedimensionaal asdeektéVe zullen in deze loep niet verder
ingaan op deze voorstellingswijze.

Niet alle interpretatievragen die gesteld wordej rbéle functies zijn ook zinvol bij complexe
functies. Het zoeken naar nulwaarden door compfereties te ‘tracen’ blijft echter een nuttige
activiteit. Het zoeken naar punten waarin een cerglfunctie positief is of waarin een complexe
functie stijgt, is niet meer zinvol. In de verzaingl bestaat er immers geen ordening: er kan dus
niet meer gesproken worden over ‘positief en negjatver ‘kleiner dan en groter dan’ en dus ook
niet meer over ‘stijgen en dalen’.

In het vervolg van deze paragraaf beschrijven wkelen oefeningen waarbij je de grafische
voorstellingen van complexe functies moet integnext. Een echte studie van eigenschappen van
complexe functies is uiteraard niet bedoeld voerliegen van het secundair onderwijs. We beperken
ons tot het aflezen van nulpunten, tot het vegfiévan het maximum-modulus-principe en tot het
nagaan welke complexe afbeeldingen ‘conform’ zgit, wil zeggen ‘hoeken bewaren’ maar niet
noodzakelijk ‘afstanden en vormen bewaren’. Voorwveéewerking van deze thema’s hebben we
gekozen voor de softwarepakketten ‘Derive’ en ‘Vikfek' (alias ‘graphic calculus’, zie
http://iwww.vusoft.nl), die respectievelijk gebruikbrden in de werkteksten ‘modulusvoorstelling van
een complexe functie’ en ‘complexe functies in tweasters’.

M odulusvoor stelling van een functie

Een afbeelding van het complexe vlak naar het cexepl/lak kunnen we moeilijk voluit op

een computerscherm voorstellen. We hebben hier immwier dimensies voor nodig: twee
voor het domein van de functie en twee voor hetlcbean de functie. Tekenen in drie
dimensies lukt wel ... maar dan moeten we de helft d& informatie van het beeld van de
functie laten vallen.

Bij reéle functies zie je nulpunten als snijpuntaeat dex-as. Bij complexe functies kan dat
niet. Maar als een beeldwaard€z) nul is, is de modulus vari(z) ook nul. Voor complexe
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nulpuntenvolstaat het dugnkel met de modulus te werken. De rest van derirdtie die de
functie f (z) bevat, is voor de bepaling van de nulpunten owdigho

1. Start het programma ‘Derive’ en geef het voorsthriin de complexe functie
f(2)=47 +177 + 14z 6f in. Vervang de variabele door x+i0y, waarin de

complexe eenheid voorgesteld wordt door de letimei een accent circonflexe. Neem
daarna de modulus van deze uitdrukking. Een mofirdoie wordt in wiskundige
literatuur en in softwarepakketten vaak voorgestildr abs(...). Deze notatie verwijst
naar de absolute-waarde-functie, die net zoals ddutasfunctie de afstand tot de
oorsprong aanduidt. Vereenvoudig deze laatste flernmt een uitdrukking met een
vierkantswortel in de onbekendgreny.

2. Teken deze laatste functie in een driedimensioassgnstelsel. Kies voor het bereik van
de x-as en dey-as het interval [-2,5; 2,5] en voor das het interval [0; 600]. Waarom
ligt de grafiek in de halfruimte van de positiexxas? Hoeveel punten heeft deze grafiek
gemeen met hety-vlak? Wat is de betekenis van deze punten?

(De z-codrdinaat van elk punt van de grafiek steth modulus voor. Vermits een modulus
niet negatief kan zijn, ligt de grafiek helemaalda bovenste halfruimte. Slechts één
complex getal heeft een modulus gelijk aan nul:ge¢al 0+ O . De raakpunten van de
grafiek met het xy-vlak stellen bijgevolg de nutpanvan de functief (z) voor. Op de
onderstaande figuur links zie je dat er vier nuli@mzijn ... wat een aanvaardbaar
aantal lijkt voor een vierdegraadsfunctie.)

i
Wiy
¢tw

I
i

sl
oy

RReRy
RS

3. Zoek de knop waarmee je een opperviak kan ‘afwamdelf ‘tracen’. Je kunt met deze
knop over de dunne codrdinaatlijnen lopen. Je igogiordt aangegeven als het snijpunt
van twee geaccentueerde, onderling loodrechte cwatlijnen. In de menubalk onderaan
Zie je de drie codrdinaatgetallen van je positi@ndél naar de vier nulpunten en noteer
de cooérdinaten. Mocht je ontevreden zijn van dewhkaurigheid van je resultaat, dan
moet je het netwerk verfijnen en eventueel inzoamen
(De vier nulpunten zijnl+ 20, 1-20, -1+1,50 en -1-1,50. Leerlingen die
onvoldoende inzoomen zullen waarschijnlijk lichvigdende resultaten vinden. Op deze
plaats kan eventueel opgemerkt worden dat de ntdpuwvan complexe veeltermfuncties
met reéle coéfficiénten steeds voorkomen in twentdle complex toegevoegd zijn. Door
de modulus van andere functies te laten tekenenlikdevestigd worden. )
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4. Controleer deze oplossingen door de uitdrukkited + 177 + 14z+ 6F te ontbinden met

de knop ‘factor’ of ‘ontbinden’. Vergeet niet aainken dat je de complexe nulpunten
wil vinden.

In de vorige puntjes hebben we de minima van deutbsdvan het beeld van de functie
f(2)=47 +177 + 147 6F gezocht. Nu kijken we even naar de maxima. Venadee
instellingen van je kijkvenster niet. Waar denklg de absolute maxima van deze functie
in dit gebied gelegen zijn?

(Je merkt op zicht dat deze maxima op de linksatgnerboven te vinden zijn in de
hoekjes-2,5+ 2,51 en -2,5- 2,51.)

Verander het driedimensionale kijkvenster. Kiesniet bereik van d&-as het interval
[-1, 1], voor dey-as het interval [-2; 2] en voor deas het interval [0; 100]. Wandel over
het glooiende landschap en omschrijf waar het absohaximum nu gelegen is.

(Op de bovenstaande rechtse figuur zie je dat hsblate maximum niet meer in de
hoekjes ligt maar op de rand van het domein, mepald in het punt+ 00 .)

Kies andermaal een nieuw driedimensionaal kijkwvensh probeer er voor te zorgen dat
het maximum van de modulusfunctie niet meer opah& van het domein te vinden is.
Voor welk kijkvenster lukt dit?

(Laat de leerlingen niet te lang op deze vraag eaeket zal namelijk nooit lukken. Voor
complexe functies die analytisch (de complexe eiibrg van het begrip afleidbaar) zijn,
geldt namelijk het maximum-modulus-principe. Dihpipe zegt dat het maximum van de
modulus van een complexe functie steeds op devamdiet beschouwde gebied bereikt
wordt ... dit in tegenstelling met reéle functies.)
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Complexe functiesin twee vensters

Een andere manier om complexe functies voor tdemtés via een dubbel venster. In het
eerste venster wordt het domein getekend: het aotagl-vlak. In het tweede venster wordt

het bereik getekend: het complexevlak. Indien je een gepast softwarepakket gebrkuikt

je in het eerste venster cirkels, rechten, veelbogkasterlijnen, ... tekenen waarvan in het
tweede venster automatisch het beeld verschijnt. d¢i vormtransformatie van deze

meetkundige objecten kun je heel wat leren overptexe transformaties.

1. Start het programma ‘VU-Grafiek’. Kies voor ‘VU-Grek PLUS' en daarna voor

‘Complexe functies’. Er verschijnt een invulbladawap je het voorschriftf (z) = Z kan
invullen. Dit is de complexe functie die we eerstlen bestuderen. Kies een gunstig
bereik voor de twee vensters, bijvoorbee[lel 2,2]><[— 2,2] voor het xy-vlak en

[—16,16]><[—16,16] voor hetuv-vlak. Klik op OK. Het dubbele venster verschijabek

nog even de knop om de twee assen van elke speljilte ijken. Dit is nodig omdat we
in vraag 3 hoeken gaan meten.

Teken in het domein drie lijnstukken die samen ekiehoek vormen. Neem de

hoekpunten van de driehoek bij voorkeur op roosieign maar niet in de oorsprong. De
driehoek mag ook de oorsprong niet omvatten. Intiweede venster verschijnt nu een
vervormde driehoek. Zet de knop ‘trace’ aan en kiglk hoekpunt van de originele

driehoek afgebeeld wordt op welk hoekpunt van deorende driehoek. Druk je scherm

af en benoem corresponderende hoekpunten met gonesrende letters.

Teken manueel in elk hoekpunt van de vervormdehdek twee raaklijnen aan de zijden
van deze driehoek. Meet daarna de hoekgrootteranple originele driehoek en van de
beelddriehoek. Wat merk je?

(De hoekgrootte wordt bewaard. De vormen wordenezckerminkt. Transformaties die

hoeken bewaren noemen we ‘conforme transformatids’dit kleine onderzoek is het
zinvol dat de leerkracht wat achtergrondinformatieeft over het belang van conforme
transformatie: hieronder een samenvatting.

Veeltermfuncties zoald (zZ) = 2 noemt men ‘analytisch’. Het begrip ‘analytisch’ de

uitbreiding van het begrip’ afleidbaar’ bij reéleuricties. Dit nieuwe begrip is veel
moeilijker te definiéren dan het oude omdat er mdierensies aan te pas komen. De
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rekenregels voor afgeleiden van complexe funcijegelukkig helemaal analoog aan de
oude rekenregels: f'(z)=307. Analytische functies hebben merkwaardige
eigenschappen. Een ervan luidt als volgt: overaamde afgeleide van een analytische

functie verschillend is van nul is deze functie foom. Concreet betekent dit dat de

functie f(z) = Z overal, met uitzondering van de oorsprong, hoeldend is. Handig

toch: loodrecht gaat dan over in loodrecht, evedigijgaat over in evenwijdig. Deze
laatste eigenschap kan handig benut worden om duipaeld stroomlijnen rond een
rechthoekig obstakel om te vormen in stroomlijnemdr een schipvormig obstakel.
Stroomlijnen lopen immers lokaal evenwijdig. In emtgende werktekst zullen we zien
met welke formules stroomlijnen rond bepaalde dbje&unnen omgevormd worden in
stroomlijnen rond andere objecten. Conforme tramsfities hebben niet alleen
toepassingen bij vloeistofmechanica maar ook bimperatuurverspreiding, bij
elektrische potentiaalvelden,...)

20

45° 909 90

45 i 45

Meet na over welke hoek de drie hoeken van de oeletgekanteld’ zijn.
(In punt A is er een kanteling ov@@°, in punt B oved80C° en in punt C oved°)
Bereken de beelden van de complexe getallel iB en C door middel van de functies

f'(z) =307 enarg(f '@2)) = arg( 3]22)
(f'(2+2)=24, f'(2)=-12en f'(2) =12, de argumenten zija0*, 180" en0°)

Welk verband bemerk je tussen de antwoorden vaag\8sen vraag 47?
(De onmiddellijke omgeving van een complex puatwordt na een conforme
transformatie gekanteld over een hoek die geligkais het argument vah‘(zo) )

Waarom kan het beeld van een driehoek na een eoneftnansformatie niet gelijk zijn
aan een zeshoek?

(Dit kun je als volgt inzien. Neem een puybgz een zijde van de originele driehoek. In dit
punt vormen de linker- en rechterraaklijn aan déeoek een gestrekte hoek. Beschouw
vervolgens de linker- en rechterraaklijn in het lde&z ) van het punt zaan het

vervormde beeld van de driehoek. Deze raaklijneatemoook een gestrekte hoek vormen
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omwille van het behoud van hoeken. Om deze redenekuer geen knikken in de
beeldkromme voorkomen, tenzij in de drie beeldendeaoriginele hoekpunten.)

Conforme transformaties beelden scherpe hoekep atlwerpe hoeken en stompe hoeken
op stompe hoeken. Kun je hieruit afleiden dat conéotransformaties convexe figuren
afbeelden op convexe figuren en concave op concave?

(Absoluut niet ... kijk maar naar het voorbeeld naag3.)

Verander het voorschrift van de complexe transfoenan f(z) = z+1. Teken een
z

massa cirkels in het eerste venster. Welke beefadaiben een knik? Zijn er cirkels
waarvan de beelden meerdere knikken hebben? Hkla&efe dit?

(De meeste cirkels krijgen geen knik in hun beeld.

O

flz)=z+1/z
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Alleen de cirkels die door de puntémf —1 gaan zullen in deze punten een knik krijgen.

In deze punten is de functik(z) = z+1 namelijk niet ‘conform’ omdatf '(z) =1-—
z

hier gelijk aan nul is.

1

Z2

Domein

f(z) =z+1/z |
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Het beeld van een cirkel kan in dit geval hoogwiteé knikpunten hebben. Een cirkel die
het middelpunt op de imaginaire as heeft en dooputgen —1 en 1 op de reéle as gaat,
wordt afgebeeld op een sikkeltje met twee schetpimden. Een cirkel die door slechts
€én van deze punten gaat, wordt getransformeeedrirkromme met slechts één knik. )

8. Bestaat er een cirkel die vier knikken krijgt nan edbeelding door de complexe functie
f(2)= z° -80z7?

(Ja: de afgeleide functie van f heeft vier nulpunt2, -2, 2i en —2i die precies op één
cirkel liggen. Het middelpunt van deze cirkel ligtde oorsprong. De beeldfiguur lijkt op
een klavertjevier met aan elkaar gegroeide blaajljes

4. Wetenschappeélijke toepassingen

a. Stroomlijnen

Stroomlijnproblemen zijn mooie projecten voor dgevruimte wiskunde in het vijfde of zesde jaar.
De voorkennis die deze problemen vragen, is hehémerekenen van afgeleide functies. Wat betreft
moeilijkheidsgraad en opzet is een dergelijk projergelijkbaar met een project rond ‘fractalen’: e
wordt in de klas slechts een tipje van de sluiar ean groter geheel opgelicht, de berekeningen
beperken zich tot een minimum, de grafische compbite essentieel, er is een duidelijk verband
tussen wiskunde en esthetiek.

Stroomlijnen kun je goed observeren in een rivéentparin enkele obstakels liggen. Je werpt een klei
takje in het water en je bestudeert de weg diedigt. Beter nog is het een stukje houtskool te erem
dat in het water zweeft en de driedimensionalengtigen en turbulenties volgt. Stroomlijnen in het
water en in de lucht (denk maar aan vliegtuigereeén windtunnel) zijn immers driedimensionale
krommen. Voor deze oefening werken we echter meostlijnen inéén viak We veronderstellen dus
dat in elk vlak evenwijdig met het werkvlak eendelfstroomlijnenpatroon optreedt. Bovendien
bestuderen we enkstatische stromerdit wil zeggen stromen die onveranderlijk zijnde tijd. De
configuratie van de obstakels in de rivier of invdadtunnel mag niet wijzigen. Ten slotte nemen we
aan dat de stroomiet samendrukbaais en dat egeen viscositeibptreedt. De vloeistof ‘kleeft’ dus
niet aan de obstakels onderweg.

Bij het oplossen van de onderstaande werktekgezgébruik moeten maken van enkele macro’s die
ontwikkeld zijn in paragraaf 2. Deze macro’s kunneok kant-en-klaar van de website van
Uitwiskeling geplukt worden. Het is bovendien nyitde tweede werktekst van paragraafo®raf
doorgenomen te hebben. We steunen in de volgend&tekst op enkele elementen hieruit,
voornamelijk op het begrip ‘conforme transformati¢ioewel concrete stroomlijnenproblemen
meestal niet enkel gebruik maken van ‘elementaireties’, zullen we hier niet verder gaan dan de
functies die in paragraaf 3 onderzocht zijn. Denfea die in deze werktekst opgenomen zijn, behoren
tot de antwoorden.

De Joukowskitr ansfor matie

In de werktekst ‘complexe functies in twee venstdrsbben we gezien dat conforme
transformaties hoeken bewaren en stroomlijnen &fbaeop stroomlijnen. Deze kennis zullen
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we benutten om te berekenen hoe een evenwijdigeorstrzich aanpast rond een
cilindervormig obstakel. Ook zullen we nagaan wagebeurt indien de cilinder vervangen
wordt door een vliegtuigvleugel.

In de praktijk zou je natuurlijk ook een cilindef @een vliegtuigvleugel in een windtunnel
kunnen stoppen om de stroomlijnen in kaart te FendVij kiezen hier echter voor een
analytische benadering, ontleend aan de Russis@laundige Nikolai Joukowski (1847-
1921), die een eeuw geleden onderzoek deed opehitdgvan de aérodynamica. Hij ontdekte
dat de vorm van vliegtuigvleugels bepalend was w®flift’, zeg maar de opwaartse kracht
tijdens het vliegen. Elke vorm van vliegtuigvleuggnereert een eigen stroomlijnenpatroon.
Op tekeningen van dwarsdoorsneden van vliegtuigdisumerk je dat de bolle kant van de
vleugel naar boven gericht is, wat betekent datsweomlijnen van de afbuigende lucht
dichter bij elkaar liggen aan de bovenkant van dézegels. En dit is precies wat nodig is om
op te stijgen. Een grotere densiteit van stroomitijinetekent immers dat de snelheid van de
luchtdeeltjes toeneemt. Je kunt dit vergelijken men vloeistofstroom met een constant
debiet die door een pijp met een vernauwing vi@gjit.de plaats van de vernauwing liggen de
stroomlijnen dicht bij elkaar en zal de stromingetem versnellen om het debiet te kunnen
behouden. De luchtdeeltjes die versnellen aan derd@ant van de vliegtuigvleugel zorgen
voor een onderdruk. Deze onderdruk kun je dan weegelijiken met de onderdruk die
ontstaat wanneer je onder de douche staat en derswvatl sneller laat stromen. Het
douchegordijn wordt dan naar je toegezogen. De roindle boven de vliegtuigvleugel zorgt
ervoor dat de vliegtuigvleugel naar boven wordtogen ... tenminste wanneer de liftkracht
opweegt tegen de zwaartekracht die op het vliegtuagerkt. Samengevat: de vorm van de
vliegtuigvleugel bepaalt de vorm van de stroomhjnge vorm van de stroomlijnen bepaalt de
luchtsnelheid, de luchtsnelheid bepaalt de ondkrdte onderdruk bepaalt de liftkracht en de
liftkracht bepaalt de vliegtuigbeweging.

In 1906 publiceerde Nikolai Joukowski samen mePdel Martin Kutta een formule om de
liftkracht van een cilinder en de lift van een gligigvleugel te berekenen. Ter illustratie
geven we hier de formule van Joukowski-Kutta voeltiffkrachtL van een roterende cilinder
(zie [3]):

L=plvIG p : luchtdichtheid

V. luchtsnelheid

G=2mlwl 2 G: wervelfactor

w : hoeksnelheid cilinder

r : straal cilinder

Spinning
cylinder

7 -

r
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In het vervolg van deze werktekst laten we deritht even vallen en komen we weer met
beide voeten op de grond. We concentreren onsnalbge stroomlijnen en op conforme
transformaties.

1. Voor welke waarder is een analytische complexe functi€z) conform?
(f'(2#0)

De transformatie van Joukowski voldoet aan het eedige voorschrift:

f(2)=z+2
Z

2. Onderzoek op welke plaatsen deze transformatielevedrend is.

(De Joukowskitransformatie is overal conform bebalvde twee wortels van het getal a.

Dit kun je nagaan door de volgende vergelijking®possen:f '(z) =1—% =0)
z

3. Ook de inverse van de Joukowskitransformatie wokdtak gebruikt in de
stroomlijnentheorie. Vervandg (z yoor de variabelav, schrijf z in functie vanw en

bereken zo het voorschrift van de inverse Joukavesisformatief ™(z).
(Door de noemer weg te werken en een vierkantshi&igg in z op te lossen vinden we

Z:w+x/vvz—4a w-+W —4a
2

of z:f. De inverse transformatie wordt gegeven door
f"l(z)=—2+\'§_4a of f'l(z)z—Z‘Vi“‘a)

4. In welke punten is de inverse Joukowskitransforenatiekbewarend?
(Deze functies zijn overal conform: de afgeleidecfies hebben geen nulpunten.)

Na deze eerder theoretische inleiding gaan we opaneer praktische opdrachten. Hiervoor
mag je Cabri gebruiken, uitgerust met enkele bijgnde knoppen die je zelf ontwikkelde:
som, quotiént, kwadraat, wortel van complexe getal\We onderzoeken eerst hoe bepaalde
vormen in andere vormen overgaan door de twee Ista@nde transformaties.

5. Teken een eenheidscirkel rond de oorsprong. Beplaet beeld onder de
Joukowskitransformatie mat= 1.

(Het beeld is een lijnstuk tusseBen2 op de x-as.)

6. Teken een eenheidscirkel die niet precies rondadspoong ligt. Bepaal het beeld onder
de Joukowskitransformatie megelijk aan 1. Welke vormen verkrijg je?

(Er zijn verschillende vormen mogelijk: een liggeratht, een banaan, een dubbele lus of
een dwarsdoorsnede van een vliegtuigvleugel. Gitste treedt enkel op wanneer de
basiscirkel door de puntehof -1 gaat, zie paragra&3.)
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7. Kirijg je soortgelijke beelden indiesmniet gelijk is aan 1?

(Ja. Er is slechts één klein verschilpuntje te raprkDe vliegtuigvleugel met de spitse
punt treedt niet meer op wanneer de basiscirkel theb complexe purit of —1 gaat maar
wel wanneer deze cirkel door één van de wortelsavgaat.)

8. Met welke complexe transformatie kun je het Iijlks{u 2, 2] op dex-as afbeelden op een
vliegtuigvleugel? Je mag meerdere complexe tranmsfties na elkaar toepassen.
(Voor deze opdracht heb je een samenstelling vam werschillende transformaties
nodig. De eerste is de inverse Joukowskitransfdan@lie beeldt het lijnstuk af op een
cirkel rond de oorsprong. Daarna volgt de optellinget een complex getal verschillend
van de oorsprong. Ze zorgt ervoor dat de gevondelaiit het centrum weggeschoven
wordt. En tot slot passen we de Joukowskitransfaam@me (met een willekeurige a-
waarde) om de excentrische cirkel te laten overgaaen vleugelvorm.)

9. Teken het lijnstuk [-2, 2] op dg-as en dompel het onder in een luchtstroom met
evenwijdige stroomlijnen in de richting van hendjuk. Stel deze stroomlijnen voor als
lijnstukken.

10. Pas op deze rechte stroomlijnen de inverse Jouktrersgformatie toe med = 1. Maak,
om tijd en werk te besparen, een macro die op ®lommlijn afzonderlijk kan inwerken.
Je zal merken dat de dwarsdoorsnede van de cilim@arvoor de stroom moet wijken,
bestaat uit twee halve cirkels. Om in het vervels imakkelijker te werken kun je deze
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twee halve cirkels overdekken met een hele cifdelak de oorspronkelijke stroomlijnen
dun en de nieuwe dik.

11. Leg in de oorsprong een vector vast waarover delcmoet verschoven worden. Leg op
dex-as een pura vast dat dienst doet in de volgende Joukowskifeammtie. Dit punta
is nog aanpasbaar nadat de hele transformatie eemawliegtuigvleugel is afgewerkt.
Waarom zal de transformatie van de stroomlijnenwaekelijkheid beter beschrijven
wanneeia binnen de eenheidscirkel ligt?

(De Joukowskitransformatie gedraagt zich ‘niet conf in de twee wortels van het
complexe getal a. Indien het getal a samen metajriels buiten de eenheidscirkel ligt,
zullen we dit kunnen merken aan de stroomlijnendrate vliegtuigvlieugel. De
stroomlijnen zullen de vliegtuigvleugel snijdendiem het getal a samen met zijn wortels
dicht bij de oorsprong liggen, zullen de weerbaystpunten veilig in het inwendige van
de vliegtuigvleugel opgesloten zitten en zullegesn effecten optreden die natuurkundig
ongewenst zijn en zullen de stroomlijnen netjes e vleugel glijden.)

12. Pas op het stroomlijnendiagram rond de cirkel eabbdle transformatie toe: een
verschuiving over de vastgelegde verschuivingveetoeen Joukowskitransformatie met
een variabele waarde. Het is interessant voor deze dubbele transformaéer een
macro te ontwerpen. Indien je vliegtuigvleugel an®anachtig of lassovormig uitziet dan
moet je nadien de verschuivingsvector aanpassedienn de stroomlijnen de
vliegtuigvleugel snijden dan pas je de waarde waman. Maak de oorspronkelijke
stroomlijnen dun en de nieuwe dik.
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b. Wissdstroom en elektrische netwerken

Binnen elektrische netwerken doet zich een samémapestromen en spanningen voor. De wetten die
alle fenomenen beschrijven, bevatten evenredigheztenafgeleiden. Een meerwaarde van een
behandeling in de lessen wiskunde kan er nu irabasieze wetmatigheden op een andere, fysisch en
wiskundig meer abstracte, manier voor te stellem, tot een eenvoudiger formulering van die
wetmatigheden te komen, ingewikkelde problemereteenvoudigen en perspectieven te openen om
een hele klasse van gelijkaardige fenomenen te nidehen. Daarbij blijft de klemtoon op de
meerwaarde van eaviskundigeaanpak liggen. Het is een kleine promocampagne dewerdiensten
van het abstracte wiskundige redeneren.

Ter herinnering: elektrische stroom en spanningjeuwergelijken met warmtestroom en temperatuur.
Er zal maar warmte van één punt naar een andemetrowanneer er sprake is van een
temperatuungerschil tussen beide punten (en wanneer de tussenligggntievarmte doorlaat). Het
temperatuursverschil is daarbij de motor van hetwetransport: geen verschil in temperatuur, dan
ook geen stroom. Je kunt elektrische stroom ennépgrook vergelijken met een waterstroom en de
hoogte van het waterdeeltje: water stroomt onddo@d van een hoogterschiltussen twee punten
van het hoogste naar het laagste punt (op voorwadatl de tussenliggende ruimte water doorlaat).
Evenzo is het spanningarschil tussen twee punten in een elektrisch netwerk deaa van een
elektrische stroom, van het punt op hoge spanréag het punt op lage spanning, op voorwaarde dat
de tussenstof elektrisch geleidend is. (De verwldecomplicatie dat er in werkelijkheid negatieve
ladingen van lage naar hoge spanning vloeien,.igevpositieve ladingen van hoog naar laag, doet
niets af van de redeneringen die volgen. Ook ifydiza is de conventionele stroomzin die van de
denkbeeldige positieve ladingen.)

Spanningen en spanningsverschillen — beide wovdak door elkaar gebruikt omdat spanning, net
zoals hoogte, t.0.v. een arbitraire referentiewaanrden bepaald — worden uitgedrukt in volt
(symbool V), stromen in ampére (A). Voor variabspanningsverschillen gebruiken wenf u(t) en

voor een constant spanningsversthilvoor stromen wordt datof i(t) respectieveliji.

Wisselstromen anders bekeken

In de tekst die volgt, maak je kennis met weergand¢ondensatoren en spoelen. Sommige
zaken behandelde je misschien in de lessen fyaiwdere nog niet. We geven daarom een
korte inleiding, echter zonder veel uitweidingemo¥ meer informatie kun je bij je leerkracht
fysica terecht.

Drie ideale componenten

Er bestaan drie ‘ideale componenten’ die elk op &earte manier reageren op stroom of
spanning.

De eerste component is welbekend: de weerstanderinweerstand wordt een deel van de
elektrische energie omgezet in warmte; een bekeodbeeld is de weerstand die je in een
waterkoker vindt. Bij deze component is het spagswerschil tussen beide uiteinden van de
weerstand evenredig met de stroom door de weersiaiy= R[i(t). De evenredigheids-

constante wordt deveerstandyenoemd en wordt uitgedrukt in ohm (symb@9! Bemerk dat
een spanningsverschil een stroom veroorzaakt. Blalahet omgekeerde geldt: als er om een
of andere reden een stroom loopt door een weerstahde spanning aan beide uiteinden van
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de weerstand verschillend zijn. Het feit daechts staat in de formule, betekent dus niet dat
dit de onafhankelijke variabele is.

spanningsverschil over
de weerstand:

\Y; A t) = RO(t
@@ u(t) (9

stroom door d
weerstandi(t)

AW

De tweede component, een condensator, bestaghimeest eenvoudige vorm uit twee dicht
bij elkaar gelegen evenwijdige platen met daartussen isolerend materiaal (zie de
afbeeldingen hieronder). In je computer, in eeretvin talloze apparaten zijn de ‘platen’
meestal opgerold en verpakt als kleine cilindertjeket is meteen duidelijk dat een
condensator geen geleider is, maar toch kunnem &epaalde schakelingen omwille van
elektrische fenomenen ladingen naar beide platemsn, waardoor er tijdelijk sprake is van
stroom.

Om dit te begrijpen moeten we even de werking vam leatterij bekijken. Een batterij kan
men zich voorstellen als een chemisch fabriekjearbip positieve ladingen op een hoge
spanning worden geproduceerd. Die verlaten de rjasizn de pluspool. Aan de minpool
worden positieve ladingen aangezogen om via hemigdod proces naar de pluspool te
worden gebracht. Je kunt het vergelijken met eetenieaen waarin water van een geringe
naar een grote hoogte gepompt wordt.

Wanneer men de bovenste plaat van een condensaiomdenpluspool van een batterij
verbindt, dan kunnen positieve ladingen, die owadlg aanwezig zijn aan de pluspool, naar
die plaat stromen. De positieve ladingen in de ostdeplaat worden door die in de bovenste
plaat afgestoten en worden gretig door de minpanlde batterij opgeslorpt.

Zo lijkt het alsof die ladingedoor de condensator vloeiden, terwijl het in werkelgidh om
verschillende ladingen gaat, het is een dubbelepaobeweging van twee legers ladingen.
Onder invloed van de ladingen ontstaat tussen h@aten een toenemend spanningsverschil:
wanneer dit gelijk is aan de spanning van de bralt de stroom ladingen stil.

— -
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Hoe groter de ladindQ bij een gegeven spanning, hoe groter decapaciteit van de
Q

condensator. Men definieert de capacititls C:U' De eenheid van capaciteit is farad

(symbool F).
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Telkens wanneer men de spanning wijzigt, ontstaataanpassing van de ladiQgop de
platen en ontstaat er dus een stroom geladenatedlffanneer de spanning opnieuw constant
wordt, valt de stroom snel stil. Het zijn dus spageveranderingendie met stroom
samengaan.

Deze werking verklaart waarom condensatoren enks$elspanning doorlaten, terwijl ze
gelijkspanning blokkeren; in sommige schakelingsered’n filterwerking noodzakelijk. Ze
verklaart ook waarom condensatoren worden gebhijKtitslampen: eerst worden heel wat
ladingen vanuit een batterij naar de platen geltratdre ladingen kunnen in één klap naar
een flitslamp afgeleid worden, die kort maar heyigjcht.

Men kan experimenteel aantonen dat bij een tijdsdfblijke spanningu(t) de stroomi(t)

mooi evenredig is met de afgeleide van de spanrofgens de wetmatigheid(t) =C B(;—E[J .

stroom door de condensator:

N u —
|(t)—CB(;—t

spanningsverschil over
de condensatoti(t)

Tot slot is er de spoel: die kan men zich voorstellls een lange dunne geleidende draad, die
spiraalvormig opgerold is, vaak rond een kleineateet kern. Een spoel is in het ideale geval
een perfecte geleider (weerstand nul) en daarmegakomen tegenhanger van condensator
(weerstand oneindig). Bij weerstand nul voorspe# dWet van Ohm dat er geen
spanningsverschil kan ontstaan tussen beide uériadn een spoel, maar bij een spoel treden
elektromagnetische fenomenen op waardoor er fikdeich een spanningsverschil kan zijn.

De twee fenomenen die hiervoor verantwoordelijln,zipijn eenvoudig geformuleerd de
volgende:
* een stroom die door een geleider vloeit, veroorizaak magnetisch veld;

e een geleider in eeveranderlijikmagnetisch veld voelt een spanningsverschil tubséate
uiteinden.

Stel dat er een constante strobmoor de spoel gaat. Dit veroorzaakt een magnetisth
volgens de veldlijnen aangegeven hieronder (afdiuk’]).

Dit stabiele magnetisch veld heeft geen effect embel: de stroom is duen de spanning
tussen beide uiteinden nul. Stel nu echter dattd®ms i gewijzigd wordt: het magnetisch
veld is evenredig met de stroom en wijzigt dus nieardoor ontstaat tussen beide uiteinden
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van de spoel een spanning: ze is zodanig dat s&ralemverandering tegenwerkt. Stel dat de
stroom naar rechts door de spoel gaat en toendamgal het rechteruiteinde van de spoel op
een hogere spanning komen te staan dan links, osirolem van positieve ladingen tegen te
werken (de positieve ladingen willen van hoge rlage spanning stromen, niet omgekeerd).
Dit tegenwerkende effect verdwijnt van zodra deatn opnieuw constant stroomt. Als hij
plots opnieuw afneemt, bijvoorbeeld, dan zal hatdr uiteinde een hogere spanning krijgen,
om te proberen opnieuw meer stroom naar rechtgda kloeien. Als de stroom echter op een
constant lager pitje blijft stromen, dan verdwijigt tegenwerkende fenomeen opnieuw en
‘legt de spoel er zich bij neer’: de spanning waoralt

Bij een spoel zijn het dus dg¢roomveranderingedie een spanning veroorzaken. Alweer is er
sprake van een evenredigheidft) = LBS—I[. Hierbij is L een evenredigheidsconstante die

afhangt van de bouw van de spoel en het materiad kern. Ze wordt de inductantie van de
spoel genoemd en heeft als eenheid henry (symbool H

spanningsverschil over
de spoel:

V®A u(t) = Laj—i

stroom door de spoei(t)

Bemerk dat er ook hier geen sprake is van een n&fiigke’ variabele: een opgelegde
stroomverandering zal een spanning opleveren, oes 2en opgelegde spanning voor een
stroomverandering zal zorgen.

De werking van een spoel verklaart waarom dezeugdbkan worden om wisselspanningen
te onderdrukken. Combinaties van condensatoren perlen laten toe om welbepaalde
spanningsfrequenties toe te laten en andere terdntt&en. Dit laat toe om een radio af te
stellen op de juiste frequentie, bijvoorbeeld.

Tot slot: deze drie ‘ideale’ componenten zijn vereaudigingen van de werkelijkheid. Elke
spoel heeft een kleine weerstand, condensatordrehetioms kleine lekstromen, etc. Dit lost
men echter op door een reéle spoel te beschouweealcombinatie van een ideale spoel en
een kleine weerstand. Zo kan men ook voor reélatis terugvallen op de ideale formules
die we hierboven gaven.

Sinusoidale spanningen en de drie componenten

Het gedrag van de drie componenten bij gelijkspamis eenvoudig: evenredigheid tussen
enu bij een weerstand, geen stroom bij een condensgen spanning bij een spoel.

Bij wisselspanning wordt het interessanter. Steld#gabron het stopcontact is: wisselspanning
aan 230 V met een frequentie van 50 Hz. Ter heringede frequentid is het omgekeerde

van de duufl (in seconden) van een periodb.:%.
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1. Geef een mogelijk voorschrift voor de spanning@) bij een stopcontact indien je weet
dat ze sinusoidaal verloopt.
(De spanning is van de vorma(t) =230sin( 100t +¢)= 230si( 180t{c ). Bij een
frequentie van 50 Hz is de periode één vijftigste @en seconde, waaruit de waarde voor
‘b’ uit de algemene sinusfunctie volgt. Afhankelign de startwaarde van u, kan er een
verschillende waarde va# of ¢ optreden; door een passende keuze van heitijesgtip
kunnen beide constanten nul gemaakt worden. Hesegbioft metg wordt voornamelijk

binnen de fysica en de elektriciteitsleer gebrwgkt het voorschrift met ¢ binnen de
wiskunde.)

Meer algemeen onderzoeken we hieronder wat er gebeuwnneer de ideale componenten
onderworpen worden aan een sinusoidale sparnunit)g- U Eﬁ;in(wt+¢). Hierin noemen we

w depulsatieof hoeksnelheiggn¢$ debeginfaseof beginhoekWe kunnen de begintijd steeds
zo kiezen dat we vodyr een gemakkelijke waarde hebben, bijvoorbéetdO.

2. Wat is het verband tussen de frequentie (het aargiédige sinusbewegingen per
seconde) en de pulsatie?

(wis in radialen per seconde, f is in omwentelingenseconde. Dus i®= 211 .)
3. Bepaal de strooni(t) in de drie componenten hieronder, wanneer de spgsiiron een

O O

' Do

(Door in te vullen, af te leiden of te primitiverevindt men: i(t):UEsin(ux),

spanningu(t) = U [3in(wt) oplegt.

30,

(1) =CUwEosEt ) eni(t) = —%cos(ux) )

Een grafische voorstelling van de spanning- erostfanctie laat toe de drie componenten op
een nieuwe manier met elkaar te vergelijken.

4. Hieronder vind je drie grafische voorstellingen & periode van stroom en spanning:
welke hoort bij de weerstand, de condensator espdel?
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(In de eerste grafiek steift) een cosinusfunctie voor; deze hoort dus bij daleosator.
In de tweede is(t) een gespiegelde cosinusfunctie en die hoort bgpteel. De derde
grafiek geeft het verband tussea(t) eni(t) weer bij een weerstand.)

De grafieken maken duidelijk dat spanning en stranet altijd samen hun maximum,

minimum etc. bereiken. Bij welke component loopt steoom achter op de spanning
(bereikt iets later zijn extrema, nulpunten, et@)Pwelke loopt de stroom voor en bij

welke zijn beide ‘in fase’ (= zelfde verloop)?

(Bij de linkergrafiek begint de stroom al met eeaximum, terwijl de spanning dit slechts
een kwart van een periode later bereikt: bij eendansator loopt de stroom dus voor op
de spanning. Bij een spoel (middelste grafiek) é& alweer net andersom. Bij de
weerstand (rechtergrafiek) zijn beide fenomenefase.)

Breng je antwoorden uit de vorige vragen in verbeued een voorschrift van de stroom in

de vormi(t) =1 Bin(ut +¢), metd te kiezen uit 0,7—2T en —g.

(Condensator:i(t) = wCU sin(wt +gj De grafiek vari(t) is dus naar links verschoven

t.0.v. die van de spanning. Bij de spoebis —1—2T en bij de weerstand 5= 0.)

Naar een volledig grafische beschrijving

De goniometrische basisfuncties ontstonden doorpeen op een cirkel te laten draaien en
daarvan de horizontale (cosinus) of verticale &jmprojectie te beschouwen. We keren terug
naar deze grafische oorsprong. Deze kleine staperaghzal ons toelaten veel verder te
springen; het vertalen van één voorstellingswijaarneen andere is in de wiskunde en de

fysica wel vaker een vruchtbare piste.

We associéren daarom met de spannirf een rond-

draaiende vectori, aangrijpend in de oorsprong, mt
lengte U, hoeksnelheido en eventuele beginhodgk De

verticale projectie vani is een vectori' waarvan de 100U u
lengte en de zin (positief naar boven, negatief nader)
overeenkomen met wisselspanningt) =U [Sin(wt+¢). o 0 e

Hiernaast zie je een voorbeeld rakt 230 V.

Men noemt dergelijke voorstelling easordiagram

1200

Ook de stroom door de componenten kan vectorieel

worden voorgesteld.

-1001
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Stel datd zich onder een hoek bevindt t.0.v. dex-as (indien je graag met een concrete
waarde werkt, neem dan bijvoorbeeeid:%1T rad). Gebruik nu je antwoorden op de vragen 5

en 6 om de volgende opdrachten uit te voeren, nislke een apart fasordiagram. (Neem voor
de eenvoud van het tekenen aan dat de amplitudelesastroom de helft is van die van de
spanning.)

7. Teken de spannings- en bijbehorende stroomvector @en weerstand, een condensator
en een spoel. Teken tevens de overeenkomstigecpegj®p de verticale as.

(Het fasordiagram voor de drie componenten karvalgt getekend worden.

""""" 200{ a0 e, 00 ]
‘ _____ [ _____ ., K l
' u u u
1001Y_ 100" 100
i L —
I i 1! i
: — 0 ————1 H ; H : H
1200 -100 0 100  200i | i200  -100 0 100 200} i200 100 |0 100  200%
-100- -100 -100
-.,_..-200‘ ______ =200 et T, 2004
weerstand condensator spoel

De stroomvector valt samen De stroomvector loopt Hier loopt de stroomvector

met de spanningsvector. T . T
P g > rad voor op de 5 rad achter op de
spanningsvector, in spanningsvector.
overeenstemming met de
grafiek.

Daarbij draait de spanningsvector in tegenwijzemziat hoeksnelheid)

De vertaling van voorschriften naar vectoren lemrs dat het afleiden van de spannings-
functie blijkbaar overeenkomt met het vooruitdraaigen uitrekken/inkrimpen) van de
spanningsvector en dat integreren (primitiverergrkemt op een kwartslag achteruitdraaien
(en uitrekken/inkrimpen).

Tweede vertaling: we verlaten de reéle wereld...

Een rotatie met een draaihoek van 90° kan ook &ia agebraische bewerking gebeuren:
vermenigvuldig je een complex getal met de imagimaenheid, dan wordt zijn argument
met 90° verhoogd. Deel je dogrdan wordt het met 90° verminderd.

Er zit dus muziek in een nieuwe vertaling: van wesh naar complexe getallen. De
spanningsvector wordt dan voorgesteld door eensdifhnkelijk complex getal
u=U (cosgt +¢ )+ jCsinft+¢ ), met j?=-1 (we gebruiken veties voou en andere
complexe grootheden om een onderscheid te makerdengtnctieu(t) en we gebruike
i.p.v.i om een onderscheid te maken met de stroom).
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Historisch is de afspraak gegroeid om de spanr@ngeschouwen als hegéle deelvan het
complexe getal, m.a.w. als dehorizontale projectie vanu; aangezien een cosinus niets
anders is dan een verschoven sinus, heeft datgmmigen voor het beschrijven van de drie
componenten. Afspraak:

u(t) =Re(u () = R4U [{ cospt+¢ ¥ jOsinft+¢ )).

8. Door welk tijdsafhankelijk complex getalwordt de stroom doorheen een weerstand
weergegeven?

(Uit de wet van Ohm weten we dat de modulusivgelijk moet zijn aan% en in het

fasordiagram zien we dat het argument gelijk is akat van de spanning. M.a.w.:

.U .
i =E(cos@t )+ j Osingot )=%.)

9. Uit de formule i(t)=CBc(j|—E[J volgt de amplitude van de

stroom wanneew(t) gegeven is. De faseverschuiving d
eruit volgt wordt ook in een fasordiagram weergegev ' u
Gebruik deze gegevens om een formule op te stetlende  *
complexe stroom }
(In vraag 3 vonden we al de amplitud®CU . Dit wordt de "

modulus. De stroom ijlt 90° vo6r op de spanningt smmplexe getallen verkrijg je dit

door u met de imaginaire eenheid te vermenigvuldigen. We vinden dus:
i = jwCU (cosgt )+ Osinfot ) =j wC .

i Re

Daaruit volgt: u:%i. Bemerk dat dit formeel lijkt op de wet van Ohnorvo
J

weerstanden, met (imaginaire) complexe weersta(;ln)%—. Bovendien is voldaan aan de
J

complexe wet =C lel—l:: i = jCU (cosgt )+ j Dsinot ) :C(jwcos@t )+ j 2w sinfot )
=C(-wsin(t)+ jocosft ) =C Gg—t(cos@t )+ j sintt ) .)
10. Doe nu hetzelfde voor een spoel.
(De modulus berekenden we in vraag 3%?; het naijlen met 90° verkrijgen we door
W
door de imaginaire eenhejdte delen. Dusi =_L(cos@t )+ j sinfot )=i . Dit
joL jowL
kan alweer als een wet van Ohm geschreven wondenjwL [il

Bovendien is gemakkelijk nagerekend dat aan de lexemvetu = L% voldaan is.)

34




onder de loep

We hebben zopas een strategie toegepast die keemdeik voor de wiskunde en vaak heel
succesvol is: we hebben een eerste manier om \agbda beschrijven (in het domein van de
functies) vertaald en hervertaald naar verbandenarnidere domeinen, gebaseerd op
gemeenschappelijke kenmerken tussen die deelgebiexte de wiskunde. Zo zijn we erin

geslaagd de drie basiscomponenten van een eléktristwerk m.b.v. één formule te

beschrijven in de complexe wereld i.p.v. met dee dieel verschillende formules in de

functievorm.

We vinden immers telkens een soort wet van Obm:Z [i . Hierin wordtZ de (complexe)
impedantiegenoemd. De modulus vahis de impedantie en wordt in ohm uitgedrukt. Het i
een veralgemening van het beguperstandsoor wisselspanningen.

Voor een gewone weerstand geldt R. Voor een condensator en een spoel is de impedanti
een imaginair getal, dat bovendien afhankelijkan de frequentie van de bron. De imaginaire
eenheid beschrijft het faseverschil tussen stroomsganning. Voor een condensator is

z S (= —ij ) en bij een spoel iZ = jwL . Het effect van deze basiscomponenten is

jwC wC

inderdaad afhankelijk van de snelheid waarmee darspg of stroom veranderen, zoals we
eerder zagen. We merken dat de ‘weerstand’ vanceedensator afneemt naarmate de
W
21
of m.a.w. hoe ‘onzichtbaarder’ de condensator.gBljjkstroom (= 0) wordt de impedantie
oneindig en komt er geen stroom meer door, in @e&temming met de ‘veralgemeende wet
van Ohm'. Het tegenovergesteld doet zich voor eisdoel: bij gelijkstroom is de impedantie
nul en is het alsof de spoel niet aanwezig was.rMidoge frequenties wordt de impedantie
steeds groter en blokkeert de spoel meer en meestrdem. Hoe ‘imaginair beide
impedanties ook zijn, ze beschrijven een zeer wéleld.

frequentief (= —) toeneemt: hoe hoger de frequentie, hoe minderiyloed op de stroom

Merk ook op dat afleiden nu eenvoudigweg overeertkmet vermenigvuldigen megto en
integreren overeenkomt met delen dpor Of hoe moeilijke dingen soms heel eenvoudig
kunnen worden in een abstractere omgeving.

11. Welke complexe bewerking moet je uitvoeren wanpeeen sinusoidale spanningnet
hoeksnelheido tweekeer na elkaar afleidt?

: . . d? . .
(Je moet twee keer migb vermenlgvuldlgen:d?u = (jw)’u =-w’u. Dit komt overeen

met wat we uit de functiewereld weten voor goniasedte basisfuncties.)

We verzilveren de winst verder

In werkelijkheid heeft elke spoel een kleine westdt hebben condensatoren soms kleine
lekstromen. Bovendien bevatten alle elektrischeasgipn heel wat componenten, in serie en
in parallel, elk met hun weerstand, capaciteit emductantie. Bij het ontwerp van apparaten
is het belangrijk te weten wat hun ‘totale weerdtaitotale capaciteit’ en ‘totale inductantie’
is, of samengevat, wat hun totale impedantie is.

Ter herinnering: wanneer twee componenten in sggehakeld zijn, is de stroom die door
beide componenten gaat op elk ogenblik noodzakelilze dezelfde, maar wordt het
spanningsverschil voortdurend over beide verdeeld.

35




Uitwiskeling 21/4 (oktober 2005)

36

Bij gelijkstroom (afbeelding links) kunnen we eeerisschakeling van twee weerstanden
beschouwen als een glijbaan voor positieve ladimgehtwee dalende stukken en er tussenin
een vlak stukje. De twee dalende stukken vormeresata totale afdaling van de glijbaan. De
batterij is een volautomatisch trapje naar boven.

y AT AT
i(t)
() dio '
U U(t) Y ____] f'\’
ae] |3
ii (t)
A v

Werk je met de klassieke spanningsfunctift), dan moet je apart voor weerstanden,
condensatoren, spoelen en alle mogelijke combmaggaan wat het verband is tusset)
eni(t) bij dergelijke serieschakeling en dit op basis gtarformules voor elke component.

Werken we echter met complexe getallen, dan wdlels aen stuk eenvoudiger. Er is slechts
één wet:u =2 1. Stel dat de impedanties van de componenten gajijkaanZ; enZ,, dan

geldtu, =7, 0 enu,=2Z,0. Beide spanningen samen zijn gelijk aan de spgndie de
bron levertu=2z, 0+Z,0= (Zl +ZZ) =27, . Besluit: de totale (complexe) impedantie
is dus de som van de individuele impedantiég.=Z, +Z,.

Deze formule is geldig voor de drie basiscomponente

12. Een niet-ideale spoel heeft naast een inductdntre0,8 H tevens een weerstaRd=
25Q. De bron levert 230 V bij een frequentie van 50 We zoeken het voorschrift van
de stroomi(t)zRe(i). Bereken daartoe de totale impedantie. Tip: dclidize in

goniometrische schrijfwijze (kan met je rekentoBste

(De impedantie isZ =R+ joL=v R +w’*(cosp+ jCsing) S?E%Emﬁﬂ*man*
1.471658E33
met@ het argument vag. St::lus-:zﬁﬁ,*llalan*la.

Op een rekentoestel vinden we snelg@atl,47. 2532.53677497

De spanning die door de bron wordt geleverd,
u(t) =230cos(10@t . Hieruit berekenen we

230( cos(100t )‘J- S!n(l(m )) 0,91 cos(10t - 1,47 jO sin(160- 1,4.
253 cos1,4% | sinl,47

b
Z

De stroom isi(t) =0,91cos(10&t — 1,47 en loopt iets minder daﬂ;I achter op de

spanning.)
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13. Stel nu zelf een formule op voor de totale --g----------- |
(complexe) impedantie van een parallel- _
schakeling van twee componenten. Nu is de ¢'(t)
spanning over beide componenten op elk
ogenblik gelijk aan de bronspanning; de
totale stroomi(t) wordt verdeeld over twee U(t) il(t)¢ ¢i2(t) ~~
deelstromen die samen gelijk zijn déi.

(Voor de componenten geldit=Z, [, en _
u=2Z,[,. Daaruit volgt | :'(t)
I S
i:il+i2:i+i:[i+_1Jm :_1m
Zl ZZ Zl ZZ Ztot

en dus geldt bij een parallelschakelin%z—1 +—1. We vinden formeel de regel
tot Zl ZZ
voor gewone weerstanden terug, zoals aangebrade lessen fysica.)

Wanneer een schakeling uit een combinatie van-senigparallelschakelingen bestaat, dan
probeert men de totale impedantie te berekenenawoponenten z6 samen te nemen, dat ze
enkel in serie geschakeld staan of enkel in paralle

14. Op [8] vonden we het onderstaande schema. We pdseteraarden van de componenten
aan om met kleinere getallen te kunnen rekenenpanngng en stroom in eenzelfde
fasordiagram te kunnen voorstellen. Met behulp vamplexe getallen zou je in staat
moeten zijn om in een beperkt aantal lijnen deostrd(t) die door de bron loopt te

berekenen (op [8] zijn daar meerdere bladzijderr waoeist). Werk in je berekeningen
met drie cijffers na de komma. (Tip: neem ekrehC, samen.)

|::1
[|

Il
0.03 F
L é 0.02

MO RS 50

C, =— 0,02 F

Je kunt je resultaten controleren door de bovendachakeling in te voeren in de applet
op http://conon.science.ru.nl/appletsEM2/RLC/ enrelgulterende stroom grafisch in te
schatten (amplitude en faseverschil).

(De impedantie van L en,Gs Z, =- 1 + ij:;ﬂ [10m[D0,0z, wat met
wC, j Aon[o,02

een rekentoestel snelj [D,962 oplevert (we stelden ons rekentoestel irBajjfers na de
komma).
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We combineren nZ, met de weerstand R, die ermee in parallel staamneh hebben ze

-1
een impedanti&Z, die gelijk is aan:Z, :[Zi +F1J =0,179- j 00,92¢
1
Tot slot blijkt Z, in serie te staan met,, zodat de totale complexe impedantie gelijk is

aan Z,, =- 1 —+Z,=0,179- j 11,99
[[he

1

1041 Bm, B2 2+ Ar=+A ] Arn=+E Aris+Z ]
16m+. @2 . « JETA « 17— 9294 1791, 9965
- Q6T (1fH+1f5}“( 13 B+1- ikl A, B33 ab=CZ
] - 17e—-.3294 L179-1.3301 1,992

anglet sl

-1.481

De |Zt0t| is1,998Q; dit is de (reéle) impedantie. Het argument-ik 481 (in radialen).
We vinden voor.
_u _  5(cos(ot ) jOsin(ft )
Z, 1,999 cost 1,483 j O sin( 1,491)

= (cos(10t + 1,48)+ j O sin(k@ + 1,481
1,998

Het reéle deel is meteen ook de stroom door de: bor= 2,503 0cos(1at + 1,48..

Dit vinden we ook terug in de applet. De stroomweist inderdaad ongeveer de helft van
de spanningsvector en ijlt voor met ongeveer 90°.

| " im
Spanning I— W l(t) \
P : /

Orega I— Hz/2Pi U@\L N

1

&R

o[58 omm A,
[ale:
Splits: Serieel |
Parallel | |l
Vernwijder | l l \QQQ/
¥ Plat spanning falauw) U(t) eni(t)
¥ Plat stroom (raad) O

Merk op dat de grafiek ontstaat door punten linkstd tekenen en de grafiek daarbij
naar rechts te schuiven. Je moet de grafiek dusrgahts (oudst) naar links (nieuwst)
lezen. Of nog anders: de tijdsas loopt eigenlijlambinks, wat duidelijk wordt bij het
uitvoeren van de applet.)
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