Il Lineaire Transformaties in R2
[11.0 Meetkundige inleiding

Bij eentransformatie/ in R? wordt aan elke vectad uit R” een nieuwe vectod uit
R?toegevoegd. (Meer in het algemeen kan men dtidefiniéren.)

Voor zo'n transformatie wordt zowel géglnotatie gebruikt:
afdQg-a
L
als dehaakjesnotatie a=/(a
De vectorena heten hierbij deriginelenen de vectored heten débeelden

Eenvoorbeeldvan zo'n transformatie is dipiegeling.; ten opzichte van de lijndoor de

oorsprongD. Aan elk punfA niet liggend og wordt een ander purd
toegevoegd zodanig dat de lijn ddoen A'loodrecht staat op de lijn
en zodanig dat de afstand vamot | gelijk is aan de afstand va#itot|.
In de figuur betekent dit laatst&P = A P. Op de lijnl vallen de punten
A en A'samen.

De verplaatsingsvectoren en de positievectorenrgade hierdoor alle
een spiegeling$, . Zo is in de figuura de positievector van het pufit

en & de positievector vam\ . Dit wordt genoteerd als

pijinotatie ajg-a

5
haakjesnotatie a=J35/(a
Stelling

De spiegeling$ in R*vormt een zogenoemde lineaire transformatie ormoat alle

vectorenden b en voor alle scalarsi geldt
S@E+b)=5(a+5(b behoud vectoroptelling
S (18)=15(3) behoud schaling

Bewijs

Het behoud van de vectoroptelling is
in de eerste figuur weergegeven. Het
parallellogramOACBgaat na
spiegeling in over in het
parallellogramOA CB.

In het parallellogran©@ACBgeldt

OC = OA+ OB, hetgeen betekent
dat de somé + b van de vectoren

aen b wordt gevormd.
In het parallellogramrOA C B geldt

OC'=OA+ OB
en dus S(@+b)=5(3a)+5(b




In de tweede figuur het pu’ de gespiegelde van het puhin de lijnl. Er geldt
OD = A0A en na spiegelingddD’ = 10A..
Dus geldt na spiegeling  $(Aa) =15 (3)
O

Een ander voorbeeld van een transformati®fnvormt de rotatie over een hoék notatie
A, . Er geldt hierbij een vergelijkbare stelling bigspiegeling.

Stelling
Voor alle vectorerd enb in R?en voor alle scalaré geldt bij een rotatie over een hoék
R (a+b)=R,(3)+2Z&,(b) behoud vectoroptelling
R, (18) = AR, (d) behoud schaling
Bewijs
In de linker figuur is het parallellogra®A C B het beeld van de rotatie over een hée&m
de oorsprong van het parallellogran®ACBvoor de optelling van de vectorénenb .

X

1.
€] Ka,
el
ol
\ R OE)
~ & ‘.55
\ ‘._'-'-' == Al’ - 2 ~ ‘I ‘"
Vo NgEmm K| e S > 2
X / F,@)
&) . e
BI & ‘. s /
R (D> /
; . o
o \/ Kl o = A
- A £y D
Uit deze figuur blijkt OC = OA+ OB
en dus Z,(3+B) = ,(8) + %,(b)

In de rechter figuur is het pu@®’ het beeld van het pubBt bij de rotatie over de hoe® om
de oorspron@. Er geldtOD = AOA en na rotatie geldt

OD' = 10A
en dus R, (18) = AR, (d)

Deze twee voorbeelden leiden tot de volgende algerdefinitie

Definitie
Eentransformatie£ in R? heetlineair als voor alle vectoreden b en voor alle scalard
geldt
L(a+b)=L(3)+L(b) behoud vectoroptelling
£(Ad)=A1£(3) behoud schaling



In deze inleiding is een lineaire transformatieetkundiggeintroduceerd. In de volgende
paragraaf zullen we aan de hand van de rotatierpoeleen hoe een lineaire transformatie
algebraischkan worden gekarakteriseerd door e&trix. Door middel van matrices kunnen
lineaire transformaties als de spiegeling en daith@g van vectoren ook wordérerekend
Naast spiegelingen en rotaties zullen we ook anldezaire transformaties tegenkomen als
projectiesenglijschuivingen

Opgaven

[11.0.1 Een belangrijk voorbeeld van eeiet-lineairetransformatie is deranslatiein een plat
vlak. Als alle punten van een plat vliak over del&dgtand worden verplaatst en in
dezelfde richting dan heet dit translatie of vetseimg in dat vlak. Door aanleg van

het strandaard assensteléel x,) kan dit worden beschreven met behulp van
vectoren inR2. Er is dan sprake van etanslatie over een vectal , notatie 7,

hetgeen betekent dat bij iedere positieveétaran het vlak een vaste vectdr
opgeteld. Dus

7 @)=a+d
(3 -3 LN -
Steld :(3 . We IatenTa werken op de vectoreﬁz( 27 , b =(J enc=a+b

a) Teken in een assenstelég|, x,) het parallellogram van de optelling
¢ = a+ ben geef de kentallen van de vector

b)  BerekenZ(d), Z,(b)en 7 ()

C) Teken in een ander assenste(sglx,) het parallellogram van de optelling
7.(a)+7,(b). Teken in dit diagram 0ok’ (c)

d) Teken in nog een ander assenstgselx,) het de vectoreﬁg(SB) en
37,(b)

e) Hoe blijkt uit ¢) en uit d) dat een translatietrlineair is?

[11.0.2 Toon aan dat bij een translaﬂ'ﬁd in R? voor alle vectorer& enb en voor alle
scalars A geldt

a) 7. @+b)=a+b+d
7.(a)+7,(b) =a+b+2d
b) 7. (\a)=Aa+d

A7_(8) =Aa+Ad
C) Verklaar dat een translatie dan en slechtdideair is alsd =0
[11.0.3 Voor iedere vectos = (Zj in R? wordt de projectie op d& -as geven door

Z(@)=ag
Toon aan dal7§1 een lineaire transformatie is.



[11.1 Algebraische beschrijving van rotaties doormatrices

In deze paragraaf zullen we laten zien hoe rotalgsbraisch beschreven kunnen worden.
Het zal blijken dat door de lineariteit het rothgeld van een willekeurige vector volledig is
vastgelegd door het rotatiebeeld van de vectorardesstandaardbasis.

Verder zal aan de orde komen dat uit de beeldermlgarectoren van de standaardbasis een
zogenoemdeotatiematrixkan worden gevormd. Met zo’n rotatiematrix kan toeatiebeeld
van een vector snel worden berekend.

In de volgende paragraaf komt aan de orde datmobkt algemeen bij lineaire transformaties

het beeld van een willekeurige vector is vastgetbmat de beelden van de standaardbasis en
dat ook dan uit deze beelden een matrix kan wogéeormd die ons in staat stelt de beelden
van andere vectoren eenvoudig te berekenen.

Uitgangspunt voor de berekeningen bij rotatieRfris de volgende stelling

Stelling

In R?kan bij een rotatie&, over een hoel vanuit de beelde®, (&) en &, (&) van de
standaard basisvectore®, € het beeld van iedere andere vector a ¢+ a g worden
berekend volgens

£ (8) =aZ,(8)+ ak,(®8)

Bewijs 1(vanuit de lineariteit vank,, )
%(@)=Z,(ag+ ag)
=K ag k& @ag) behoud vectoroptellir
=akX @ rax (&) behoud schaling

Bewijs 2 (vanuit de draaiing van het standaard
assenstel3el
De figuur rechts wordt het standaard assenstelsel

(X, %,) met de bijbehorende standaard b&sjg,
gedraaid over een hoek .

Ook de vectord = g ¢ + a g wordt gedraaid over
deze hoekd

Het resultaat is een orthonormaal assenstelsel met
basis®,(8) =&, &,(&) =¢ en met het beeld
A,(d)vana.

In het gedraaide assenstelsel heeft de ve&}a)

ez,

dezelfde kentallen ten opzicht&,(€) , A, (€,) als
de vectora ten opzichte var , &, in het standaard
assenstelsel, dus

Z(8) = a (&) + a&,(®)



Voorbeeld
__(10Y) . _,
Gegevende vectora = c in R
Gevraagd het beeld van deze vector bij een draaiing oearteek varg6,d

Oplossing
Voor de beelden van de standaard basis geldt

Volgens de stelling geldt voor de draaiing van eector a
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4 _3
‘R:;s’gl (a) = 81‘R36’g (é.) + %‘Rgag(a%) = {gj + q f}
5 5

P

Om deberekeningemet rotaties zoals in dit voorbeadderzichtelijkte maken voeren we het
begripmatrix in. Ook in de volgende paragraaf, waarin zal wordggewerkt hoe in het
algemene geval van lineaire transformatie®nwordt gerekend, zullen matrices de
berekeningen doorzichtiger maken.

10
en dus alsa =( 5}

ﬂae,é) (é‘) :10R36,§ (Q)_ S'RSS,@ (—% )= 1{

gw ub

Definitie
r
Een getalleanoL{ P ) heet eer2x 2matrix.
qg s

Opmerkingen
1) De kolommen in de matrix zijn op te vatten atstoren inR?.

r
De eerste kolom levert aldus de vem(zj en de tweede de vector= (s}

en de2x 2 matrix wordt in dit geval ook genoteerd s ] .

Er geldt daarom
o= (¢}



2)

3)

4)

De matrix in de definitie valt op te vatten als eeneenvoudigde notatie van het
rechter lid in deze uitdrukking.

De matrix van een vect@= g€+ a& in R*wordt genoteerd al[aﬁ] en heet een
2x1 matrix die wordt gegeven door de kolom

0

Een2x1 matrix heet ook wel egtolommatrix
In het geval van de rotatie ov@8,9 in R”kan het beeld van iedere vector worden

4 _3
berekend met behulp van de beeld@sgg) €) =(§J .@w &) =( f} van de
5 5

vectoren van de standaard basis.
Dit betekent dat deze rotatie geheel wordt vastgetkoor de2x 2matrix

4 3
[zga,go(él),ze%,gvez)}:(g 4},5}

Deze matrix, die wordt genoteerd &g, ,, heet de matrix behorend bij de lineaire

transformatieZ_, . Er geldt dus
4 _3
&, —| 5 5
6,9 3 4
5 5

Voor derotatieoperatorwordt eerkalligrafischehoofdletter gebruikt en voor de
bijoehorendeotatiematrixeengewonescheve hoofdletter, dus resff, ,en R__ , bij

een draaiing ove86,9
De vraag is nu hoe vanuit de rotatiematfx , het rotatiebeeld wordt berekend van

een vectord = 3 & + a & bij een draaiing ove86,9 in R*. Volgens bovenstaand

voorbeeld geldt
3
°5
5

gw g

Reo@=aZR, ,(8)+ aR, 4(8)= q[

:{é@-%%J
da+da,
In termen van matrices wordt de rotatie \&ageschreven als
4 _3
wla)(; 2)e)
o) (8 $\a

De 2x2matrix R , werkt dus op een kolommatrix met als resultaat

TR
2 t)la) (Ba+ia,

In het linkerlid staat de vermenigvuldiging van eé&n2matrix met een kolommatrix.
Het resultaat in het rechterlid wordt als volgtlkregen:

Om heteerstekental in het rechterlid te vinden wordt eerste rijvan de2x 2 matrix
gecombineerd met delommatrix



I W)

Het eerste getal in de rij wordt vermenigvuldigdt et eerste getal in de kolom, het
tweede getal in de rij wordt vermenigvuldigd met tweede getal in de kolom en dan
wordt er opgeteld.

Om hettweedekental in het rechterlid te vinden wordttieeede rijvan de2x 2

matrix gecombineerd met delommatrix

@ g(gz(%al:%aj

Opnieuw wordt het eerste getal in de rij vermenidigd met het eerste getal in de
kolom en het tweede getal in de rij wordt vermenidigd met het tweede getal in de
kolom en opnieuw wordt er opgeteld.

. 10
In geval van het voorbeeld was er sprake van @gieotan de vectod :( 5) en

volgens de hier beschreven matrixvermenigvuldigjelglt dan

(mj: i -3 (10}= 210-3(-5) z[llj
eols)7(3 4)(-5) 7 qa0v2es) L2

De kentallen in de kolom rechts zijn de kentallan faet beeld van de vectarna de
rotatie over36,9 .

Bovenstaande opmerkingen geven aanleiding tot [igerde definitie van vermenigvuldiging
van matrices

Definitie

r
Hetmatrixproductvan de 2x 2matrix (p J met de kolommatri{zlzj wordt gegeven
g s

Bij dit matrixproduct wordt dus deerste rijvan de2x 2 matrix met de kolom van d2x1
matrix (dus van de kolommatrix) gecombineerd omeeeste kentavan het product te
verkrijgen. Om hetweede kentatan het product te verkrijgen wordt tfeeede rijvan de
2x 2matrix gecombineerd met de kolom van2bel matrix.

Het resultaat is d@x1 matrix in het rechter lid.

(Voor nadere details zie opmerking 4) hierboven.)

door

Alvorens algemeen in te gaan op rotatieRfgeven we eerst het volgende voorbeeld om
meer vertrouwd te raken met matrixberekeningen.

Voorbeeld

1
Gegevende vectora :[ ] in R?

NE



Gevraagd
a) De matrixR_, behorend bij een draaiir, , over 3¢° in R?

b) Het beeldZ ;(a) van de vector bij deze draaiing

Oplossing
a) De beelder® ,(€) en & ,(€)van de vectoren van de standaard basis leggen deze
rotatie geheel vast. De rotatiematiy, wordt uit deze vectoren gevormd.
1/3 -1
_ = N P 2
&oo‘[ﬂadl(‘?)'ﬂs@(%)}‘[%d' %@}‘ 1 1
2 7\/5

b) Voor het beeld van de vectargeldt

" (1]: 13 -3 [1}2 1J3n1-10/3 :(oj
"3 1 1J3)\V3 1a+1J30/3) \2

Dus R ,(8) =28
(Dit resultaat valt ook meetkundig in te zien, apgave 111.1.2)

We vatten de gevonden resultaten over rotatié®’isamen met de volgende definitie en de
volgende stelling

Definitie
De rotatiematrix R, behorend bij ee?, over een hoeld in R?is de matrix gevormd door
de rotatiebeelde?,(€) en A, (&) van de standaard basis, dus

R, =[%(8). &, (%)

Stelling
De rotatiematrixR, behorend bij een rotati&, over een hoel in R*wordt gegeven door

_(cosf - sing
sind co¥
en het beeldX,(a) van iedere vectod = a ¢ + g wordt berekend volgens de

matrixvermenigvuldiging
a ) _(cosd -—sid\ a
R a, “|siné  cow a,

. sf@ - sirnd
R =[R(8). % (2)] =[5 ¢ ] =(Z?ng CZ;QJ

R@=aR(@)+ aR(@= { cg|* o o |

Bewijs

singd coy
_(cosfla - sidlh, ) (cosd -sid)( g
- sin@[& + coY &, | si® cod a,



Aanhangsel
Een belangrijke toepassing van rotatiematricesrisatleiding van de zogenoemslam- en
verschilregels voor cosinus en sinage 8l11.2 voor een andere afleiding).

Stelling (Somregel voor cosinus en sinus)
Er geldt voor de sor + 8 van twee hoeken

cosg + ()= cowr cog— sia sif
sin(a + B)=sina cogB+ cog SsifF

Bewijs i
. _ (cospB _ 2
Als de eenheidsvector met hogkmet dex,-as €, =| _ f een rotatie Bl N
S g Le
Z, ondergaat over de hoek, ontstaat de eenheidsvector met haek - : ¢
£3y ?
cos@ +
met dex -as €,, =| _ @ ﬂ). -
sin(@ + B3)
Dus
& = % (&)
In matrixtaal

cos@+p)) _ coy
sin(a + 3) =R sing
_(cosa —sim}( cosﬁ’j_[ cog cgd- sin sﬂnj

sinad coxr )\ sin@ simm co8+ cas shh

De stelling volgt uit de gelijkheid van de kentallean de eerste en de laatste vector uit deze

formule.
O
Stelling (Verschilregel voor cosinus en sinus)
Er geldt voor het verschilr — 8 van twee hoeken
cos@ - [)= cowr cog+ sia sif
sin(a@ — )= sinad coyB— cog sif
Bewijs
. L. . . - cospf
De eenheidsvectdg , is de gespiegelde in dg-as van de vectog, =| . De
b £ sing
vectorené , en €, hebben daarom dezelfde-kentallen en tegengestelag-kentallen. Dus
. cospf _ .
€,= . Ondergaat de vect@ , een rotatie&, over de hoelr dan 2
-sing >
s
cos@ - s
ontstaat de vectog, ; =| €=5) : it
sin(a - ) P W
A »

Dus - : 4 :

éa—ﬁ Z‘Ra(_é—ﬁ) =

-_a"’-.ﬁ




In matrixtaal
cos@-p)) _ coy’
(sin(a—,é’)j - R"[— sinﬂj
_(cosa —sinr)( cog | ( cos cgd+ sin shh
_(sina cosy j(— sirﬁj_( sir cof- cas 56’1]
De stelling volgt uit de gelijkheid van de kentali&a de eerste en de laatste kolommatrix uit

deze formule.
O

Opgaven

57
[11.1.1 De vectora =( 8} wordt gedraaid over een hoek vaéi7’

a) Teken in een assenstel¢rl, x,) de vectora en zijn &, -beeld

b) Bereken de kentallen vaRl, ,(a) met behulp van de rotatiematri, ,

1
l11.1.2 Gegeven de vectd = in R?
(@J

a) Bereken de norm van deze vector en een drdainoean deze vector.
b) Verklaar dat, ,(a) langs dex,-as is gericht. Geef de kentallen v, (8)

met behulp van dit gegeven en de norm uit a)

11.1.3 a) Geef de matriceR ,en R_,van de draaiingen over resp0’en 180

b) Welke matrix behoort bij de lineaire transfotiman R* waarbij-a het
beeld is vara ?

2
[11.1.4 De vectora = (2} wordt gedraaid over een hoek vaef

a) Bereken de exacte kentallen van het h#glda) met behulp van de
rotatiematrixR_,
(Aanwijzing: cos 60 = Zensin 60 = %\/_3)

Bij een draaiing verandert de lengte van een veutir

b) Toon door berekening van de exacte waardedé}a&m van‘ﬁso0 (a)\ aan dat

dit ook nu het geval is

I1.1.5 Een rotatie&, in R* over een hoel wordt algebraisch vastgelegd door de matrix

_3 4
1
5 5

Bereken de draaihoef.

10



1.L1.6 a) Geef de exacte waarden \as 48, sin45,cos156en sin150 .
b) Geef de matriceR , en R, ,van de draaiingen over resgs’en 150

l.1.7 a) Gebruik de somregels voor cosinus easiom te bewijzen
cos78=1 (/6-{ 2
en sin78 =2 W6+ 2)
b) Gebruik de verschilregels voor cosinus en saragle exacte waarden te
berekenen vacos18 ensin15

[11.1.8 Voor a = geldtcos@ +a )= cosr cog — sia sim, dus:

cosr = coda - siha
a) Leid een vergelijkbare formule af vosin 2o
b) Beredeneer dat uit het verband tusggmet cosa ensina volgt

cosa+ sifa=1
C) Leid af vanuit het bovenstaande af
—1.,1
COS @ =3+ COSZ
sifa=3-3cos2
d) Als a = 22,5 bereken dan met behulp van c) de exacte waardenos22,8
ensin22,8

11.1.9 a) Bereken de exacte waarden cas 37,8 ensin37,%
(Aanwijzing 2[B87,5 = 78)
b) Bereken de exacte waarden \ars52,5 ensin52,%
(Aanwijzing 2[52,5 = 60+ 45)

11



[11.2 Algebraische beschrijving van lineaire trandormaties door matrices

Op een geheel vergelijkbare manier als bij rotatiesdt een lineaire transformati€ in R?
volledig vastgelegd door de beeld&f(€) en £'(€,) van de standaardbagis € . Evenals bij

rotaties wordt vanuit deze beeldvectoren van dedstardbasis een matiixgedefinieerd
behorend bij de lineaire transformatie. Met behulp van deze matrix kan dan de lineaire
transformatie/” van iedere andere vector worden berekend.

Het vastleggen van een lineaire transformatie rabtlp van de beelden van de vectoren van
de standaard basis komt tot uitdrukking in de votigetwee stellingen.

Stelling
In R*kan bij een lineaire transformatig” vanuit de beelde (&) en £ (&) van de

standaard basisvectore®, € het beeld van iedere andere vector a ¢+ a g worden
berekend volgens

£(@)=aZL(8)+ al(®)

Bewijs
De lineariteit van/ levert.
L(@)=L(ag+ a®)
=/ ag HsL @g) behoud vectoroptellir
—al @rasl &) behoud schaling

Stelling
Als in R? bij een transformatieZ” de beelden/' (&) en £ (&) van de standaard

basisvectorerg , & bekend zijn en het beeld van iedere andere vectog g + a & kan
worden berekend volgens

£(@)=a,(8+al(®)
dan is de transformatie/’ lineair.
Bewijs
Voor hetbehoud van de vectoroptellilgschouwen we de vectorérs 8¢ + a gen
b=h&+ bg. Voor hun som geldt
a+b=ag+ag+ ber be pe he A it
=@+h)+(@+h)e
Gevolg
L(a+b)=(a+h)L(§+(a3+ BL(9
=aZ G }hL G 8L (8 B (e
=al G Fal g} by B (e
=L8¥L0)

12



Voor hetbehoud van schalingebruiken welda =A(a§+ ag) =4 gg+tA g
Gevolg
£(A8) =18 L(§)+1aL (%)
=AeL Gral @)
=AL &)

Voorbeeld
Gegeven Voor een lineaire transformatig in R* geldt voor de beelden van de

3 1
standaard basig , &, dat £'(8) :EJ en £(&) :(ﬂ :
2

2
Gevraagd Het £ -beeld van de vectad = 26 + 38,, dus van de vectad = [3} .

Oplossing 3 1
_ _ - . _ 2 g _ 3 1 _ 4
T S HIEHEW W

L

Meetkundig beeld van de stellingen
Het voorbeeld leidt tot het beeld rechts m
In het linker plaatje zijn de standaard ba&is, *

h

en het origineeh = 2€, + 3¢, getekend. De
standaard basis spant een vierkantje op. 7,
Door de lineaire transformatie ontstaat er een
scheef assenstelsel behorend bij de basis

3 1

£(8)= {EJ L&) =&J Dit is in het plaatje g
2

rechts weergegeven. Deze nieuwe basis spant het

getekende parallellogram op

De beeldvectod' = £'(a) van het origineeb heeft dezelfde kentallen 2 en 3 ten opzichte

van het scheve assenstelsel als het origineelpzohde van het standaard assenstelsel, want

£(a) =2£(§)+3£(g) bij a=2e+38

De meetkundige betekenis van een lineaire transfoehkath daarom bondig als volgt worden

geformuleerd:

Bij een lineaire transformatierandert men wel van bagisel van assenstelsel), mamaet

van kentallerten opzichte van de basis (ten opzichte van lsetasselsel).

'BR.CE‘;J - L

De matrix behorend bij een lineaire transformatgrdt, net als bij de rotatie, gedefinieerd
vanuit de beelden van de standaard basis.

Definitie
De matrix L behorend bij een lineaire transformatie in R*is de matrix gevormd door de
£ -beelden/'(8) en £(&) van de standaard basis, dus geldt

L=[£().£(&)]

13



Voorbeeld

Gegeven De/ -beelden van de standaard bagi¢e)) :[

N Nw

1
J en £(&) =@ uit het

laatste voorbeeld.
Gevraagd De matrix van deze lineaire transformatie

3 1
Oplossing L=[[(él),[(*ez)]=(7f i]
2

In de volgende stelling wordt aangegeven hoe miatlpevanmatrixvermenigvuldigingen
lineaire transformatie kan worden berekend.

Stelling

Als L :(p rj de matrix is behorend bij de lineaire transfornea#” in R? dan kan het

g s
£ -beeld van een vectd@ = a ¢ + a g worden berekend door het matrixproduct

o) 5

Bewijs

Omdat L=[[(é1),[(éz)]=(g rsj
(P . (r

geldt [(el)—(qj en [(g)—(sj

en samen me¥’(8) = a £ (&) + a£(g) levert dit

£(@)=aL(8)+ aL(Q)= {2} a}[ rsj

farea) s L5

Voorbeeld

Gegeven De lineaire transformatie” in R?uit de voorgaande voorbeelden, dus met

matrix
L=
1
3 1

2
Gevraagd Bereken het beeld van de vectbe (3] door matrixvermenigvuldiging

14



Oplossing L|_|= 2 3 =27 37|z
3) (3 1\3) (im+1s

"

Dit is de vector/'(a) die we reeds eerder in deze paragraaf gevonderehebb

Opmerkingen over de notatie.

1)

2)

3)

Er wordt een onderscheid gemaakt tussen dei@moti een lineaire transformatie en
de notatie van de bijbehorende matrix. Vootideaire transformatievordt een
kalligrafischehoofdletter gebruikt en voor de bijbehoremdatrix eengewonescheve
hoofdletter. In het bovenstaande voorbegldresp.L. Verder komt de kalligrafische
notatie alleen voor in combinatie met de pijlnaatan een vector en de gewone
alleen in combinatie met de kolommatrix van de &b@nh van een vector.

Dus: wel £ (a) en niet L(a),
wel L(alj en niet [(alj,
& a,
Verder geldt voor de notatie van de matrix
wel L:(p rj en niet [=(p rj
q s q s

Bij onze opbouw van de lineaire algebra kombdiderscheid in notatie overeen met
het onderscheid tussemeetkundigbeschouwingen, waarbij de een lineaire
transformatieZ” in R? van een origineelvectd naar een beeldvect@ met

a' = /' (a) wordt aangegeven, eigebraischéderekeningen die met matrices worden

uitgevoerd. In matrixnotatie is de genoemde trmns&bie[alj = L(ai] waarbij

& a,

L= (S rsj de matrix is waardoor de lineaire transformatgehtaisch wordt
vastgelegd.

Bij een iets abstractere opbouw van de lineslgebra dan wij doen viR?, en meer
algemeen vidR", komt dit verschil in notatie overeen nadistracte algemene
beschouwingenver vectoren (kalligrafisch en pijlen) en meencrete berekeningen
via matrices (gewoon scheef en kolommatrice§)heet bij deze benadering de
lineaire operatorop de abstracte vectorruimte leis dan de bijbehorendeatrix
(getallenblok) ten opzichte van een gekozen bagieze vectorruimte

Ter afsluiting van deze paragraaf geven we tweebamden: De zogenoemggjschuiving
volgens dex -as en deerbredingvanuit dex,-as

In de volgende paragraaf zal pi®jectievan vectoren worden besproken als een lineaire
transformatie van die vectoren en zal de matrix\zadn projectie worden afgeleid.

Voorbeeld: Glijschuiving volgens dex, -as. e T
O o
Gegeven In de figuur rechts is er sprake
van eerglijschuivingin de
richting van dex -as.
a Xy o %
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Op dezelfde hoogte ondergaan alle punten dezedgdaatsing naar rechts, dus
dezelfde verplaatsing in de richting vanxg@as. Op grotere hoogte boven geas

groter is deze verplaatsing evenredig groter.

~ (0
Bij de glijschuiving gxl} verandert de positievect(br=(hj met hoogtén in de

richting van dex -as over een afstan%ih, d.w.z. volgens de vecto}hé.

. . .. (0 hy (%h
suoeiine (G2

Op dex;-as zelf is er geen verschuiving. Dit betekentd#avectorenp =(8j langs

deze as niet veranderen door de glijschuiving
G, (M=D
Gevraagd
a) De kentallen van d§xlvi-beelden van de standaardbasis
b) De matrix van de glijschuiving.

2
C) Bereken met behulp van de matrix l@lt%-beeld van de vectad = (3}

2) - (3 4
d) Bereken voor de vectoren= (3} b= (3} enc = (3] de resp. vectoren

G, (@-3a g, ,(b)-beng  (c)-t

2) - (3 4
e) Bereken voor de vector@ﬁz(J, b’ :( ) enc = ((J de resp. vectoren

6
G,.,@)-4, 6 (b’) beng, ,(©)-¢
f) Licht aan de hand van d) en e) de naam “glijsdhg” meetkundig toe.
Oplossing L .
. . (1 Le,
a) g)cl,%(el) =4 :(O) : '
0 1\ (1L A YA ML
dyV—a+la= 1| ~ =2
gxl,%(%)—%"'z Q‘(J"‘z(oj—[l] ‘
-
b) De matrix van deze glijschuivingxlé 9 Cx =2
1
G,.=|6,:(8).6,,8)] [ ﬂ
C) Voor het beelog“xl%(a) van de vectoﬁ=2?-;+3ggeldt
G . 2)_(1 % _(12+38)_(}
7| 3 0 1 o2+1B) | 3
L 2) (2) (1 z _
o a3 J 33
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cvos-s (s G430
A EXERFALEER
e G YA
oo (I HHEH i
oo (I U b

e) Alle positievectoren in c) geven een hoogterBeen al deze vectoren veranderen
over een afstang volgens de vectog langs dex,-as.
Alle positievectoren in c) geven een hoogte 6 aanat deze vectoren veranderen
over een afstand 3 volgens de vedolangs dex, -as.
Alle positievectoren met dezelfde hoogte onderghendezelfde verandering van
afstand volgens de vect@r in richting van de;-as en op grotere hoogte boven de
X, -as groter is deze verandering evenredig grotervéklaart de naam glijschuiving.

X’

el

Dit blijkt ook bij een willekeurige vectoa = (:j .

Soe (A)_(1 B)(a)_(MAatim | _(atia) - - o — - — -
§x1,;(a)—Gx1,é(a2j_(o 1](a2j_(o@1+1m2j_( a, GLT' =

_ - a1 +% a2 q 1 1 1 ~ = . . . s + k,
a)—a= — = =

G, .(d) ( 5, j (aj 2% 57238 .

De kop van iedere positievectarwordt over een afstan%a2 verplaatst in de

horizontale richting van de basisvec®r Het is duidelijk dat deze verplaatsing groter

is naar mate de hoogtg boven dex -as groter is

1
2

Ko X~

) o2

Voorbeeld: Verbreding vanuit de x, -as

Gegeven In de figuur rechts is er sprake van
een verbreding waarbij alle punten
A keer zo ver van de&,-as komen te

staan. Deze transformatie wordt = A~ x
genoteerd ald/_, .
De matrix die deze transformatie vastlegt is

()l Oj
V, =

> 01
Gevraagd

a) De Vw -beelden van de vectoren van de standaardbasis.
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b) De kentallen van he‘i/w -beeld een vectoﬁ:[:zj
C) Een meetkundige toelichting op het resultaabligan de hand van een tekening met
de standaard ass€Rr,, X,), een vector@d en zijn beeld)/xzvﬂ (a).
Oplossing
. A . 0 L . N
a) me(el)=(oj en %z,ﬁ(ez){lj- Dus), (&) =18 en )] ,(&)=8.
. A0 AlH+0 A
R N R VI
a, 0 1)\a OCh + 10k, a bl == m g = Koy
C) Bij deze verbreding wordt dg -component van een vector dus | '
|
A Kkeer zo groot en blijft de,-component van de vector i !
ongewijzigd. 5 i': ;.12,_
Opgaven

111.2.1 Een lineaire transformati€ in R?wordt algebraisch gekarakteriseerd door de

matrix

3

a) Bereken met behulp van matrixvermenigvuldigiegdntallen van de’-

~ (0} . (3) - (1 2y . (1
beelden van devectoreﬁ:( j a:[ j b:[ j 6:( j q:[ J en
0 -1 -2 1 0
_ (0O
%71

b) Leg uit dat de beeldefi(€) en £ (&) van de basisvectoref eng,

onafhankelijk zijn.
C) Teken in een assenstel¢gl, x,) de vectoren/'(§) en £'(€,) en het

bijbehorende scheve assenstelsel.
d) Teken ook/'(a) en toon door ontbinding meetkundig aan dat

£(8)=3£(8)-£(8)

l1.2.2 a) Dezelfde vraag als 111.1.1 .a) in hevgkdat

2 -4
L=
5l
b) Leg uit dat de beeldefi(€) en £ (&) van de basisvectore® eng,

afhankelijk zijn.
C) Teken in een assenstel¢gl, x,) de lijn door de oorsprong die volges(€ )

en /(&) is gericht. Geef ook de formule van deze lijn

18



- (d
C) Toon aan dat voor hef—beeld van een vectal = [dl] geldt

2

£(d)=(d,-2d,)£(®)
Dus het beeld van iedere vector is gericht volgenkjn langs£'(€)

d) Voor welke waarden vad, en d, is het/—beeld van de vectal de
nulvector?

l1.2.3 a) Dezelfde vraag als 11.1.1.a) in hevgkdat
0 0
L=
o o
b) Verklaar de naamulafbeeldingvoor deze lineaire transformatie

11.2.4 De lineaire transformati in R?wordt vastgelegd door de matrix
5 :(1 oj
“ {00
- (0 _ (3
a) Bereken kentallen van d@l-beelden van de vectoreﬁ:[oj, a:( j

5o (e} 4{e) s-{o)me-[)

b) Teken in een assenstel$g|, x,) deze vectoren en hun bijbehorende
7, -beelden
Uit b) blijkt dat Z} de projectie op de; -as is. Dit blijkt algemeen uit het volgende.

C) Toon aan dat geldt voor een willekeurige ve@‘m(:‘j in R? geldt
Z(@)=ag

d) Geef de matrix voor de projecti€ in R?op dex,-as

1.2.5 De lineaire transformati€ in R?wordt vastgelegd door de matrix

Y

- (0 3
a) Bereken kentallen van d€ -beelden van de vectoreﬁ:(oj, é:[ j

g 3) . (1 g 0y . (1 (0
= , C = , = , = en =
-2 5 5 4 0 & 1
b) Teken in een assenstel§g/, x,) deze vectoren en hun bijbehorende

5X1-beelden

C) Van welke transformatie is hier sprake?
d) Geef de matrix van de spiegeling in xie
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1.2.6 De lineaire transformati€, _, in R?wordt vastgelegd door de matrix

< (01
Xzle_lo

- (0 3
a) Bereken kentallen van d€ _, -beelden van de vectoreﬁ=[0) 51:( J

(2} ) -G

b) Teken in een assenstel§g/, x,) deze vectoren en hun bijbehorende
S,,=x, -beelden
C) Van welke transformatie is hier sprake?

I11.2.7 De lineaire transformati®; in R*wordt vastgelegd door de matrix
V, =
0 1
a) Toon aan dat geldt voor een willekeurige veaer[zlzj in R? geldt

Y @)=1a
b) Verklaar de naarschaaltransformatieoor )}

C) Verklaar de naardentiteitsafbeeldingoor de lineaire transformatié =),
en geef de matrix behorend bij de transformatie

1.2.8 De glijschuivingG, , in de richting van dg -as met een factoi wordt vastgelegd

1 A
door de matrix G, ,=
o 01

a) Toon door berekening aan dat het vgQr, -beeld een vectod =[21Jgeldt

22

(Dus G, ,(@)=a+alg)
b) Geef de matrix voor de glijschuiving, , entoon aarg, ,(d)=a+aAg

111..2.9 Een lineaire transformati€ in R?wordt algebraisch gekarakteriseerd door de

matrix
O —_
L=
o)

a) Toon door berekening aan dat hier Hétbeeld een vectoa =[le de

nevenvectord is van de vectod
b) Bereken de matrilR , behorend bij een rotatie over’

20



[11.3 De matrix van een projectie in R?

Veelal ongemerkt komen we vaak met projecties mraang. Denk bijvoorbeeld aan een
foto: hier is sprake van projectie van ruimtelijk@orwerpen in een plat vlak (de foto). Of bij
landkaarten in de aardrijkskunde: delen van onedeas|n geprojecteerd op een landkaart.
Een belangrijke tak van de wiskunde, de zogenogmajectieve meetkundes zelfs geheel
gewijd aan projecties, en wel specifiek aan prggsctanuit een punt.

Binnen het kader van lineaire transformaties spextal deloodrechteof orthogonale
projectieeen rol, die we hier kortweg projectie zullen neem

2

Het volgende is een meetkundige definitie van tageop een lijn.

Definitie \

Laatk een lijn inR*zijn. Als d@een vector is irR? dan is de \ &
projectievan a langs de lijnk, notatie 7 (&), de pijl die ontstaat door
de pijl vana loodrechtop deze lijn te projecteren. 2

Om over de matrix behorend bij een projectie tenaimspreken
moeten we eerst aantonen dat de projectie langkjeeen lineaire
transformatie is.

Stelling
De projectieZ in R?langs een lijn k is een lineaire transformatie, @.woor alle vectoren

aenb in R%en voor iedere scalad geldt:

Z(a+b)=2(3)+2Z(b behoud vectoroptelling
Z(Ad) = AR (d) behoud schaling
Bewijs g

Behoudvectoroptellingvalt het eenvoudigst in te zien met de
kop-staart methode van vectoroptelling. In de figwaehts is de

staart van de vectds in de kop van de vectdgeplaatst. De
pijl van de staart va@ naar de kop vab is de somvector
a+b.
De geprojecteerde vaa langsk is de vectorZ, (a) en de
geprojecteerde vah langsk is de vectorZ (b). Deze
geprojecteerde vectoren liggen ook kop-staart. &xor van de
staart vanZ, (&) naar de kop vaﬂ’k(B) is de geprojecteerde
Z(a+b) vana+b.
Aldus zien we meetkundig in:

Z(a+b) = Z(8)+ (b

~

Behoudschalingvolgt uit het gegeven dat als een veclarontstaat
door schaling met een scalawuit de vectora dan geldt ook dat de
geprojecteerde; (18) van Aa langsk ontstaat door een schaling

|
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met de scalat uit de geprojecteerd&,(8) van a langsk, zoals met de figuur rechts valt in

te zien. Dus:
Z(Aa) = AZ(3)

Om matrix van de projectie overzichtelijk te kunmerteren maken we gebruik van het
volgende

Definitie
De sommatrixL + M van de2x 2 matrices

@ = vl

L= en M =

q s u w

L+M=(p rj{t vjz(pﬂ r+v\J
qg s/ (uw (¢tu &

De schalingvan de matrix L met een scalad wordt gegeven door
)IL:)I(p rj:(/}p /]rj
g s AQq As
Opmerkingen

1) Aldus hebben d@x 2 matrices op dezelfde manier een optelling en ealaise
vermenigvuldiging als de kolommatricesRf . Omdat zo’n matrix 4 kentallen heeft
vormen de2x 2 matrices een zogenoemde 4-dimensionale vectoruimt

2) In de volgende paragraaf wordt van deze optetim scalaire vermenigvuldiging van
2% 2 matrices verder gebruik gemaakt

wordt gedefinieerd door

Stelling
In R?wordt de projectieZZ van vectoren ten opzichte van de lijn k vastgetkmat de

matrix
p-1 ( k? klsz
C R ke K
hierbij is k =[k1
k

j een vector gericht langs de lijn k.
2

Bewijs
Met behulp van de figuur rechts gaan we de pragect (€) 3
en Z (&) van de vectoren van de standaardbasis uitdruk&en d

lengte en de kentallen van de veckor
Er geldt

2(8)=0P= OR" = ORTe

2

S
-
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)= 50= 0% =
7(&)=0Q= 0QJ "= OQT

waarbij voor de eenheidsvector largs de richting vark geldt & :ﬁ k ZA(EJ .

2
Met behulp van gelijkvormige driehoeken worden @R en OQ uitgedrukt in de lengte en
de kentallen vark

AOPM ~AOLK = 2P -OM E’:@ ~ op=f

oL oK = k [k \k\

ANQO~AOLK = %:g_lf = %?=% = OQ=‘%‘
sy= Kok 1k 1(K
oo ro-pa=pe) \Er[klkj
ok ko 1K) 1 (kK
ﬁ(%)—‘i‘tﬁ ‘RHR‘ kzj ‘R‘z(kzzj
Resultaat Rﬂﬁ(é)ﬁ(é)kﬁ[kﬁ klfj

2
|
Voorbeeld

GegevenDe lijn k: x, =2X

3

4
Oplossing Maak zelf een tekening van de situatie.

Gevraagd Het beelda van de vecto@d :( ) bij spiegeling in de lijrk.

_ (1 _
De vectork = (2) is een vector langs de Ii]nmet‘k‘2 =1° + 2° = 5 Voor de matrix van de
projectie opk geldt daarom

o _1(10 1) _1(1
““5l1@2 22) 5|2 4

3
Het beelda’ van de vectod = (4} is daarom
5=p 3) 11 2\(3) 1 103+ 234 1/ 1
~%la) 52 4/l 4 5| 0% 414 s 2

Aanhangsel: Afleiding van de tweede projectiestefig

In 81.7 zijn twee projectiestellingen bewezen. \dentweede geven we nu een ander bewijs
met behulp van de projectiematrix. Aldus kunnerziee hoe projectie met behulp van
inproduct en projectie met behulp van de projeciteix met elkaar samenhangen.
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Tweede projectiestelling
Laat k een lijn in een vlak zijn door de oorspraram een standaard assenstelselkereen
vector inRR? gericht volgens deze lijn.
Voor de loodrechte projectie iR*van een vectog op deze lijn geldt
Z@= <k i
: k>

Bewijs
Uit de projectiematrix big = a ¢+ a§ volgt

[l )
“\a, H kk, k) R\ kk,a+k’a,

sy S

)

k
Omdat‘l?‘2 =(k, k) betekent dit

z@=Kd¢
(k, k)
O
Opmerking
In opgave 111.3.5 komt aan de orde hoe omgekeendiva;, (8) = EE % k de projectiematrix

kan worden afgeleid.

Opgaven
2
[11.3.1 De vectora :(ZJ ondergaat een project® in R*de projectie”2 op de lijn

kix,=3x
a) Bereken de projectiematrig

b) Bereken de kentallen van het be#)(&)
1

e

1.3.2 In RZ%is k :[ j een vector die de richting vastlegt van een ligokr de

oorsprong
a) Welke hoek maakt lijk met dex, -as?

0
De vecto@d = (ZJ wordt op deze lijn geprojecteerd

b) Bereken de exacte kentallen van het b&g(d)
C) Verklaar het resultaat uit b) meetkundig
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1.3.3

1.3.4

11.3.5

a) Bereken exact de matrix dieRf de projectie”2 vastlegt op een lijk door
de oorsprong die een hoek vaé® maakt met dex, -as

b) Bereken exact de matrix die R de projectieZ; vastlegt op een lijik door
de oorsprong die een hoek va4B maakt met dex -as

C) Bereken exact de matrix die Id*de projectie”Z vastlegtop een lijk door
de oorsprong die een hoek va@® maakt met dex, -as

In R? is Z de projectie op de lijk: x, = =3 Ok

6
De vectora :( j verandert niet door de projectie, dus er geftita. =(a)

a) Verklaar dit meetkundig
b) Toon ook met behulp van de projectiematfixaan dat%, § F a

C) Geef nog enkele vectorenmet de eigenschag, v (=)v

De vectord’ :( ) is na projectie de nulvector dus er geff(a’) =0

d) Verklaar dit meetkundig
e) Toon ook met behulp van de projectiemaRjxaan dat (') = 0

f) Geef nog enkele vectorem met de eigenschag; (W) = 0

Voor de loodrechte projectie iR*van een vectod = a & + agop een lijnk geldt
volgens de tweede projectiestelling uit 81.7

.a g

(k, k)

waarbij k = k& + kg een vector is gericht volgens deze lijn.

Dit betekent ook, metk, k) :‘Rr , dat geldt

%@ =

O

Toon uitgaande van deze laatste uitdrukking adgeldt voor alle vectorea

(a)le 2]

(Omdat dit voor alle vectorea geldt levert dit voorZ, de matrix

Pzi(kf klsz )
CR ke K
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[11.4 De spiegeling inR? via het complement van een projectie iR?

In de inleiding van §lI1.0 is al meetkundig aangetd dat despiegeling.$, in R* ten
opzichte van een lijk een lineaire transformatie is. Dus volgens §lligg matrix
S =[fk(”q),5k(”g)] deze lineaire transformatie algebraisch vastiegarbij 5, (€) en

S, (&) de spiegelingen zijn van de standaard basis.

In het eerste aanhangsel van deze paragraaf, nbgbdborende opgaven, zal echter blijken
dat het algebraisch nogal gecompliceerd is om s&eleks vanui€ en & geschikte
uitdrukkingen voors, (€) en S, (&) af te leiden en daarmee voor de majx

Meetkundige argumenten via het zogenoecaaplement van een projecteden op een
meer eenvoudige manier tot de gewenste m&yix

Definitie

Als Z de projectie is inR? op een lijnk vastgelegd dan heet de projecsie op een lijnl
loodrecht ok hetcomplementan de projecti¢?, . Dit complement varf, wordt genoteerd
als Z°.

Dus 10k = ZA=2Z°

Met behulp van de volgende stelling kan de matam® ket complement van een projectie
eenvoudig uit de matrix van de projectie worderekend. In deze stelling is er sprake van de
som van twee lineaire transformaties. Deze som wordet tweede aanhangsel van deze
paragraaf precies gedefinieerd, maar ook zonderdefinitie valt de betekenis ervan goed te
begrijpen via de som en het verschil van matrices.

Stelling (volledigheid bij projecties)
In R?vormen een projectie en het complement van dejectimsamen de identieke
transformatie, d.w.z. zijn samen volledig. DusZlsle projectie is inR*op een lijn k dan
geldt

RAR =7
Bewijs
In een vlak is de lijikk gegeven en ook de lijnoodrecht op
k, dusl Ok . Een vectora wordt ontbonden volgens deze
twee lijnen. De ontbondene van de vediolangs de lijrk is
de projectieZ; (d) van @opk en de ontbondene van deze

vector langs de lijis de projecti¢z°(a) van aopl. De

vector a is de som van deze ontbondenen
R@)+Z@)=2a

Voor de identieke transformatié geldt / @)= a, dus
Z@)+2(8)=7(3)

Omdat dit voor iedere vect@ in R”geldt wordt dit geschreven als
R+ =T

26



Voorbeeld
GegevenDe lijn k: x, = £ [X in het standaard assenstelel x,)

Gevraagd
a) De matrix van de projecti&

b) De matrix van het complemed® van deze projectie
Oplossing
-~ (3 _
a) De vectork = (2) is gericht volgens de lijk met‘k‘2 =3+ 2° = 13 Voor de matrix

van de projectie ok geldt daarom
P = 1(30 3@ 1(9 6
“13\32 2@ 13 6 4

b) Uit de stelling volgtZ° = 7 - Z . Dit betekent voor de bijbehorende matrices

P°—|—P—1 0) 1(9 6)_1(13 0\ 1(9
K “ 1o 1) 13l6 4 13 0 13 13 6

_1(4 -6
13l-6 9

In R? kan despiegelingin een lijn worden gezien als hetrschilvan deprojectieop die lijn
en hetcomplemenvan die projectie.

Stelling
In R? is de spiegelings, in een lijn k het verschil van de project in die lijn en het

complement de projecti&;®

Bewijs
In de vlakke figuur rechts is de lilngegeven en ook de lijn
loodrecht ok, dus| Ok . De vectorOA = S, (@) is de gespiegelde
van de vectoDA= a in de lijnk.
De positievecto@d wordt ontbonden volgens deze twee
lijnen: a=2Z(a)+A°(3).
In de figuur rechts is te zien d&D = 2 (d) en DA = -2°(3).
OmdatOA = OD+ DA volgt hieruit

5@ =2()-2(3)
Omdat dit voor iedere vect@ in R?geldt wordt dit geschreven
als

S=R-A
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Voorbeeld

GegevenDe lijn k: x, = £ [X in het standaard assenstelel x,)

Gevraagd De matrix van de spiegeling,

Oplossing

Voor de matrices van de projecti® en van het compleme®f° geldt volgens het vorige

voorbeeld
9 6 4 -
PK :i en FT(C :i
13\6 4 13\-6 9

Het verbands, = 7 — 7° betekent voor de matrices:
1(9 6y 1(4 -6y 1(5 12
S=R-B=20 0 s o )T T 10 o
13(6 4) 13 -6 9) 1312

Samenvatting
Voor hetberekenen van de matrix van een spiegelfpdn een lijnk in R? hebben we dus

volgens de volgendaroceduregewerkt

1) Bereken voor de projecti& de matrix met behulp van
. ( K klsz
k = -2 2
\k\ kk, K
2) Bereken de matri®’ van het complemenf;® van deze projectie met behulp van
7=7-7
3) Bereken tenslotte de matrg van de spiegeling met behulp van
SE=R-K

Opmerking: Vermenigvuldiging ten opzichte van eenijn

Niet alleen de spiegeling iR?in een lijnk kan worden geformuleerd met behulp van de
projectie in die lijn en het complement van diejpctie, maar ook deermenigvuldiging ten
opzichte van een lijn k met een factbr

- In de figuur rechts wordt de vectar
ontbonden naar een componefj(a) langs

de lijnk en een componed®‘(a)
loodrecht op die lijn, dugi = Z(3) + Z°(3)

- Bij vermenigvuldiging van een
vector a ten opzichte van de lijkmet een

factor A, notatie’){ , (), blijft de
componentZ, (a) langsde lijnk
onverandercen wordt de het complement
Z°(8) loodrechtop de lijnk met eerscalar
A vermenigvuldigdAldus

Y@ =ZR@)+A7(3)
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Omdat dit voor iedere vect@ in R*geldt kunnen we de vermenigvuldiging ten opzichte
van een lijnk als volgt definiéren

Definitie
In R*wordt de vermenigvuldigin@/m ten opzichte van een lijpmet een factot vanuit de
projectie Z, in deze lijn gegeven door

Y, =RHAZ

Opmerking
In R*geldt voor het berekenen van de matrix behorendebijermenigvuldiging?{m ten
opzichte van een lijk eenzelfde procedure in drie stappen als die veanatrix van de

spiegelings$, in een lijnk.
Aanhangsel 1: De matrix van een spiegeling vanuitdbeelden van de standaard basis

Bij het bewijs van de volgende stelling wordt detrixazan een spiegeling, in R*direct
afgeleid vanuit de spiegelbeeldgp(g) en S, (&) van de standaard basis g,.

Stelling
In R?wordt de spiegelings, van vectoren ten opzichte van de lijn k vastgetimtt de
matrix
k’-k’  2kk
S = 2_ 12
‘ ‘ 2k, K-k
hierbij is k = (Ejeen vector langs de lijn k.
2

Bewijs

We leggen een orthonormaal assenstglsg}) aan met de
x-as gericht volgens de vecthr, dus volgens de spiegellijn

k. De eenheidsvector volgensxdas is daarong, =ﬁ(:§j

Dey-as is gericht volgens de nevenvector &en dus geldt

R -k
voor de eenheidsvector langsydas €, = § :ﬁ( Zj

Vanwege de spiegeling zijn de kentallen van hetggdbeeld
S, (8) ten opzichte van het assenstelsely) gelijk aan de
kentallen van de vectd, ten opzichte van het standaard assenstétset,) . Derhalve
kP -k, j

ko ko ok
@ W\RWWU TU o
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Voor de hoek varg naarg, geldt 0(& — &) =«+0 =90 en voor de hoek vars; (&) naar

S, (8)geldt O(S, (8) - S,.(8)) =-k-0=-90". Dit betekent dat * _
S, (&) minus de nevenvector vasj (€) is, met als gevolg 2,4 ST -
) e 1(k2-Kk2) 1 2k
(&) =-5(8) :_Tz(lq . J :Tz( 2 22
KL 2Kk ) )7k - K
Resultaat
. . 1 (k*-k? 2
S =[5.(@.S5.(9) =72(k1 5 zki"zzj
‘k‘ 2kk, kK
O
Opmerkingen
1) In de opgave I11.4.8 wordt uitgewerkt hoe menwidide formule in deze stelling tot de
relatie S, = 7 - Z° kan komen.
2) In de opgaven I11.4.6 en 111.4.8 wordt een amdafleiding van deze formule van de

spiegelingsmatrix gegeven. Hierbij worden de somliegoor cosinus en sinus
gebruikt (zie hiervoor bijv. opgave 111.1.8).

Aanhangsel 2: Optelling en schaling van lineaire ainsformaties

Voor de volledigheid volgen hier de formele defgstvan optelling en schaling van lineaire
transformaties. De daarna volgende stellingen gaaendat bij optelling en schaling van
lineaire transformaties er sprake is van behoudineariteit van de transformatie.

Definitie
In R? heet een transformatiel desomvan twee lineaire transformatiedZ en A~ als
voor alle vectorera geldt
A@)=M@+NV (3
Voor de somtransformatied wordt de notatie?/ + A~ gebruikt

Definitie
In R? heet een transformatig! eenschalingmet een factoys van een lineaire
transformatie#/ als voor alle vectorea geldt
A(@) = uM (8
Voor de schaaltransformati¢l wordt de notatieu#/ gebruikt

Stelling
De som van twee lineaire transformatiesin is een lineaire transformatie

Bewijs

Laat A/ en A lineaire transformaties ifR* zijn. Er moet dan worden bewezen.worden
(M +NY@+b) = (M +N)A)+(M+N)Db) behoud optelling
(M +N)A&) = A(M + V) () behoud schaling
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Behoud optelling

(M + N )(@+b)=M(a+ b+ N (a+ b definitie optellingZ + A~
=M AYM (AN & YNV | ) behoud optelling var?Z/  en vaiv”
=M YN & Y M (b)+ NV (b)
= M+N K M+N K ) definitie optelling?/ + A~

Behoud schaling

(M +N)AQ) =M (AQ) + NV (1) definitie optelling?/ + &~
=AM A HYAN & ) behoud schaling vart#/ en vatv
=AM @)+ NV ()
SAM+N ) definitie optelling?” + &~
O
Stelling

De schaling van een lineaire transformatiesRA is een lineaire transformatie

Bewijs
Laat // een lineaire transformatie iR* zijn die met een scalgw wordt geschaald. Er moet
dan worden bewezen.worden

UM (+b) = uM (@) +uN (b behoud optelling

UM (AQ) = AuM (d) behoud schaling

Behoud optelling
UM (A +Db) = (M () + M (D) behoud optelling vari/

=uM & Y uM )
Behoud schaling
UM (A8) = uA M (d) behoud schaling vari/

=AuM @)

Opmerking

Het is min of meer vanzelfsprekend dat deze twelérgien leiden tot de optelling en de
schaling van de matrices behorend bij deze lineaaresformaties. Om dit formeel aan te
tonen is echter een wat vervelende klus die wedubterwege laten.

Opgaven

I11.4.1 Bereken de matrix die ifk* de spiegelings; in een lijnk: x, = —% X Vvastlegt
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2
[11.4.2 De vectora = (2) ondergaat een spiegeling in een lijnk door de oorsprong die een

hoek van3®® maakt met dex -as

a) Bereken de exacte kentallen van het h&ga)

Bij een spiegeling verandert de lengte van eerovetet.

b)  Toon door berekening van de exacte waarderjaaen van|.$, (d)| aan dat dit
ook nu het geval is.

1.4.3 a) Verklaar meetkundig dat bij de spieggliﬁzzX1 in R?voor iedere vector

oo Joma s (2]

b) Bereken met behulp van &) _, (€) en S, _, (&) en geef de matrig, _,
behorend bij deze spiegeling

5
I1.4.4 Gegeven inR* de vectoré=(5j ende lijn k:x, = —% X

a) Bereken de matrix behorend bij de projecieop de lijnk.

b) Bereken de matrix behorend 8113 de vermenigvuldiging ten opzichte van
de lijn k met een factor 3.

C) Bereken ook de kentallen van ht, -beeld van de vectda.

1.4.5 Verklaar dat inR”geldt ) _, = S, en dat geldt)], =27,

l11.4.6 In deze opgave bewijzen we een stellingnivaeen andere uitdrukking wordt gegeven
voor de matrix van een spiegeling in een kjin de volgende opgave wordt deze
matrix met behulp van de somregels voor cosinusirars omgewerkt naar de
omgewerkt naar de uitdrukking voor de spiegelingsma aanhangsel 1.

Stelling
In R*wordt de spiegelings, van vectoren ten opzichte van de lijn k vastgetémst
de matrix

K

COS X sin%
sin2k - cos?%

hierbij is x de richtinghoek van een eenheidsve@or (zony(j langs de lijn k.
ink

a) De hoel« is de georiénteerde hoek van de %
vector € naar de eenheidsvectgy, die gericht P
is langs de lijrk. de "I T Tue
Verklaar dat voor het spiegelbeel](g) van \ /
de basisvectog geldt /f&, g,
COS X
5k(él)=ek=(smzkj AL
; ’E" X

32



b) Verklaar dat geldts; (&) =-5,(8)" en toon hiermee aan dat
sin 2«
x@p( j

—COS X
C) Gebruik S, =[5k(*q),5k(”g)] om bovenstaande uitdrukking voor de
spiegelingsmatrix af te leiden

111.4.7 Volgens de vorige opgave geldtlRf voor de matrix van een spiegeling in een kijn
_(cosx  sinZ
- (sin 2k —COs Z’J

Volgens opgave I1.1.8 gelden als somregels vosinus en sinus

cos X = codk — sifk
Sin2x = 2cox Sk

K

a) De vectork = (E

j met richtinghoelk, is gericht langs de liji.
2

De eenheidsvectog, :ﬁ(fj in de richting van de vector in de richtikgis
2

Cosk
gelijk aan de eenheidsvectgy = (sin/(} met richtinghoelk.

Druk cosk uit in k, en‘lz‘ , en druksink uit in k, en‘lz‘.
b) Toon met behulp het bovenstaande aan dat geldt
S:g{w—v 2&@}
’ \Rr 2kk, K-k’

111.4.8 Voor de matrix van de projectie in een ljgeldt in R?
p_i{w &ﬂ
k = =2 2
\k\ kk, &k

a) De vectork = (E

2

_, -k
j ligt langs de lijnk. De nevenvectok :( kjj Staat

loodrecht op de lijik. Door in de matrixR, overalk, te vervangen dootk,
en overalk, door k; wordt de matrixR’ van het complement van de projectie
verkregen. Geef deze matri¥ in termen van de kentallen van

b) Toon met behulp van de matricBsen P’ aan dat geldtZ + 2° =/

d) Toon met behulp van de matricBsen P aan dat geldt en de matrix voor de
spiegeling in lijnk uit aanhangsel 1 (of uit opgave 11.4.7) dat geldt
S=R-A
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1.5 Gauss-Jordan kolommethode inR? voor lineaire transformaties

In veel situaties is van een lineaire transformiati®& > het beeld van twee onafhankelijke
vectoren direct bekend terwijl de beelden van daddardbasis niet zo eenvoudig zijn te
vinden.

Voorbeeld
In opgave 1Il.4.1 wordt de matrix gevraagd dieRAde spiegelings; in een lijn

K:x = —% X Vvastlegt. Er is een procedure van drie stapperugelmm de matrix

S =[5k(*q),5k(”g)] te vinden vanuit de matrix van de projectiekop

Van de volgende vectoren is het beeld echter direlotnd:
Alle vectorenv dielangsde lijnk liggen blijven bij spiegeling
ongewijzigd:

S.@)=v

4 -2
Mogelijkheden voor de vector zijn: v :( J env =( 3 J
- 2
Alle vectorenw dieloodrechtde lijnk staan zijn na spiegeling
tegengesteld gericht

S W)=-w
4Y (3 -2) (-3
Mogelijkheden voor de vectol zijn: W= = enw=| 5 | = 2
-3 4 5 -2

De zogenoemd&auss-Jordan methodg een procedure die vanuit dergelijke direct nellee
beelden altijd de beelden oplevert van de standaasis, in dit geval levert deze methode dus

vanuit $, (V) en S, (W) de beeldens, (€) en S, (&)

Aan deze Gauss-Jordan methode liggen de volgeretedigllingen ten grondslag, die een
generalisatie zijn van de eerste twee stellingeBIUi2. Daar was sprake van de standaard

basisg ,& en van de beelded’(€) en £'(&,) . Hier is sprake van een niet-standaard basis
V,W en van de beelder' (V) en £ (W).
In essentie wijken de bewijzen hier niet af varbdwijzen in 8l111.2

Stelling
In R*kan bij een lineaire transformatig” vanuit de beelde (V) en £ (W) van twee

onafhankelijke vectored enw het beeld van iedere andere vector A v+ A,Ww worden

berekend volgens
L(@)=AL )+ AL (W

Bewijs
De lineariteit van/ levert.
£(a) = L(AV+A,W)
=L QV L AW) behoud vectoroptellin
=AL G AL W) behoud schaling
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Stelling
Als in R? bij een transformatie/” vanuit de beeldex’ (V) en £ (W) van twee
onafhankelijke vectored enw het beeld van iedere andere vector A v+ A,Ww worden
berekend volgens
£(@)=AL (V) +A,L(W
dan is de transformatie/’ lineair.
Bewijs
Voor hetbehoud van de vectoroptellilgschouwen de vectorén= A,V + A,Wwen

—

b =4 V+ p,W. Voor hun som geldt
a+b = AV AW 12V L2, W AV VA W 2,
= QN At W
Gevolg
L(@+b)=(A+ ) L (V) + (A + 1) L(W
=AL WL AL Wy pL W
=AL WAL Gl Oy pL W,
=L &WLD)
Voor hetbehoud van schalingebruiken weda = (A, v+ A, W) = o, V+ N, W
Gevolg
£(6a) =N L V) +N,L(W
=0 QL U AL W))
=0/ @)

Stel van de niet-standaard bagisw in R?zijn de beelden/ (V) en £ (W) van een lineaire
transformatie£ bekend
De essentie van de Gauss-Jordan methedal om in een paar stappen zodanige scgars

en y, te bepalen dat uiteindelijk de vect®r= y,v+ y, W van de standaardbasis ontstaat en
daarmee de vectaf'(€) = y,£ (V) + y,£ (W en om in een paar stappen zodanige scalars
en 9, te vinden dat uiteindelijk de vect@& = o,v+J,W van de standaardbasis ontstaat en
daarmee de vectar'(&,) = ,£'(V) +3,£(W. Dan is de matrix =[ £'(&), £ (&)] bekend.

Voorbeeld
We lichten dit nader toe aan de hand van het béaande voorbeeld ifR* van spiegeling in
K:x = —% X . Van de volgende onafhankelijke vectoreanw zijn de beelden bekend

voor o= 4] gaar 5[ *)<( )
woor we(3) gmr 5 [3)=-(2)<(

35



- We vormen eerst een vector in de richting vanettor € van de standaard basis

! ! v ’ {4j {3j (ZSJ ! |
De combinatie 4V + 3w= + = IS zo’n vector.
-3 4 0
Dit levert S 25 =43 4 +39 S\ g 4 I Y
0 -3 4 -3 -4 -2

1 7
en dus S (OJ =2—15(_24j

- We vormen vervolgens een vector in de richting @a vectorg, van de standaard
basis

e s3] 8) e
De combinatie 3V -4Ww= - = IS zo'n vector.

-3 4 -25
Dit | . 0_3 4_4 3) 4_ -3 (2
e s e es( =4 {73

0 24 -24
en dus S =-1 =1
1 25\ 7 25 -7
- Resultaat
1( 7 =24
=5 (€ ,f )|l =—
S =[5(8), 5.(®)] 25(_24 _7j
Dit is de matrix die we eerder in opgave Ill.4.bhen gevonden

Om de Gauss-Jordan methode voor een lineaire tranafie £ in R? overzichtelijker te

maken wordt eedx 2 matrix gevormd met behulp van de mat[rvxw van de gegeven

originelen boven en de matr[xC(V),[(\Tv)] van de gegeven beelden onder

{[[([Vv):%)ﬂ

In het geval van het voorbeeld R met de spiegeling ink : x, = —% X levert dit

oridineel 4 3) |
rginee 3 4

Beeld 4 -
— _3 _4 -

Voorbeeld van de Gauss-Jordan methode met déx 2 matrix
We bekijken weer ifR* de spiegeling irk : x, = —% X

4 3) 25 0)] 1 1
-3 4 | '= 4 + 3| 0o -25| T 0

4 -3\ N'=3 -4 L) A ST I Y A
3 -4 —24 7 25 25(-2 -7

(| (N | (.
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Toelichtingop de berekening:

4 3
-3 4 . . .
De kolom| = 4 wordt met de koloml = gecombineerd zodanig dat er een nieuwe
-3 -4
kolom | ' ontstaat waarvan heteede kentd) is.
4 3 25
-3 4 0
['=4 +3I = + =
4 -3 7
-3) (-4) \-24

Verder wordt de kolonh gecombineerd met de kololinzodanig dat er een nieuwe koldin
ontstaat waarvan hetrste kentaD is

4 3 0

-3 4 -25
=3 -41 = - =

4 -3 24

-3 -4 7

Bij de eerste pijl wordt deze combinatie van koloemvermeld.

De hier gegeven toelichtingan worden gezien als ebarekening op kladpapieWordt de
Gauss-Jordan methode gebruikt bij de uitwerking e@n opgave dan hoeft alleen het
bovenstaande schema te worden opgeschreven etemeatiere toelichting.

Bij de tweede pijl wordt aangegeven hoe uit de koteen| ' en Il * de kolommenl " en
[l "ontstaan die bovenin de eenheidsvectoren bev@tennderste2x 2 matrix is dan de
gevraagde matrix voor de spiegeling

1( 7 -24
S“zs 24 -7

De grote kracht van de Gauss-Jordan kolommethodigt iwe nu één procedure hebben
volgens welke we iR altijd de matrix van een lineaire transformatie temn vinden.

We illustreren dit aan de hand vansideve projectidn de opgaven komen opnieuw lineaire
transformaties als spiegeling, glijschuiving endaxhte projectie aan de orde.

Voorbeeld: Een scheve projectie

Gegeven
De lijnenk: x, :% X enl:x, =3x, in een standaard assenstelsel

(%5 %)
ledere vectod in R*wordt ontbonden volgens deze I§renl,
waarbij 8, de ontbondene is langen waarbijg de ontbondene

is langdl.
Descheve projectieZ , van een vectod in R?op de lijnk

evenwijdig aan de lijhwordt gedefinieerd door
‘7i,|u (@) =3
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Gevraagd De matrix B, van deze scheve projectie

Oplossing
De volgende onafhankelijke vectorgmenw, gericht resp. langs de lijnérenl, geldt

HEE
) o 3

In termen vard x 2 matrices geldt nu

B3 eaw [59)  [ (5 9]
o e

Il (I | B
De gevraagde matrix is dus

voor V

s
I

voor

e I e £

Opmerking
Naast de hier behandelde Gauss-Jordan methadié iroor kolommerbestaat er ook een

Gauss-Jordan methode R¥ voorrijen. Deze laatste methode vergt echter de nodige
voorbereiding in termen van zogenoemde lineairseatevergelijkingen. Beide methodes

kunnen worden aangepast naar hogere dimensiesaduRfimetn> 2.

Aanhangsel:Lineariteit en combinatie van kolommmen
Aan de basis van de Gauss-Jordan method¥ itigt de linariteit van de transformatig’ .
In het kort, en iets anders geformuleerd, zijnté#isgen aan het begin van deze paragraaf
(zie ook opgave 111.5.6)
AL )+ AL (8) = L(AV+A,W)
Dit betekent voor lineaire combinaties van de katmenl enll in de 4x 2 matrix

{ [V, W] } | '= A1 +AJI { [ AV + A, 09+ 121,W] }
[£@),LR)]| 1= p) + )l [AL (V) + A,L (W, 1L (D) + 1L (W]
Il | i
_ | AV A Y+ 1,
IR IPACAEY R WATAZIA ]
| .
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Dus de lineaire combinatie'= Al + Al levert voor de lineaire combinati&v + A,Ww het
£ -beeld £ (AV+A,W) van de lineaire combinatie.

Analoog levert de lineaire combinatie’' = £ + I voor de lineaire combinatig,Vv + £, W
het/ -beeld £ (v + 1,W) van de lineaire combinatie.

Opgaven

I11.5.1 In R? is Z de projectie op de lijk: x, = —%Dg

De vectorv :(

a)
b)

De vectorv’ :(

c)
d)

6
) verandert niet door de projectie, dus er geffiv. =(v)

Verklaar dit meetkundig
Geef nog enkele vectorénmet de eigenschaf, s (=)s

j is na projectie de nulvector, dus er gef{v') = 0

Verklaar dit meetkundig
Geef nog enkele vectorem met de eigenschaf; (W) = 0

Gebruik de Gauss-Jordan methode bij

d)

Geef de matrixB, van deze projectie (en vergelijk eventueel metopg

111.3.4)

111.5.2 Bereken met behulp van de Gauss-Jordanadetde matrix die iR*de
spiegeling$, ineenlijnk: x, = —% X Vvastlegt (en vergelijk eventueel met opgave

1.4.1).
(Aanwijzing: Geef aan de hand van een figuur dersé vectoren/ en w met

resp.S, ¢ )=V en S, ()= -w)

5
111.5.3 Gegeven inR?* de vectoré=(5j ende lijn k:x, = —% X

a) Bereken met behulp van de Gauss-Jordan metieod®trix behorend bi} ,,

devermenigvuldiging ten opzichte van de lijn k met faetor 3.
(Aanwijzing: Een vectol langs de lijrk verandert niet doo?/kys, een vector

w loodrecht op de lijik wordt 3 keer zo lang doo?/ky3 )

b) Bereken ook de kentallen van ht, -beeld van de vectai.
(Vergelijk eventueel met opgave 111.4.4)
C) Teken in een standaard assenstelsel dk énde vectorerd en 7{’3(3)

d) Ontbind de vectorea en 7/k,3(é) langs en loodrecht op de lika
Geef een toelichting op het resultaat.

11.5.4 In deze opgave onderzoeken weRihdeglijschuiving G, , met een factor 2 ten
opzichte van de lijrk : X, =2%

39



11.5.5

111.5.6

.5.7

. (2
De vectork = (J langsde lijn k blijft bij deze
lineaire transformatiengewijzigd

“<[i) g *<(3

1
2} loodrechtop de lijn

Bij de nevenvectok” :(

k wordt door deze glijschuivingiZerde aark
evenwijdigevector k opgeteld

L. (-1 . - (-1 2 3
k' = O000- k +2k= + 2 =
2 2 2 1 4

a) Bereken met behulp van de Gauss-Jordan metleonattix G, , behorend bij
Gico-

2 4 -2
b) BerekenGk’Z(lj, G"'Z(Zj’ kaz( j Geef een toelichting op dit resultaat.

Gegeven is verder de vectar= 3k — k
c)  Verklaar meetkundig dat moet geldép,(d) = a+6k

d) Controleer het resultaat uit c) door een berigiiemet de matrdxG, ,

-1 3

e)  Verklaar meetkundig wat hef, ,-beeld is van de vectdr= -k - k is en
controleer dit door een berekening met de mag;ix

Bereken inR? de glijschuivingG, _, met een factor-1 ten opzichte van de lijn

kix,=-1x

Toon aan inR? dat uit de lineariteit van een transformatievolgt
AL V) + AL (W) = L(AV+A,W

Bij het voorbeeld van de scheve projectie@i impliciet vanuit gegaan dat de scheve
projectie 7, in R?op de lijnk evenwijdig aan de lijh een lineaire transformatie is.

Toon analoog 8l11.3 met de kopstaart methode vaioveptelling aan dat dit
inderdaad het geval is.
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I11.6 Lineaire transformaties in R? en determinanten

In de paragrafen §1.7 en §1.9 is de opperviaB(@, b) van het parallellogram opgespannen
door twee vectore@ enb in R? besproken, die op het teken na gelijk bleek teaijn de

determinantD(&, b) van deze vectoren. De paragraaf hier is zodamigopaet dat hij
bestudeerd kan worden zonder de voorkennis vareBI§1.9.

De centrale vraag in deze paragraaf is wat eernvgedmeaire transformatie” in R* doet
met de opperviakt©(a, b) van het parallellogram opgespannen door twee veti@renb .
Nauwkeuriger uitgedrukt is de vraag: wat het vedbiartussen de determinanten
D(£(a), £ (b)) en D(a,b)?
Het antwoord zal blijken te zijn dat, ongeachtthetetal onafhankelijke vectorem enb , de
verhouding van deze determinanten steeds hetzgpifide is, notatik[| , dus

D(£(@).£b) _

D(a,b)

Het wordt nu hoog tijd de determinant te definiéearhet genoemde verband met de
oppervlakte te bewijzen.

Definitie
2 - . g = a1 o b[
In R* is dedeterminanD(&, b) van twee vectorea = 5, enb = b het getalab, — a,iy
2
& bl\

dat wordt genoteerd a , d.w.z.

a b
a b

a b

D(é,5)=‘a2 N met ‘ =ab,-ah

Opmerkingen

a b

1) Erisin sprake varkruiselings vermenigvuldigevan linksboven naar

rechtsonder, dus vaa naarb, met een + teken; van rechtsonder naar linksbowetn m
een—teken. Vervolgens wordt er opgeteld.

2) In §1.7 is de determinant van twee vectogen b in R?anders gedefinieerd, en wel
als het inproduct van de nevenvecédrvan a met de vectdn , d.w.z. door
D(a,b)=(&, b) . Daar is ook bewezen dat de hier gegeven definitidezelfde
resultaten leidt .

De volgende stelling geeft iR? de meetkundige betekenian dedeterminantie reeds op
een andere manier in 81.7 is bewezen.
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Stelling
In R? is de oppervlakt®(a, b) van het parallellogram opgespannen door twee veoto

é:[aij enb :[blj gelijk aan de determinard(&, b) = 4 b , Op het teken na.
3 b, a,
Er geldt bij positieve oriéntatie van de vec@maar de vectob , dus alsd(d — b) >0:
0(, b) :‘ai B
a b
Er geldt bij negatieve oriéntatie van de vectonaar de vectob , dus alsd(a — b)<0:
oEp=-2 2
a, b,
Het teken van de determinant en het teken vanidatatie zijn dus hetzelfde.
Bewijs x,
We bekijken de vectored enb in het eerste kwadrant. Eerst no =
het geyaID(é - b)>0. D KX N LS
In de figuur rechts geldt a, A : ® '
O(@b)=(a+0)(h+a)- Q- Q- Q- Q¢ @ Gmet <<y -,
0 =34a,0,=ha, ........ Ao @\]i *
Een korte berekening leve@i( 3, 5) = gb - gl (zie opgave o N /= ’ A A
111.6.1) en dus . 2. a7,
_la, b N N\ 2 [~ /{ x
O(a b) = 6 oy s i I

a2 bz Ep o, 1 £ —!
In het geval dafi(a — b) <0 zijn in de figuur de vectored
en b verwisseld en dan geld(a,b)=ha- ha=-(ab- gk endus

o@Ep=-2 2
a b
O

Het getal|[| dat hierboven is genoemd wordt nu gedefinieerd.zZdkeeen hele klus blijken

te zijn om aan te tonen daf| gelijk is aan de besproken verhoudir%([[)(?z'g(b)) :
a,

Definitie
De determinantvan de lineaire transformati€ in R?, notatie|[| , IS de determinant van de
beelden/'(€) en £'(&) van de vectoren van de standaardbasis Dus

|£|=D(£(8).£ (&)

De definitie leidt direct tot de
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Stelling
Als een lineaire transformatig in R* wordt vastgelegd door de matrix

L{p f
q s

dan wordt de determinarhf| van de lineaire transformatie gegeven door
r

p
VR

Bewijs

De definitie L =[£ (&), £'(&)] van de matrix va” betekent/' (&) = (CTJ en £ (&)= (rsj

L - pr
Gevolg D(£(&).£ (&) =‘q J
O
Opmerkingen
1) Vanwege de laatste stelling noteert men ook
=|" j ip.v. |[|="° j
q q
2) De determinant/’| van de lineaire transformatie
£ in R?heeft op grond van het bovenstaande de
: ) £ x '
volgendemeetkundige betekenis \7
|£] is, op het teken na, gelijk X2 . \/\,' ‘ ‘
aan de oppervlakte opgespannen MR 1\/ O (R R
door de beeldvectoren o@. oy N = = [%]
= p H r A Y A . NN D
z(el)=( Jenz(ez):ﬂ TN
q S fe2y !
van de standaardbastsen &,. e - X
Want
. - . - pr
O(£(8).£(8)) == 0L(®),£ (%) =% G J
(+als:0(L(®&) - £(&)>0 en —als: 0(£(8) - £(8))<0)

Het doel van de rest van deze paragraaf is duseowoldende stelling te bewijzen.

Stelling
Voor een determinant D iR2geldt voor ieder tweetal vectoreénenb bij een lineaire
transformatie£’

D(£(a), £ (b)) =|£|(D(a,b)

Om gevoel te krijgen voor deze stelling eerst een
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Voorbeeld

1 _ 2
GegevenDe vectorena = (3} eninb :( 1 j in R? en de lineaire transformati¢’

vastgelegd door de matrix

=2 4

Gevraagd

a) De determinanb(&, b) van de vectorer@en b

b) De determinant/’| van de lineaire transformatie

C) De determinanD(£(a), £ (b)) van de beeldvectored'(a) en £ (b)

De antwoorden op deze algebraische vragen wor@eontier meetkundig verder uitgewerkt.

d) Teken twee naast elkaar gelegen standaard aslsefs(tx , X,) waarbij in het linker
stelsel het parallellogram opgespannen door d®ketg en g, is gearceerd en in het
tweede het parallellogram opgespannen door de\esttiten £'(€) en £'(&,)

e) Geef de waarde van de opperviakiég, ¢)en O(L'(8),£(8))

) Bereken de kentallen van de beeldvectaré(@) en £ (b)

0) Teken twee naast elkaar gelegen standaard aslsefs(tx , X,) waarbij in het linker
stelsel het parallellogram opgespannen door d@reté enb is gearceerd en in het
tweede het parallellogram opgespannen door de \msstiten £ (a) en £ (b)

h)  Bereken de waarde van de opperviakdég, b) en O(£(3), £ (b))

i) Waarom heet de absolute waarde van de determ|'uf¢mok wel de oppervlakte
vergrotingsfactor van de lineaire transformatfie? Hoe blijkt dit uit €) en h)?

)] Hoe blijkt uit de figuren dat door de lineaire
transformatie de oriéntatie van de vectoren £
vernadert? En hoe volgt dit uit b)?

Oplossing

a) D(ab)= ‘l _1 =101~ 30-2)= 7

3 1

b) [ :‘_21 jl:—m— 2= -3

c) D(£(8), £ (b)) =|£|D(a,b) =-3¥=-21

d) Zie eerste figuur rechts.

e) 0O(g8)=1
O(£(8). £ (&) =-|£]|=-(-3)=3

1 -1 1)1 2

U AP P

comi 22 53
1 2 1\ 1 -3

0) Zie tweede figuur rechts.

] Ly
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h) O(ab=D3ab=7
O(£(8),£ (b)) = - D(L (@), £ (b))

2 3

-

=- @3 B3
) In dit geval geld{ /| =-3

O(£(8).£(8) _3_,
1

Volgens e) geldt

O(&. 8)
Volgens h) geldto([(a)’{(b)) -2l 3
O(a, b) 7

Dus de voorbeelden bevestigen dat door de ling@nsformatie de oppervilaktes van
parallellogrammen opgespannen door de vectorefaetor —|[| worden vergroot.
)] In de eerste figuur blijkt [0(§ - &)>0 en 0O(L(8) - £(&)) <0

In de tweede figuur bliikt 0O(a - b)>0 en O(L(d) - £ (b)) <0
In beide gevallen verandert de oriéntatie dustgkan door de lineaire transformatie.
Dit hangt samen met het feit dat de determinantdelineaire transformatie negatief

is. Volgens b) |£]=-3<0

Om de laatste stelling te bewijzen gaan we uitdan
Definitie
EenGrassmann-vorml in R?is de toevoeging van een gefdl, b) aan ieder tweetal

vectorend enb met de eigenschappen:
Voor alle vectorerd, b en ¢ in R?en voor iedere scalat geldt

1) r(a,b)=-r(b,?3) anticommutativiteit

2) a) [@+bo)=r(@ao+r(ha behoud optelling
b) [(1a,b) = AT (3 b) behoud schaling

3) a) I(@Eb+e)=r(ab+r(ao behoud optelling
b) (a,Ab) = AT (3 b) behoud schaling

Opmerkingen

1) De eigenschappen van de waaFda, b) van een Grassmann-vorm van twee vectoren
a enbin R?zijn ook de algemene eigenschappen van de detantr{imet Grassmann
product) D(d, b) zoals die in §1.7 zijn bewezen. Hier functionergrvia deze
definitie als startpunt, terwijl in 81.7 zij alsestelling werden geformuleerd volgend
vanuit de definitie aldaar vodd (&, b). Het zal hieronder echter blijken dat de meer

algemene Grassmann-vorm maar weinig verschilt eae determinanb (&, b).

2) De eigenschappen 2) a) en 2) b) vormen saméneggiteit van de vorm naar de
eerste vector. De eigenschappen 3) a) en 3) b)arosamen de lineariteit van de
vorm naar de tweede vector. Er is dus sprake vanddeoele lineariteit. Daarom
noemt men een Grassman-vorm ook wel l@gneaire vorm.
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3) Ook hetinproduct(d, by van twee vectored en b in R? is eerbilineaire vorm Het
wezenlijke verschil is echter dat het inprodaginmutatiefs, wat betekent dat voor
alle vectorend enb geldt (a,b)=(b, %) .

4) Uit de anticommutativeit volgt dat voor alle t@en d in R*geldt '(d,a) =0,
want verwisseling van de eerste vector en de tweed®r in de vorm levert
MN@a,a=-r(ad,dus2r(@,a)=0endusl(aa)=0.
De eigenschap van anticommutativiteit speelt invieetolg de hoofdrol bij het
onderzoek naar het verband tussen een Grassmamnevode determinant.

5) Vanuit de eigenschappen 1) en de linearite) irkan de lineariteit in 3) worden
afgeleid. We bekijken het behoud optelling

r(ab+e)=-r(b+¢3a anticommutatie
=—(r bayrte ?’:1)=—F bayr ta) behoud optellir
=T &b }r ag) anticommutatie

Het behoud schaling gaat op een vergelijkbare engrie opgave 111.6.7)

Bij het bewijs van de volgende stelling zal blijkeat de anticommutativiteit en het bilineair
zijn van Grassmann-vormen de determinant van twetoven oplevert, op een constante na.

Stelling
In R?geldt voor het verband van de waarde van een Grassmorm[” van de vectoren

a=ag+ agenb=he+ b metde waarde van deze Grasmann-véraan de standaard
basisvectorerg eng,

a h

(ab)= (8, ¢
(a,b) ‘ b, (€.8)
Bewijs )
r@ab)=r(ag+as ber by
=reg hg )yl (@e.berrl (ae porl (AL b Dbehoud optelling

=abl &€ &) aly (e ab(g o AD( £ . bed schaling

=ah00+abl €.6) alh (e er ahlo anticommutativite
= ab-ah) &8 )=‘212 : I (e, ’e) definitie deternzint
O

Opmerkingen
1) De waarde van de Grassmann-vdinin R?van twee vectore@d enb wordt dus
geheel vastgelegd door de nader vast te stellerded€ , €,) van de standaard basis

8,8, . Immers voor ieder tweetal vectorarr a g+ agenb =hg+ bg ligt de

a b
&

vast.

determinan*
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2) In R? kan D wordengedefinieerdalsdie Grassmann-vorm waarldi)(&,&,) gelijk is
aan de oppervlakt€(g, &) van het vierkantje opgespannen door de orthonormale
vectoren & en & van de standaard basisRn.

Dusper definitiegeldt D(€,€) = &, ¢).

3) In R? is D dus die Grassmann-vorm waarbi{g, &) =1, omdat
O(g,8)=1.

In het kader van Grassmann-vormen is volgens dstéastellingD
dus de speciale vorm waarbij geldt

a b
a b

Aldus is de eerder gegeven definitie voor de deiteaint in overeenstemming met
deze laatste definitie vdd vanuit de Grassmann-vormen.

D(&, b) :‘

Stelling
Voor een Grassmann-vorri in R?geldt voor ieder tweetal vectorenenb bij een
lineaire transformatie/’
r(£(a),£(b)=|£|T (& b)
Bewijs
- Volgens de voorgaande stelling geldtRA voor het verband van de waarde van een
Grassmann-vornf van de vectorer@ = € + a g enb =&+ g met de waarde van deze
Grasmann-vornf” van de standaard basisvectogren g,

S la bl
M(d,b)= (e,
(a)‘azbz(q%)

- Vanwege de lineariteit vad™ geldt £(a) =a£(&)+ a£(g) en

£ (b) =h.£L (&) + bL(g)en dat levert op een vergelijkbare manier (zie opave 111.6. 8)

ISR T o . .
r(£(d), £ (b)) = T (L (&), L
(£(a),£ (b)) a b, (£(8).£(8))

- Verder geldt volgens de voorgaande stelling

M(£(8).£(8))= Z jnr(*qﬁ@

=

omdat aIsL=(Z rsj dan /(&)= pg+ qg en£L(&)=re+ sg

- De laatste twee formules combinerend ontstaat
_ S _|porla bl
r(£(a),£ (b)) = SHJ ‘Ur(q, 8)
q a, b
en samen met de eerste formule levert dit

r(f(a),Z(B))=‘§ jur(aB)

=|£]oT qh )
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Opmerkingen
1) Met deze laatste stelling is het doel van dexagraaf bereikt, namelijk het verband te

bewijzen tussen de determinant®’(a), £ (b)) en D(&,b) van twee vectored en
b bij een lineaire transformatie/” in R?. Omdat 0okD een Grassmann-vorm is in
R? geldt de gewenste stelling

D(£(a), £ (b)) =|£|D(a b)

2) Demeetkundige betekenian dit resultaat is dat, op het teken na, doorieeaire
transformatie/” in R? alle oppervlakkerO(&, B) van een parallellogram
opgespannen door twee vectoi@ren b metdezelfde vergrotingsfact¢r[ |
veranderenpwant

O(£(8),£(b) =|£|0(a b als [£]>0
en O(L(a),£(b)=-|£|0Xab as [|£]<0
Op het teken na is dketerminant|[| dus deggemeenschappelijke

oppervlaktegroeifactobij een lineaire transformatig” in R* van alle opperviaktes
van parallellogrammen opgespannen door twee vecttore

Opgaven x,
111.6.1 In de figuur rechts geldt = : : :
O(a,b)=(a+R)(R+3)- Q- Q- Q- @ Q@ G L) ;‘\"®‘ ST
metO =1aa, O,=ha, ........ “:.”L‘_/@- ) !
Toon door berekening aan dat ge®(, b)= ab - g b ? !
: ©N
en dus N @Yo | A
o@Ep =2 2 s ol
& b, N oY,
11.6.2 Gegeven de lijnetk: x, =5 X enl:x, =3x in een o; - B
L @, 'g_, .
standaard assenstelsg], x,)
De scheve projecti¢} |, van een inR?op de lijnk evenwijdig aan de lijhwordt
volgens 8l11.5 vastgelegd door de matrix
_1(6 -
L P
a) Bereken de determinant van deze projectie
b) Geef een meetkundige verklaring van dit restiltaa
111.6.3 a) Leg uit wat er met het oppervlak opgespan door twee vectoren gebeurt bij

een rotatiek, over een hoeld in R*?
b) En wat betekent dit vervolgens voor de determihﬁ’g| van de rotatie?

C) Bereken de determinant van de bijbehorenddieatatrix
R, = cosd - sird
“|sin@ co¥

48



11.6.4

11.6.5

111.6.6

11.6.7

111.6.8

In R*wordt de spiegelings; van vectoren ten opzichte van de kjmastgelegd door
de matrix

SKzi(kf‘kzz 2'&'&]
‘R‘Z 2kk, K-k’
hierbij is k = (Ejeen vector langs de lij

a) Toon door berekening aan dat voor de determgﬁﬂdt|fk| =-1
b) Geef een meetkundige verklaring van dit resiilta

X, x

In de figuur is er sprake van een .
glijschuivingin de richting van dg -as. O A
Volgens §l11.2 wordt de matrix van de

glijschuiving gxl’% in de richting van dg -as

met een facto% geven door

g X, o
1
G,,= 13
2 (0 1
a) Bereken de determinant van deze glijschuiving
b) Geef een meetkundige verklaring van dit restiltaa

Gegeven inR? de lijn k:x =-1x
Volgens opgave I11.5.3 is de matrix behorendhjjs, de vermenigvuldiging ten
opzichte van de lijn k met een factor 3:
1(12 6
Vk,3 = A
10 6 28

a) Bereken de determinant van deze lineaire tramsfie
b) Geef een meetkundige verklaring van dit restiltaa

Bewijs dat als bij een vorm ifiin R?voor alle vectorerd enb in R2en voor iedere
scalar/ geldt r(a,b)=-r(b,a anticommutativiteit

[(1a,b)=Ar(a b) behoud schaling bij de eerste vector
eruit volgt r(a,Ab)=Ar(a b) behoud schaling bij de tweede vector

Gegeven zijn de vectore= 48+ ag enb=h&+ bg in R?, een lineaire
transformatieZ” en een Grassmann-vorm

T

Bewijs dat geldt (£ (4),£ (b)) = o b T(£L(8),£(8))

[11.6.9 Gegeven twee vectorei en b in R?

a) Als de twee vectoren afhankelijk zijn leg danwat dit betekent voor het
oppervlakO(3, b) opgespannen door deze vectoren.
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b) Als de twee vectoren onafhankelijk zijn leg deinwat dit betekent voor het
oppervlakO(3, b) opgespannen door deze vectoren.

C) Formuleer een stelling die het verband aanges$en de determinaiii(a, b)
en de afhankelijkheid van deze vectoren.

111.6.10 Stel er geldt voor een lineaire transfotima’ in R* voor een onafhankelijk stel
vectoreny, env, dat £'(V,) =7V, en £(V,) =7,V,.
Bewijs met behulp va (£ (V,), £'(V%,)) =|-£|(D(%, V) dat|£| =17,
(7, enr; zijn de zogenoemdeigenwaardervan £, vV, env, zogenoemde
eigenvectoren. Zie hierover verder §I1V.0.)
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