|V Eigenvectoren en Eigenwaarden bij Lineaire
Transformatiesin R?

V.0 Meetkundigeinleiding: deklijnen en eigenvectoren

Bij veel toepassingen van de Gauss-Jordan metheatengen uit van ddeklijnenvan een

lineaire transformatie” in R?om de matrixL van deze lineaire transformatie op te stellen.
Zoals we verderop in deze paragraaf zullen ziegéameklijnen samen met de zogenoemde

eigenvectoreen eigenwaardewvan een lineaire transformati€ in R>.
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Een eerste voorbeeld van dit gebruik van deklijoigde Gauss-
Jordan methode vormt de spiegelisg in R*in een lijnk.

Voorbeeld
Dit voorbeeld is reeds in 8lI.5 aan de orde gekoni is daar in

R?sprake van de spiegelingj in de lijn k: x, = —% X -
De vectoren langs de liliggen na spiegeling nog steeds
4

e e — - X

langs die lijn. Een voorbeeld van zo’'n vectoﬁ/is( j waarvan

het beeld na spiegeling dezelfde vectaf,i¥ =V)

Ook langs de lijh loodrecht ofk liggen de vectoren na
spiegeling langs diezelfde lijn. De vectoren digglsl staan hebben

4 3
hun tegengestelde vector als spiegelbeeld. Eerbgelat vormt de vectoivz( 3) =[ )

waarvan het beeld na spiegelingis w € )w.

Uitgaande van deze vectorgnen w met hun resp. spiegelbeelden levert de Gauss-
Jordan methode (zie ook 8§ll11.5)
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Dit levert voor de matrix van de spiegeling
17 -24
72520 -7

De lijnenk enl vormen de zogenoemdeklijnenvan de spiegeling,

Definitie
In het platte vlak met standaard assenstébgek,) is eendeklijn van een lineaire

transformatieeen lijn door de oorsprong met de eigenschaplsl@es vector volgens die lijn
is gericht dan ook het beeld van die vector volgdnBjn is gericht.



Anders gezegd:
Die lijnen door de oorsprong die door een linetrimasformatie op zichzelf worden afgebeeld
heten daleklijnen van de lineaire transformatie

Voordat we verder gaan met de definities van eigemden en eigenvectoren nog een

Voorbeeld

Gegeven In een standaard assenstelse] x,) de lijnenl :x, :%xl enm:x =-1x.
Voor een lineaire transformatie” in R? geldt dai eendeklijnis De vectoren
die langd liggen hebben ook hud™ -beeld langs. De beeldvectoren zijn 3
keer zo lang als de originelen.
Ook de lijnm vormt eerdeklijn voor £ . De beeldvectoren langs deze lijn zijn
de tegengestelden van de originelen langs deze lijn

Gevraagd

2
a) Verklaar dat de vectar = (J het beeld/ (V) =3v heeft.

-3
b) Geef het/ -beeld van de vectoK/:( 1 )

C) Bepaal met behulp van de Gauss-Jordan methon®tix L van de lineaire
transformatie.

d) Geef de kentallen van beeldgf(€) resp.£(€) van de standaardbagss €.

Bereken ook de lengtes van deze beeldvectoren.
e) Teken naast elkaar twee keer het standaardsaskeq, x,)

In het linker assenstelsel zullen de originelendeorgetekend en in het rechter de
beelden.

f) Teken in het linker assenstelsel de vectogerg, van de standaardbasis en arceer het

vierkant dat zij opspannen. Teken daarin ook aeti| enm en verder de vectoren
en w als positievectoren

0) De vectoren/'(€) resp.£'(&) leggen een scheef assenste(&glk,) vast. Teken
deze assen in het rechter diagram als streepjeslifeken ook de vectorefi(€) en
Z'(&,) en arceer het parallellogram dat zij opspannen Tekdijnenl enm ook in het
rechter assenstelsel.

h) De vectorV' heeft kentallen 2 en 1 ten opzichte van het schssenstelsdlk , k),
dusv' =2/(8)+1/£(&). TekenV als positievector in het rechter assenstelsel.
Teken ook de vector/ =-3/£'(¢)+1/£ (&) die kentallen-3 en 1 heeft ten opzichte
van (k;, k)

)] Bereken de kentallen va¥ ten opzichte van de standaard basis en laat rhetfbe
hiervan zien dat’ het £ -beeld is varv
Bereken de kentallen varil ten opzichte van de standaard basis en laat rhetfbe
hiervanw = £(W) .



Oplossing

a)

b)

2
Op de lijnl : x, :%xl geldt alsx, =2 dan x, =1. De vectorv = (J is dus gericht

volgensl. Voor de vectoren landgeldt dat de£ -beelden 3 keer zo lang zijn, dus
£L(V)=3v

De vectonﬂl:( 1} is gericht volgens de lijm. De £ -beelden zijn hierbij

tegengesteld gericht dus W (=)>W
De Gauss-Jordan methode levert uitgaande vgeglevens uit a) en b)

[ | e o S

6 3)| Il'=3 +2I 3 24 . 1., [1(3 2
3 - 4 7 5 54 7))

De matrix van de lineaire transformatie is dus

1(3 24
L==
54 7

d) £(8) :é(jj en £ (&) :é(274j met lengtes£'(§)| :é\/SZ +4% =1resp.

e)f)g) h) Zie figuur

L@)=1V2f+ P =5
=175

h V=20@)+10(8)= 2@5(2}_(24} _

1
S\ 7

347

W =-3£(8)+1L ()= -3F



Opmerkingen

1) Het antwoord op vraag h) bevestigt de linednten £ zoals besproken in §ll1.2.
Immers V=28 +¢ met £ (V)=2£(§)+£(g), enw=-3g + ¢ met
L(W)=-3£(§)+£L(8).

1
2) De lijnenl enm zijn de enige deklijnen va’ . Zo is de vectorp = (8) = p(oj = pg

gericht volgens dg -as terwijl zijn beeldZ'(p) = £'(p€) = p£'(§) gericht is volgens
de k; -as. Dex, -as valt niet samen mé&t-as. Op vergelijkbare manier is hét-beeld
van dex, -as en de niet ermee samenvallekges, wantd = g&, is gericht volgens
de x,-as en/'(4) = £(g&) = @£’ () volgens dek, -as.

Met het bestaan van deklijnen hangt de volgendaitefsamen

Definitie
De eigenvergelijkingzan een lineaire transformati€ in R?is de vergelijking
L(X)=1X
Als er waarden van de scalarzijn waarbij er vectores 0 zijn die aan de eigenvergelijking

voldoen, dan heten deze waarden van de scakigdawaardewvan de transformatieZ’ en
de betreffende vectoren heteigenvectorewvan de transformatie’

Opmerkingen
1) In het laatste voorbeeld i§(X) = 3% een eigenvergelijking met eigenwaamde 3 en

2
een oplossing ervan is de eigenveomr(lJ :
In het voorbeeld is de tweede eigenvergelijkiigx =-)X , die dus de eigenwaarde

r = -1 heeft, en een oplossing ervan is de eigenvem:a(_l j

2) Als een vectoR # 0 eigenvector is bij een eigenwaardedan zijn ook de vectoren

X = AV eigenvectoren bij dezelfde eigenwaarde. Immers
L(X)=LAV)=AL (V) =ATG V=T

Gezien als positievectoren liggen zowel de eigetoven en als hun beelden alle langs
de deklijnm :x= AVv. Hierbij ligt eindpunt van een beeldvectai(X) een factorr
verder van de oorsprong dan het eindpunt van tehlmjrende origineelvector.

3) Niet alle lineaire transformaties IR* hebben eigenwaarden en eigenvectoren. De
rotatie&, over een hoeld in R? heeft bijna nooit eigenwaarden en eigenvectoren.

(Zie opgave IV.0.2)

In deze paragraaf hebben we vanuit gegeven deklgnegegeven eigenvectoren met behulp
van de Gauss-Jordan methode matrices opgesteliheaire transformaties iiR?.

De centrale vraag in de volgende paragrasfhet omgekeerde:

Als van een lineaire transformatie IR* de matrix gegeven is hoe valt dan na te gaan oé de
transformatie eigenwaarden heeft, en zo ja watd#n de bijbehorende eigenvectoPen



Voor het antwoord op deze vraag zullen we in dragieaaf de zogenoeméarakteristieke
vergelijkingafleiden.

In devolgende paragrafen spelen die eigenvergelijkindeimoofdrol waarbij één van de
eigenwaarden gelijk is aab. Het volgende voorbeeld gaat in op de meetkendspecten bij
eigenwaarde 0, die ook worden besproken in hetaaegsel van 8I1V.3

Aanhangsdl 1: Eigenwaarde O, een voor beeld
De scheve projectias een voorbeeld van een lineaire transformateeigenwaarde 0.

Voorbeeld
Gegeven  Delijnenk:x, =3 x enl:x, =3x in een standaard assenstelselx,)en de

scheve projectie} | in R?, die ook 8lIl.5 al aan de orde is gekomen.

Gevraagd

2 2) (2
a) Licht toe: Voor \7:( j geldt F7<u|( jz( j
1 1 1

_ (1 1) (0
Voor w= geldt B ,|_|=
3 "3 \0

b) Bereken volgens de Gauss-Jordan methode dexmaatriZy .
C) Teken in een standaard assenstélgek,) de lijnenk enl. Teken ook de vectoren
€, & van de standaardbasis. Teken ook de vectoemw als positievectoren
d) Verklaar dat de lijnek enl deklijnen zijn van de lineaire transformatig,
e) Langs welke lijn liggen de vectoren die een sgilng zijn van de eigenvergelijking
Z,(x)=0% (= 0)
met eigenwaarde = 0. Welke van de in c) getekende vectoren is eensspig (een
eigenvector) bij deze eigenwaarde 07?
f) Langs welke lijn liggen de vectoren die een gplag zijn van de eigenvergelijking
‘7i,||| (X) =1x
met eigenwaarde =1. Welke van de in c) getekende vectoren is eensspig (een

eigenvector) bij deze eigenwaarde 1?
0) Geef in de figuur de beeldef] (V) en Z (W) aan.

3
1
aan door berekening met de matRy,

—

5 2
h) De vectorera = (5} , b :( j enc= (_4} hebben alle hetzelfd&;  -beeld. Toon dit

i) Teken in de figuur de vectorem, b en ¢ als positievectoren en geef ook hdh, -
beeld aan.

) Teken een streepjeslijn langs de koppen vanedéoven uit i). Verklaar de richting
van deze lijn.

k) Teken tenslotte de beeldvectoréh, (€)en 7, (&) van de standaardbasis.
) Toon aan dat geld?; , (€) =-37, (&), dus dat de beelden van de standaardbasis
afhankelijk zijn. Hoe blijkt deze afhankelijkheidlouit de figuur?



Oplossing

2
a) De vectoren langsblijven bij de projectieZ;,, onveranderd. De vecto?r:(lj ligt

langsk en er geldt dus?} (V) = V.

De vectoren langsworden bij de projectie?;,, afgebeeld op de vectdr De vector

1 ~
W= (3} is zo’n vector en er geldt dug (W) =0=0w

b) (2 1V] (5 0 ) . 10
(1 3j 1'=3 -1I [o —5} =g (Olj

(2 oj =1 -2 (6 2| e 1y, |1(6 -2

H

.
< X,

| +

De!mAtrix vanZ; , is dus

1(6 -2
Pk,lll ==
5(3 -1
C) Zie figuur

d) De positievectoren langzijn
voor en na de projecti} |

hetzelfde. De originelen en ) .
beelden zijn beide langs deze lijn 3
gericht en dus ik een deklijn.
De positievectoren lands

hebben alle als beeld de vectbr
Originelen en beeld liggen dus op

één lijn en daarom is odkeen -2
deklijn.

e) De vectorw ligt langsl en er
geldt 7 (W) =0w. De vector

X =W is dus een oplossing van de a...ﬁ"—"w
eigenvergelijkingZ;  (X) = 0X.

Ook X =2W of Xx=-3 W zijn

oplossingen.

Alle oplossingen zijn dus volgens

| gericht. -qT
f) De vectorv is volgensk gericht

en is oplossing van de eigenvergelijkifg, (X) =1x. Alle vectorenX = AV, met /

een nader te bepalen scalar, zijn oplossingen &ae dergelijking en zijn alle gericht
volgensk.
0) Zie figuur.

~ 5) 1(6 -2\(5 1( &+ 2
K ])k""(a)za"'( jzﬁ[s —J(SJZE( 33&21))3:[3

2 Erep (3)21(6 ~2)( 3)_1f 61 € 2) 1) _
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)
)

k)

2 @=p [2)=1[® ~2) 2)_1f €= € 2t 4)_
=Rl _4)75l3 —1)l-a) 5| @ e e 4y

Zie figuur.

De lijn door al deze koppen is evenwijdig dabeze vectoren hebben daarom als
beeld eenzelfde positievector op de kjwaarvan de kop ook op deze lijn ligt.
Teken vanuit de koppen van de standaardl®sig lijnen evenwijdig aar. Dit

levert opk de resp. positievectorefy () en 7, (€,)

. : ._1(6)_3(2 .\ _1(-2 1 2
Uit de matrixL volgt 7} (€) :§(3j Z?S(lj en7%, (&) ZE( A j = _g(—lj

Dus ])k,m (&)= _3])k,|\| (&).

In de figuur liggen deze vectoren beide langseldijth k, wat ook beteken dat zij van
elkaar afhankelijk zijn

Opmerkingen

1) Uit de vragen k) en [) blijkt dat de beelden wandaardbasig, € afhankelijk zijn.

In de volgende paragraaf zal blijken dat dit algjgldt als een lineaire transformatie
eigenwaarde 0 heeft.

2) Uit de vragen i) en j) blijkt dat er verschiltvectoren zijn hetzelfde beeld hebben.
In het aanhangsel van 81V.3 zal besproken wordéaligen bij lineaire
transformaties met een eigenwaarde 0 het gevial &.geen eigenwaarde 0 dan
hebben verschillende vectoren verschillende beelden

Aanhangsel 2

Als afronding van deze paragraaf €én stelling dievarder in het vervolg niet nodig hebben
en die dus kan worden overgeslagen.

Stelling
Heeft een lineaire transformatie iR? twee verschillende eigenwaarden dan zijn de
bijbehorende eigenvectoren onafhankelijk.

Bewijs

Stel een lineaire transformati€ in R* heeft eigenwaarden enz, metr, #7,.

Laat V # 0 een eigenvector zijn bij eigenwaarde, dus

L(V)=1V

Laat W# 0O een eigenvector zijn bij eigenwaardg, dus

L (W) =71,W

We bewijzen vanuit heingerijmdedat v en w onafhankelijk zijn.
Stel hettegendeelDe vectorerv enw zijn wel afhankelijk. Er is dan een scalar
A #0zodanig datw = Av

De vectorx = AV # 0 heeft eigenwaarde,, dus

L (X)=1,X

De vectorx = W# 0 heeft eigenwaarde, , dus



L (X)=1,X
Gevolg LX=T,X = ,X—T,%x=0
= -7,%¥=0
=>1-71,= 0= r1,=7,
Dit is strijdig met de aannamg # 7,, dus is er een zogenoemde ongerijmdheid.
De eigenvectoren big, en 7, zijn dus onafhankelijk.

Opgaven

IV.0.1 De vermenigvuldiging’)/k,A in R?ten opzichte van een lifndoor de oorsprong met
een factord heeft eigenwaarden 1 eh. Verklaar dit meetkundig.

IV.0.2 a) Verklaar meetkundig dat rotat® in R* over een hoeld geen

eigenvectoren heeft behalve #s k180, waarbijk een geheel getal is.
b) Verklaar meetkundig voor welke hoekérde rotatie&X, eigenwaarde-1

heeft.
C) Verklaar meetkundig voor welke hoekérde rotatie&, eigenwaarde 1 heeft.

IV.0.3 Een lineaire transformatig€’ in R*heeft als deklijnen:x, =x, enm: x, =-3x.

De eigenvectoren behorend bij de deklifrebben eigenwaarde= 2 en de

eigenvectoren behorend bij de dekljrhebben eigenwaarde= -1

a) Geef een eigenvectdr met eigenwaarde =2 en een eigenvectai met
eigenwaarda =-1

b) Toon met behulp van de Gauss-Jordan methoddadale matrix van deze
lineaire transformatie is

5 3
=1
s )

C) Licht de situatie meetkundig toe met een figaisrin het tweede voorbeeld

0 2
IV.0.4 Een lineaire transformati€ in R*wordt vastgelegd door de matrlx:( 5 4)

3
2

(i LH5ae

2 S+
4

a) Waarom isv een eigenvector

vanZ en welke eigenwaarde
behoort bij deze vector?

3
Voor de vectow = (j geldt




b)

c)
d)

e)

Toon door berekening aan dat oﬁlc( 2} een eigenvector is met dezelfde

eigenwaarde
Geef de formule van de bijbehorende dektijn
Geef de kentallen van debeeldg£ite) en £'(&) van de standaardbasis.

3
Toon door berekening aan d3t/'(8) +3 £'(&) =(3j en bespreek het

verband met de gegeven figuur

Opmerking In opgave 1V.1.2 zal met behulp van de zogenoekadakteristieke
vergelijkingblijken dat deze lineaire transformatie slechts&genwaarde en één
deklijn heeft.

IV.0.5 De lineaire transformatig’ in R?wordt vastgelegd door de matrix

a)

b)

c)
d)

o

2
De vectorerv = (J enw= (

1 j Zijn eigenvectoren van lineaire

transformatie. Toon dit door berekening met de atan en geef de
bijbehorende eigenwaarden.

1). . : : . :
De vectora =(J is geen eigenvector van de lineaire transform@ten dit

aan.
Geef de formules van de deklijnen bij deze tfiamsatie.
Licht de situatie meetkundig toe met een figaisrin het tweede voorbeeld

Opmerking In de volgende paragraaf komt in opgave IV.1ahm de orde hoe men de
eigenvectoren van deze lineaire transformatie lwatien met behulp van de
zogenoemde&arakteristieke vergelijking

IV.0.6 Deglijschuiving & , in R? in de richting van dg -as met een facto% wordt
w1

. 1 4
vastgelegd door de matrix G ; :(0 2]

a)

b)

2

1

%2
_ 1 L
De vectorerx = A ol met A #1, langs dex -as zijn eigenvectoren van deze

glijschuiving. Toon dit aan en geef de bijbehoreagnwaarde(n).
Verklaar meetkundig dat deze glijschuiving alleleze vectoren als
eigenvectoren heeft en geen andere,



V.1 Dekarakteristieke vergelijking

In deze paragraaf bewijzen we een twee stellingersdmen met de determinant (zie
aanhangsel), direct leiden de zogenoekatakteristieke vergelijkingan een lineaire

transformatie inR?, waarmee de eventuele eigenwaarden van de lineaisformatie
kunnen worden berekend. Als de eigenwaarden eerbbekahd zijn dan is het niet al te lastig

om van een lineaire transformatielRf de eigenvectoren te bepalen.

Stelling
Een lineaire transformati” in R* heeft een eigenwaarde 0 dan en slechts dan als de
beelden/'(€) en/'(&,) van de standaardbasis afhankelijk zijn.

Bewijs
- Stel de transformatie heeft eigenwaarde 0.
Er is dan een vector = & + g # 0 zodanig dat£'(v) =0v. Ook geldt voor het beeld van
vdat £(V) =vZ£ (&) + w/L(g). Gevolg

VL (8)+ %L (8) =0
OmdatV # 0 is ten minste één van de kentaligen v,ongelijk 0. Alsv, # 0 dan geldt

L Vi o
£(&)=-=+2£(9§)
V2

De beelden van de standaardbasis zijn dan duskaljknHet gevaly, Z 0 levert een

vergelijkbaar resultaat.
- Stel de beelden van de standaardbasis zijn adigak
Er is dan een scalat zodanig dat/'(&,) = A£ (@) of een scalay zodanig dat

_A ~
£ (8)=uZL(8). In het eerste geval is de VGCKDF( 1 ) een eigenvectov # 0 met

eigenwaarde 0 want
L(V)=-AL(8)+1£(8)=0
=W
1 -
In het tweede geval is de vectar= (—,UJ een eigenvectow # 0 met eigenwaarde 0.

O

In de volgende stelling wordt het begdpterminant van een lineaire transformagebruikt,

dat al eerder in de paragrafen §1.8, §1.9 en 8Hh6 de orde is gekomen. Voor wie niet op de
hoogte is van dit begrip wordt in het aanhangseldeze paragraaf een korte herhaling
gegeven die onafhankelijk van de eerdere paragkatenvorden bestudeerd.

Stelling
Een lineaire transformatie”” in R? heeft een eigenwaar@edan en slechts dan als de
determinant van de transformatie gelijk is &ardus als|[| =0.

10



Bewijs

- Stel de lineaire transformatie heeft geen eigemda0.

Volgens de vorige stelling zijn de beeldvectotéi(€ ) en£'(&,) van de standaardbasis
onafhankelijk en liggen dus niet volgens één Hijspannen dan een opperviak ongelijk 0
op, dusO(£'(&),£(&)) # 0. In dat geval geldt dus/’| # 0

- Stel de lineaire transformatie heeft een eigenca@.

Volgens de vorige stelling zijn de beeldvector£ig ) en£' (&) van de standaardbasis
afhankelijk en liggen dus volgens één lijn. Zij span dan een oppervlak gelijk 0 op, dus
O(£(8),£(&))=0. In dat geval geldt dus/’| =0

O

Deze laatste stelling levert direct kigrakteristieke vergelijkingie we nodig hebben om de
eventuele eigenwaarden van een lineaire transfanmaR * te vinden. Het basisinzicht bij
het bewijs is dat zodra een lineaire transformatisn R een eigenwaarde bezit dan kan
er een nieuwe lineaire transformatie—r/ worden gevormd die eigenwaarde 0 heeft.

Stelling
De eigenwaarderr van een lineaire transformati€ in R? zijn alle de oplossingen van de
vergelijking

|£-r7|=0,

de zogenoemde karakteristieke vergelijking ¥an

Bewijs
Bij iedere eigenwaarde van_/ is er een vectot # 0 zodanig datZ” { ¥ 7v dus zodanig
dat £(v)-7v=0. Of iets anders gesteld
(L -1t/7)V)=0v
Dit betekent dat bij iedere eigenwaardale lineaire transformatig” -7/ een eigenwaarde

0 heeft omdat # 0. Volgens de vorige stelling is dit dan en sleat#s het geval als voor de
determinant geldt

|£-17|=0

O

Dat het eenvoudig is om bij een lineaire transfdienia R*vanuit bekende eigenwaarden de
eigenvectoren te vinden blijkt uit het volgende

Voorbeeld
GegevenEen lineaire transformatig’ in R?wordt vastgelegd door de matrix

31
L=
.
Gevraagd a) De eigenwaarden vafi
b) De eigenvectoren vafi

Oplossing
a) Er geldt

11



b)

o3 3o S

Dit levert als karakteristieke vergelijking

3-r 1
=0
4 3-1
Dus (3-1)*-40=0
De oplossingen van deze vergelijking zijn (zie og¥.1.1)
r=1of r=5
Vl

De eigenwaardeg =1 . Laatv = (v
2

ji 0 een eigenvector zijn bij deze eigenwaarde .

Er is aldus de vergelijking

Dus

3 L)W (%) L [Burw)_(4) L [Burus v = =2y
4 3)v,) v A+ 3y) |y A+ 3u= y = y=— 2y

Als v, =1 dan isv :(

1

2} een eigenvector bij eigenwaarde1 . Een andere
. N _ (2

eigenvector bij7r =1 worden gegeven doo/r:( 4} .

1
Algemeen geldt dat de eigenvectoren birl worden gegeven doot=A (—2) ,

waarbij A # 0een nader te kiezen scalar is.

De eigenwaarda =5 . Laat w# Oeen eigenvector zijn bij =5 . Om de berekening
te vereenvoudigen kunnen we de waarde 1 voor mtaki& de x, -richting kiezen.

1 . s .
Door deze keuze geloﬁ/:( j en is er slechts één onbekende, te wetelkr is dus
w

IREEE

& alolo) = (a)(a) = 12

1) . . L
De vectorw = (2] is dus een eigenvector bij eigenwaarde5 . De andere

de vergelijking

1
eigenvectoren bijr =5 worden gegeven dooit = ,u(zj , waarbij i # 0een nader te

kiezen scalar is.

12



Opmerking

Bij de berekening van de tweede eigenvector helblgehet kental in dex -richting gelijk 1
gekozen om de berekening te vereenvoudigen. Weehaditeraard ook de kentallen in de
X, -richting gelijk 1 kunnen kiezen om de berekenegé¢reenvoudigen(zie opgave V.1.1)

Aanhangsel: Het begrip determinant van een lineaire transformatiein het kort.

We geven definitie van dieterminantdie al eerder in de paragrafen 81.8, §1.9 en@HAn

de orde is gekomen. Zoals hierboven gesteld kanradrstaande kan onafhankelijk van deze
paragrafen worden gelezen. We leiden derhalve nalgnean stelling af over aeeetkundige
betekeniwvan de determinant atgopervliakteopgespannen door de beelden van de vectoren
van de standaard basis.

Definitie
Stel een lineaire transformati€ in R* wordt vastgelegd door de matrix

=)

De determinantvan deze matrik is een getal dat genoteerd wordt

r
gls , Waarvoor
q

geldt ‘2 j: ps— qr

Opmerking

Er is hier sprake vakruiselings vermenigvuldigevan linksboven naar rechtsonder, dus van
p naars, met een + teken; van rechtsonder naar linksbalghyamy naarr, met een—teken.
Vervolgens wordt er opgeteld.

Definitie
De determinantvan de lineaire transformatie, notafti€| of |L|, is de determinant van de
matrix die de transformatie vastlegt. Dus

pr
-0

De volgende stelling geeft, misschien nogmaalsndetkundige betekenis van de
determinant.

Stelling

4
De determinan van de lineaire X N ; :
1 \X,
transformatie/” in R? is, op het teken na, [ o ey ey
gelijk aan de oppervlakte opgespannen door = £ ||
1

de beeldvectore!'(€) =(§j en

£(8) =(rsj van de standaardbasi&en g,. o
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Bij positieve oriéntatie van de vectaf(€) naar de vector£'(&,), dus als
O0(£(@&) - £(&)) >0, geldt
1

O(£(8).£ (&)=

Bij negatieve oriéntatie van de vectdf(€) naar de vector/'(€,), dus als
O0(£(&) - £(&)) <0, geldt

0(1@,1(@»:—‘2 j

Bewijs

We bJekijken de vectore'(€) en £'(&) in het eerste kwadrant.

Eerst het geval van positieve oriéntatie van déore£’(€) naar de vecto/'(€,), dus als
0(£L(8) - £(&))>0. In de volgende figuur links is de opperviakdé£ (&), £ (&))van
het parallellogram opgespannen door de vectaf¢g) en £ (&) wit aangegeven.
Verschuiving van de oppervlakt€d en O, levert de figuur rechts.

X, X1
A—-L—-—-n-k P . T - P
| : i
s / < . e w4 , o = o
RGN SRR
i e L 4 > N
£ e Sl
}\ : © ;\
L, e ! © |
A T\ .A // T4 Y 1 I / B
R N'(E
4 /@) 1, @) 1,
e @\ ‘ X, Novve: » o - n 5 X
., BE S 2, : 3!
! 3 A : P DI

Uit de figuur rechts volgt dat vo@ (£ (&), £(&)) geldt

O£ (8).£(8)= ps Q= ps qu j

Vervolgens het gevdll(£'(€) —» £(&)) <0. We verwisselen we in de figuur de vectoren
/(&) en £ (&) met als resultaat

O£ (8), £ ()= 1~ sp=—( ps a)r:—‘g j

O
Opgaven
IV.1.1 Verdergaand bij het laatste voorbeeld
a) Toon aan daf3-7)* — 4[1= 0 als oplossingen heeft=1 of r = 5.
b) Bereken in het laatste voorbeeld de eigenvettoijekeuze voor het

kental in dex, -richting gelijk 1.
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IV.1.2 De lineaire transformatig in R? uit opgave 1V.0.4 die wordt vastgelegd door de

0 2
L=
=
heeft slechts één eigenwaarde.
a) Bewijs dit met behulp van de karakteristiekeyedijking.

b) Bereken enkele eigenvectoren bij deze eigenweaard

matrix

IV.1.4 Een lineaire transformati€ in R*wordt vastgelegd door de matrix

o

a) Bereken de eigenwaarde(n).
b) Bereken de bijbehorende eigenvectoren.
C) Geef de vergelijkingen van de deklijnen van dersaire transformatie.

IV.1.5 De lineaire transformatig’ in R”uit opgave 1V.0.5 wordt vastgelegd door de matrix
0 4
L=
Bereken de eigenwaarden vAnmet behulp van de karakteristieke

vergelijking.
b) Bereken bij ieder van de eigenwaarden twee gggaren.

a)

IV.1.6 Een lineaire transformati€ in R* wordt vastgelegd door de matrix

-1 0
L=
-1 2
De vectoRg, is een eigenvector met eigenwaarde?2.
Hoe volgt direct dit uit de matrik, dus zonder berekening met de

karakteristieke vergelijking?
b) Bereken de tweede eigenwaarden ¥armet behulp van de karakteristieke

vergelijking.
C) Bereken bij ieder van de eigenwaarden twee g&gsaren.

IV.1.7 De rotatie inR* over 60°vastgelegd door de matrix

i _1/3
R6o° = L 2 21
33§
a) Toon dit aan

b) Deze rotatie heeft geen eigenvectoren. Bewijméi behulp van de
karakteristieke vergelijking

IV.1.8 Deglijschuiving g‘w in R? in de richting van dg -as met een factoz wordt
vastgelegd door de matrix

1 u
GX“”:{O 1)

15



Bereken met behulp van de karakteristieke vergedjkle eigenwaarde(n) en bereken
de bijbehorende eigenvectoren.

IV.1.9 Een lineaire transformati€ in R?wordt vastgelegd door de matrix
W
a) Bereken de eigenwaarde(n).
b) Bereken de bijbehorende eigenvectoren.

C) Toon aan dat eigenvectoren van verschillendeneigarden onderling
loodrecht staan.

d) Leg datL” een projectie moet zijn.
e) Op welke lijn is deze projectie? (Geef de foreneth de hoek met de, -as
vanuit het antwoord in b.)

IV.1.10 Verklaar meetkundig dat de determinant @an projectie irfR? gelijk is aan 0.

IV.1.11 De spiegelings, in R?in een lijnk die een hoek vaB0® maakt met dex, -as heeft

als matrix
1 173
S = 13/‘ ’ 1
V3 -3
a) Toon dit aan met de Gauss-Jordan methode
b) Bereken de eigenwaarden met behulp van de larstitke vergelijking.
C) Geef de formules voor de deklijnen.

IV.1.12 De eigenvectoren van een lineaire tramsfaie / in R? kunnen ook worden
berekend met behulp van de volgende

Stelling
De karakteristieke vergelijking
|£-17|=0,
van een lineaire transformati€ in R? heeft dan en slechts een oplossingls de
vectoren/£'(€)—-7¢ en/ (&) —re¢ afhankelijk zijn.
Verder geldt dat als deze vectoren afhankelijk@gn zijn er scalars/env,, niet
beide gelijk 0, zodanig dat
V(£ (@®)-18)+ WL (Q-779=0
en is de vector
V=vgt \ue
een eigenvector vad' behorend bij de eigenwaarde

a) Bewijs deze stelling
b) Bereken de eigenvectoren bij het laatste voddimet behulp van deze stelling

Opmerking

De bestudering van 8IV.3, die onafhankelijk is d@nvolgende paragraaf 81V.2, geeft
meer inzicht in deze stelling en wel in het bijzentdet aanhangsel ervan.
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V.2 Symmetrischetransformaties

Een belangrijke klasse van lineaire transformatiesiltwvyevormd door de zogenoemde

symmetrischéransformaties. IiR? blijken deze transformaties altijdree onafhankelijke
eigenvectorere bezitten die bovendien altiglhderling loodrechstaan.

Het grote belang van de symmetrische transformkties® vooral naar voren in het volgende
hoofdstuk ovekegelsneden

Definitie
Een lineaire transformatied in R? heetsymmetrischals bij alle vectorerv en w in R?voor
het inproduct geldt

(AW), Wy =V, A (W)

Opmerking
Voor een herhaling van het inproduct zie aanhari@gsel

Definitie

r
Een2x2 matrix A= (z sj heetsymmetrisclals q=r, dus als de matriA van de vorm

(e 3
g s
Stelling

Een lineaire transformatie4 in R?is symmetrisch dan en slechts dan al2ae€? matrix A
die de lineaire transformatie vastlegt symmetrisch

is

Bewijs
- Stel de lineaire transformatid is symmetrisch.

Om de bijbehorende matrig = (z g te onderzoeken bekijken we het effect vah op de

basisvectorerg en&,. Uit de definitie van de symmetrie v volgt
(A(&). &) =(&.A(%)

60
e

Verder geldt

Dus <él,ﬂ(g)>:(; . {2}:(3(3: ‘

Resultaat q=r

Nu geldt

17



De matrix Ais dus symmetrisch.

- Stel de matriXA is symmetrisch, dug\= ( P
q

Jooe]
V, W,
iR A b
Vs a s)\ v qy+ sy
Gevolg
(AW), W) = A{ﬂ(“j{ PU* q\éj{ Wj=(p\{+ qy) w+( ay sy

W, qy+ sy ) w
=pyW+ gy w+ vy sy w

A[le:(p q](ij:(pw qV\éj
w,) (g s/ w qw+ sw
<\7,ﬂ(w)>=(\\:1j-/{v%j=(vlj{ P qw} v(pw+ qw)+ y( gy sy

A W) %) gw+ sw
=pyW+ gy w+ v wy syw

q) We onderzoeken nu het effect op
s

V,

iy

twee willekeurige vectorefi :£

N

[y

Verder geldt

Gevolg

Voor ieder tweetal vectoren en w geldt dus
(AWN), W =(V, A (W)

en daarom is de lineaire transformati®& symmetrisch

We bewijzen vervolgens twee stellingen over regpeigenwaarden en de eigenvectoren van
een symmetrische transformatie er vervolgens eayekeerde stelling.

Stelling
Een symmetrische transformati@ in R”heeft altijd twee verschillende eigenwaarden,
behalve als de symmetrische transformatie de stiaasformatie is.

Bewijs

Laat A= (3 :j de matrix zijn die de transformati€l vastlegt.

A—rlz(p_r qJ
q s-T

Dit levert als karakteristieke vergelijking
p-7 q

q s-T
Gevolg (opgave 111.2.2) 12— (p+9r+ ps- §=0
Voor de discriminant geldt

Er geldt dan

=0
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D=(~(p+9)*-40ps- §)= B-2 ps 5+ 4t

=(p-s)y +4d
Deze discriminant is altijd groter of gelijk nuligiD = 0. De discriminant is alleen dan nul,
D=0, als p=senqg=0 In alle andere gevallen gel@t>0.

De eigenwaarden
p+s+y(p-9°+44d

I, =
2
_ . V4
en , = P*s \/(r; 9°+44d

bestaan dus altijd.
Deze eigenwaarden zijn altijd verschillend, behalsep = sen q=0.

Bij twee dezelfde eigenwaarden geldt dus voor deixdie de transformatied vastlegt

o s

Dit is de schaaltransformatfé; met een scalap.

Stelling

Als 4 een symmetrische transformatie isRien Vv en W zijn eigenvectoren vard bij
twee verschillende eigenwaardenen r_ dan zijn deze eigenvectoren orthogonaal
(loodrecht).

Bewijs

Er geldt (AWN), W) =(V, A4 (W)

waarbij (AWV), W =(r,.V, W =7, (V, W

en (V, A(W) =(V,7_ W =7_(V, W

Gevolg I, VW =1(VVW = [, -7.Xv,Ww=_C

Omdatr, # r_ volgt hieruit (v, W) = 0en dus zijn de vectorew en w onderling loodrecht.

O

In verband met de toepassing van symmetrischeftranaties op kwadratische vormen en
kegelsneden (zie 8V.1) de volgende

Definitie
De deklijnen van een symmetrische transformati®fnvoorzien van dezelfde schaal als die
van het standaard assenstelsel hegakse assen

Opmerkingen

1) De haakse assen van een symmetrische transfergeaen we met eny aan. De
reden is dat dezeigenasseeenorthonormaal assenstelsebrmen.
(Zie ook aanhangsel 2.)
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Stelven w zijn orthogonale eigenvectoren van een symmeeis@nsformatie in

R?, dus metV, W) = 0. Definieer hieruit eigenvectoren met lengte ééordi :ﬁv
v
1
eneg, =W W
Deze vectoren vormen eerthonormaal stelsel basisvectoranR?, want
(8.8)=(= U=V
v ¥
_ 1 o
= |\7|2 (V V) behoud schaling inprodu
1
= (v V)= 1 definitie norm
v, v)
en L 1.1
(€,8)=C( U7 W
v |
= ala (V W) behoud schaling inprodu
V]|
1

0=0 orthogonaliteit

Analoog (€,8)=1

De schaal die door deze vectoren langs de dekliyae de symmetrische
transformatie ontstaat is gelijk aan de schaahdtijstandaard assen stelsel. Het
orthonormale stel basisvectorén g, is daarom de basis behorend bij de haakse

assen..

2) We zullen de eigenwaarde bij de eigenvet?e;(tewri

v

W in het vervolg aangeven mejf.

V in het vervolg aangeven meg

en de eigenwaarde bij de eigenve€tor .—;

IWI

Voorbeed
Gegeven De symmetrische transformatid in R*vastgelegd door de matrix

5 )

Gevraagd

a) De eigenwaarden van deze symmetrische transfierma

b) Een orthormale basis behorend bij de haakse assef] .

C) Een figuur met het standaard assenstelsel edenggenassen vafi .
Oplossing

a) Er geldt

T A R ()
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Dit levert als karakteristieke vergelijking
5-1 -2
-2 8-1

Dus
G5-1)8-7)-(-2)2)=0= r°- 13+ 36 0= (- 4(- 9B
De eigenwaarden van deze symmetrische transforzigtie, =4 enr, =9

(We zijn vrij in de keuze van watis en waty is. We hadden dus ook kunnen kiezen
r,=9enr,=4)

1
b) Laatv :( jeen eigenvector zijn bij, =4 .
Vv

(U
5 D) = (Ga) = 55hs

2) . . L :
De vectorv =(J is dus een eigenvector bij eigenwaarge- 4 . De eigenvector met

Dus

lengte één hierbij is &, :ﬁv:iﬁ
\'

J5l1
Vanwege de orthogonaliteit van de X2
eigenvectoren vinden we een eigenvector 4 ﬁ}
met lengte één bij, =9 met de Y
nevenvector varg, A ™
P 1 _1 2+
ey =€ _E 2 2 4
. N 2 . t o ' ' ’
C) De eigenvectov = 1 is voldoende om de .
haakse assen te tekenen. -« A v LD : T 3

De richting van de-as in het standaard R O

assenstelx;, x,) ligt hiermee vast. Teken o

met de geodriehoek loodrecht hieropyekes. —q -7

Teken verder met behulp van de -1
geodriehoek langs deas en langs dgas T :
dezelfde schaal als langs de standaard -4
asserx, en x, r

Omgekeerd is het de vraag of er bij ieder orthormanassenstelsek, y) en ieder tweetal
scalarsr, enr, er een lineaire transformatié! bestaat waarvan de scalars de eigenwaarden

zijn en waarvan de haakse assen het gegeven adsehst, y) zijn.
Het anwoord is ja vanwege de volgende

21



Stelling
Als V en W vectoren zijn inR?, onderling orthogonaal en beide0, en er zijn twee
willekeurige scalarsr, enr,, dan bestaat er een symmetrische transforrdtien R?

waarvanV en w eigenvectoren zijn behorend bij de resp. eigendeiar, enr, .

Bewijs
Laat7,v het beeld zijn van de vectoren 7, W het beeld van de vectov.

[v. %]

Toepassing van de Gauss-Jordan methode @p<@ematrix {[ aﬂ levert de matrix

LV, r,W
van de transformatieq . Van deze transformatie zij& en w de eigenvectoren behorend
bij de resp. eigenwaardepenr, .

Rest ons de symmetrie van de transformatie te bewmij
Kies als orthonormale basé& :ﬁv, Y :ﬁ W. Voor een willekeurige vectad geldt
d=aeg+ g€ meta =(§,d ena, =(g, d (zie aanhangsel 2 en 81.5) Voor willekeurige
vectorena en b geldt
(A@),by=(A(3&+ 3%), b
=(a. A48 FaAdE)b lineariteit operato
=(ar,8+ar,g b eigenwaarden

=ar e b+ar(e b lineariteit inproduct

=r,ab+7 .ab, orthormaliteit
en analoog
(a, A4 (b)) =(A(b), d symmetrie inprodu
=rba+rba
Gevolg (A(8),b) =(a,.A4(b))

Aanhangsel 1. Spectraalstelling

De tweeeigenwaarderr, enz, van eersymmetrischéransformatie4 in R?vormen het
zogenoemdspectrunvan de symmetrische transformatie.

Verder geldt volgens het voorgaande dat iedere sytmisnhe transformatie iR*twee
eigenvectorere 0 heeft die orthogonaal zijn.

Volgens de laatste stelling geldt omgekeerdRfrdat bij ieder tweetal vectoren0 die
onderling loodrecht staan en bij ieder tweetalasagér een symmetrische transformatie
bestaat waarvan het tweetal vectoren eigenvecijreen de twee scalars de eigenwaarden.
Dit is hierboven bewezen met de Gauss-Jordan metmoaar wordt op een meer
meetkundige manier bewezen via de volgende stelling
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Spectraalstelling
Als x en y twee willekeurige lijnen zijnd door de oorsprong die orthogonaal staangn

enr, zijn twee scalars dan
1) De lineaire transformatie ifR?
A=rF+17,
met 7, de projectie op de lijn x e} de projectie op de lijny, heeff enr, als
eigenwaarden en verder zijn de positievectordh langs de lijn x eigenvectoren bij
I, en zijn de positievectoren0 langs de lijn y eigenvectoren tij
2) De lineaire transformatie4 is symmetrisch

M eetkundige toelichting op de stelling

In de figuur heeft de vectd de projectieZ(a) op de lijnx en de projectieZ; (&) op de lijn

y. Er geldt hierbij Y Xa,
a=Z(a+7,(3 <

De projectie op de lijix wordt vermenigvuldigd met de scalay

waardoor de vector, Z,(d) ontstaat. De projectie op de Iyn

wordt vermenigvuldigd met de scalay waardoor de vector

r, 7, (8)ontstaat.
De som van deze vectoren levert het beél(d) van de
origineelvectora bij de transformatie4

A(@) =1,7,(3)+1,7,3)
(In de figuur geldtr, >0enr, <0)

Bewijs van de stelling
1) Laat V # 0 een positievector zijn gericht langs de KjrDan geldtZ, ¥ FV en

Z,(V)=0 . Gevolg
AWV) =1, B +1,B(V) =1, v+T 0
=1V
Dus V # 0 langs de lijrx is eigenvector bij eigenwaarde
Laat W# 0 een positievector zijn gericht langs de fjjrDan geldtZ, (W) = 0 en
Z, (W) =w. Gevolg
AWK) =1, Z(W) +7,Z,(W =7,0+7 W
=7,W
Dus w# Olangs de lijny is eigenvector bij eigenwaarde

2) Volgens § lll.3wordtin R*wordt de projectieZ van vectoren ten opzichte van de
lijn k vastgelegd door de matrix
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P :i[ k’ klkzj
C ke K

hierbij is k =(k1

k

j een vector gericht langs de Ikn
2

De matrix B, is symmetrisch dus is de project#¢ symmetrisch.
(Voor eenmeetkundig argumentn de symmetrie vaf, zie opgave 1V.3.5)
Omdat de projecties’;, en 7, symmetrische transformaties zijn is ook de lireair
transformatie 4 =7, 7, +r 77, symmetrisch. Want de bilineariteit van het inpratdu
levert voor alle vectorefi en w in R?
(AE), W =T, +1,7)(V), W

=T BN W +T (7, ¥ )W lineariteit inproduc

=1V 7 W)+1,(V 7, W) symmetrie projectic

=V L +1, 7, W) lineariteit inproduct

=(V. A4 W)

Aanhangseal 2: Herhaling inproduct

Hieronder volgen op een iets ander manier de defsnen stellingen van 81.5, maar zonder
toelichting met getallenvoorbeelden.

Definitie
Aan ieder tweetal vectore@ = [Zj enb = (blj in R?is een reéel getal toegevoeqd,

genaamd henproductvan deze vectoren en genoteerd(ald) , gegeven door

(a,b)=gh+ab

Opmerking

Uitgedrukt in alleen de kentallen van de vectoﬁen(alj enb = [Ej noteert men het

RS

De volgende stelling geeft ddgemene algebraische eigenschappen van het inptodu

inproduct met een punt

Stelling
Voor alle vectorerd, b en € in R? en voor iedere scalad geldt voor het inproduct
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(a,b)=(b, 3 commutativiteit
(a,b+®)=(ab+(a® behoud optelling
(a,Ab)=A(3 b behoud schaling
Verder geldt (8,8 =20 met nuleigenschap
a=0 - (@a=_C
Bewijs

Commutativiteit
Voor é=[a1j enb =[le in R?geldt
a, b,

(@by=ah+ah=ha+ ha=( bk
Behoud vectoroptelling
Als verder geldtc =£C1j dan6+é=[bl+clj en dus

C b, +c,
(@,b+0=a(h+ ¢+ g(h+ 9= abr ag ab a
=ah+ab+ag+t ac=("ab+("ar

Behoud schaling

(a,Ab) = a(Ah)+ a(AB)=A(ab+ 3h=A("ak
Nuleigenschap

(8 @=3a+aa=g+ g
Dit is altijd positief behalve als zowel =0 als a, =0, dus behalve al =0

Opmerkingen
1) Voor alle vectorerd, b en € in R%en voor iedere scalat geldt verder
(a+b,®)=(ab+(h©® behoud optelling
(1&,b) = A(3,b) behoud schaling
Dit kan net als hierboven worden bewezen, maarn ag direct uit de stelling
vanwege deommutativiteit

(@+b, o =(ta+t B=(ca+(ch=(ax+( bXx
en (Aa,b)=(bAd=Aba=Xab
2) Als een bewerking op vectoren zowel optellingdaed als schaling dan noemt men
een dergelijke bewerking lineair. Omdat behoud lbpteen behoud schaling tussen

de haken zowel links als rechts van de komma geldt,dubbel, noemt men het
inproduct van twee vectoren ook wel dgimeaire vorm

Definitie

De lengteof normvan een vectod in R?, notatie|4|, is per definitie | = /(& @

Definitie
Twee vectoren iR? hetenorthogonaalals hun inproduct gelijk nul is.
Dus twee vectore@ enb in R2zijn orthogonaal als geldta, by =0
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Definitie
Twee vectoren iR? hetenorthonormaal als zij orthogonaal zijn en als zij beide norm 1
hebben (beide van lengte 1 zijn).

Opmerking over notatie van orthonormale assenstelselsin R? ?
Het assenstelsel behorend bij een orthonormale st een 4 f
orthonormaal assenstelsel genoemd. Y
Als we spreken over ee@as en een bijbehorengieas in R?dan
zullen we altijd een orthonormaal assenstelsel dledo De 2
bijpehorende basisvectoren noteren we da@atesps, . eX =

Dit betekent dat in deze notatie altijd moet gelden ———— N
(&.6)=1 A
®,8)=1 SN
(8.,8§)=0

£

Stelling
Als in R? & de eenheidsvector is in de richting van een vektan g =

e isde
nevenvector vag, dan vormen de vectores), €, vormen een orthonormale basislif
Bewijs
We moeten aantonen dat voor de vectoggren €, geldt

(8,8 =1, (€.,8)=1 en (g,6)=0

Er geldtg, :% dus (&.,8) =<%,ﬁ> = <‘Erk> behoud schalin
= (k.K) =1 definitie normr
(K, ky?

en ook (.8)=

&.8)=| 2} =(-y)+y=1
v & o o

U | [~
U j[ j: y(-u)+ yby=0

Stelling
Als in R*de vectora ten opzichte van de orthonormale bagjsg, de resp. kentallea, en

a, heeft en de vectds de resp. kentallet, en b,, dus als gelddi = a, [& + g,[7e en

b=h &+ h g, dan geldt voor het inproduct van deze vectoren

(a,by=3ah+3ah



Bewijs
@b)=(a B+ a0, hOgr pI¢
=(a & hB)+(glg, hOg+( gT¢ T p+( @ g b )e behoud optel

=ab (e 8+ ahe;o+ alh e Bt AP £)e behoud schaling
=ab *ah O-ah0 ghl orthonormaliteit
=ab+ah,

O

Opmerking: De algemene betekenis van de stelling.

Welk orthonormaal assenstelded, y) er ook wordt gekozen, altijd is er dezelfde foenul
voor het inproduct
Ten opzichte van de bijbehorende orthonormale bgs& geldt immers altijd

d=a®B+30e en b=hE+QOe

met (@by=ab+3ah

Bij het standaard-assenstel$g|, x,) levert dit nogmaals de definitie van het inproduct
d=alk+ale en b=h®+hOe

met (a,b)=ah+ah

Een direct gevolg van deze stelling is de volgende

Stelling

Als in R? de vectorerg,, €, een orthonormale basis vormenlitf dan geldt voor de
kentallen van een vectdr="h [& + b, T

b
b

i

b, =(&,
by < ]
Bewijs

Kies in (a,by=ah + g b voor de eerste vecta@ = g , dusa =1 +OLE . Dit betekent
(&.b)=1Ch +0g = b

Analoog volgt uit de keuze =&, datb, =(&,, b)
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Opgaven

IV.2.1 a)

b)
c)

Toon aan dat uit de karakteristieke vijigeg
-1 a|_,

q s-T
volgt r’—(p+9r+ ps- 4=0
Toon aan dat geldt D=(—(p+9)*-400ps- )= p-2 ps $+4 t
Toon aan dat geldt D =(p-19)* +4q°

IV.2.2 Een symmetrische transformatié in R*wordt vastgelegd door de matrix

a)
b)
c)

d)

A=
2 —
Bereken de eigenwaarden van deze transformatie
Bereken de eigenvectoren behorend bij dezeftnanatie.
Toon door berekening aan dat het inproduct ygeneectoren met

verschillende eigenwaarden gelijk is aan 0.
Teken een figuur met het standaard assensézigakt de eigenassen vah.

IV.2.3 Gegeven imR? de lijn x: x, =3x%

a)

b)

Geef de vergelijking van een lipndoor de oorsprong die orthogonaal is op de
lijn x.

Bereken de matrix van de symmetrische transfoemd waarvan de
eigenvectoren in derichting eigenwaarde 4 hebben en de eigenveciarda

y-richting eigenwaarde-1.

IV.2.4 De matrix van de projecti#, in R? op een lijnx door de oorsprong die een hoek van

45’ maakt met dex -as wordt gegeven door

IV.2.5 Met behulp van de projectiestelling (81.6)
(inproduct varD _[ lengte van jﬁ kental projestan de tweedj

twee vectore
Is de symmetrie van de projectie meetkundig teijzew.
Toon aan dat in de figuur rechts ge{df} w @)z OWIOV en
00k (W7 (V) =(Z# (v),w = OVIOW
(In feite geldt hierbij(w, 7 (V)) = (Z (W), V)) = (A (W, A (W) .)

N N
Nl N

Toon dit aan

Bereken ook de matrix van de projectieRif op een lijny door de oorsprong

die een hoek vat45 maakt met dex, -as.

Stel de matrix op van de symmetrische transftema waarvan de
eigenvectoren in derichting eigenwaarde 4 hebben en de eigenveciarda

y-richting eigenwaarde-2

eerste vect vector langs de eersterve

Met als gevolgZ W N) =(WZ, {)= OWOIOV
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V.3 Deter minant, omkeer baar heid en niet-omkeer baarheld van een
lineair e transfor matie

In 8IV.1 is bij de stellingen over lineaire transfaties inR* de nadruk gelegd op het
verband tussen eigenwaarde 0 en determinant O,tatatdirect leidt tot de karakteristieke

vergelijking die bepaalt of een lineaire transfotimin R* al of niet eigenwaarden heeft.
In deze paragraaf wordt de betekenis uitgewerktdeawnolgende variant op deze stellingen.

Stelling
Bij een lineaire transformatie” in R* geldt
De beelden/'(&) en£'(&,) van de standaardbasis zijn afhankelijk dan en stedhn als voor

de determinant van de lineaire transformatie gabjlaan 0, , dus alts[| =0.

Bewijs
Zie opgave 1V.3.1

In deze paragraaf wordt besproken hoe deze staliingenhangt met de zogenoemde
omkeerbaarheigan een lineaire transformatie iR* en in het aanhangsel wordt de
meetkundige betekenis van deze stelling belicht hecbgeval|[| =0.

Nu eerste de definitie van omkeerbaarheid

Definitie
Een lineaire transformatig” in R? heetomkeerbaarpf ook wel inverteerbaay als geldt
1) De transformatie isurjectief
Dit betekent dat iedere vector B’ is beeld van een origineelvector.
Dus voor iedere vectop uit R*bestaat er een vectanit R*zodanig dati = £ (p).
2) De transformatie imjectief
Dit betekent dat verschillende vectorenRA altijd een verschillend beeld hebben.
Dus alsa en b uit R?verschillend zijn, d.w.za # b, dan zijn ook de beelden in

R2verschillende vectoren, d.w.Z(a) # £(b) .

Voorbeeld van een niet-omkeer bare lineair e transformatie <2y
Bij de projectieZ in R?op een lijnk door de oorsprong hebben die K (P, =

positievectoren beel@ die langs de lijn door de oorsprong liggen
loodrecht op de lijrik. De lijn wordt loodrechk wordt genoteerd

alsKer(Z) (zie ook het aanhangsel).

Dezeprojectieis niet omkeerbaaomdat

1) Niet iedere vector ifR? is beeld van de projectie épAlleen de
vectoren langk zijn beeld bij de projectie. Dug] is niet
surjectief.
2) In de figuur staat de lijn door de koppen varveetorena en b loodrecht op de lijtk.

Beide vectoren hebben dezelfde beeldvegoDus Z is ook niet injectief.
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Opmerking

Het criterium voor injectiviteitvan een lineaire transformatiéin R?is volgens de definitie
Voor alle vectorerd enb in R%geldt: azb = £ (a)z £ (b).

Eenlogisch gelijkwaardig criterium voor injectiviteis
Voor alle vectorerd enb in R2geldt: £ @)=£ ) = a=b.

Stelling
Een lineaire transformatie/ in R?is omkeerbaar dan en slechts dan als voor de d@tarh
geldt |£]#0.

Bewijs

- Stel de £ is omkeerbaar

De beeldens’(g) en£'(€,) van de standaardbasis moeten dan onafhankelijk zijn

Want stel het tegendeek’(€) en£(€,) zijn wel afhankelijk. Dit zou dan betekenen dat er
een scalak bestaat zodanig daf'(€) = k£ (&) (en/of een scalai bestaat zodanig dat
£(8)=uL(8)). Vanwege het behoud van schaling bijgeldt dan/'(&) = £(x@&),
terwijl ook geldt€ # «€,. Dit is strijdig met de injectiviteit va .

Omdat £'(&) en£'(&,) dus onafhankelijk zijn is volgens de voorgaand#iste|£| # 0

- Stel|£|#0

De beeldens'(g) en£'(€,) van de standaardbasis zijn dan onafhankelijk valgkn

voorgaande stelling en deze beelden y

[ g.c'c'."l y

vormen een nieuwe basis VORF . ™ N

1) £ is dansurjectiefomdat: S R
Een willekeurige vectop in R? . : \\\//
heeft kentallenu env ten 2 o e o
opzichte van deze basis, dus = P
p=uL(@)+vL(e) 7
Deze willekeurige vectop is R

beeld van de origineelvector veegy/ -7 P
é=(’uj, d.w.z.p=~£(8), omdat '
%

. ~ - L
£(3)= L (8)+vL(8).
. .. . . Nadote Dbeinnt B oS bwlbd
2) £ is daninjectiefomdat: ] &8

Stel a:(aij enB:(blj zijin
a, b,

vectoren inR? met gelijke beelden, dus met(a) = £'(b).
Omdat £ (&) en£'(€) een basis vormen vo@®? zijn daarom bij de beeldvectoren

£(@)=a/L(8)+ al(%®) enL(b)=hbL(8)+ bL(B) de kentallen gelijk, d.w.z.
a =h ena, =h,. Dus geldt voor de originelen geldérF b.
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Definitie

Bij een omkeerbare lineaire transformatiéin R*bestaat een zogenoenideerse
transformatie notatie £, gegeven door:

Als de vectorp in R?het £ -beeld is van een vectar, dus alsp = £(d), dan isa het

£ *-beeld vanp, dus dand = £'(p).

Opmerkingen

1) Bij eeninverse transformaties de rolvan origineel en beeld omgekeexbor de
omkeerbare lineaire transformati€ is in de definitie de vectod het origineel en de
vector p het beeld.

Voor de inverse transformati€ ™ is p het origineel erd het beeld.

2) Deze rolomkering van origineel en beeld is ale®gelijk als iedere vector vaR?
beeld is van een origineel (surjectiviteit vah) en als ieder beeld afkomstig van
slechts één origineel (injectiviteit vaf'). In de definitie is de omkeerbaarheid van
£ dus een noodzaak.

Vanwege de volgende stelling over de inverse varegkeerbare lineaire transformatie in
R? bestaat ook de matrix die deze inverse transfoewastlegt.

Stelling
De inverse£ ™ van een omkeerbare lineaire transforma#iein R? is ook lineair.

Bewijs

Laat p en gvectoren zijn inR?met resp.£*-beeldena enb , dus meta = £*(p) en

b = £(g) . Laat A een scalar zijn.

- Er geldtbehoud optellingvant:

Omdat p=£(3) end=2(b) geldt vanwege het behoud van optelling bij dat
p+d=2L(3)+L(b) =L(a+ b metals gevolg/™(p+d) = a+ b, terwijl ook geldt
a=/L"(p) enb=2,Y(g). ResultaatL ™ (p+0) =L Y(P+L49).

- Er geldtbehoud schalingmdat:

Uit p=2£(3) volgt uit het behoud van schaling bij datAp=4/£(3)=£(13d) met als
gevolg £7(Ap) = A&, terwijl ook geldta = £7(p). ResultaatL(Ap) =AL7(D).

Opmerking
Uitgaande van bovengenoemde omkering van origereéleeld bij de inverse kan met de
Gauss-Jordan methodke matrixL™ van de inverse transformati€ ™ worden bepaald als de

matrix L van een omkeerbare lineaire transformafién R? bekend is.
Schematisch werkt dit als volgt:

{ & . ¢ } I R I A CYWAR Y]
[£@).£®)]] 1 =g+ 6. 8]

[l [
Door geschikte lineaire combinaties van de kolominemll wordt bij de beelden va” de

matrix L =[£'(&),£ ()] omgezet in de eenheidsmatiix[&,&] .

31



Dit heeft tot gevolg dat bij de originelen vafi de eenheidsmatrik :[él@] wordt omgezet

in de matrix L™ =[[1(él),[1(”g)] Vanwege de genoemde verwisseling van de rol&smst

bij de inverse/™ de beelden immers boven en de originelen onder.

Voor beeld
Gegeven Een lineaire transformati€ in R*wordt vastgelegd door de matrix

oy

Gevraagd a) Waarom is£” omkeerbaar?

b) De matrixL™ van de inverse transformati€ ™ met behulp van de
Gauss-Jordan methode.

1
C) Het £ "-beeld van de vector =(2j met behulp van de matrix™ .

Geef een verklaring van het resultaat.
d) Geef zonder berekening met de matrix het £ ™-beeld van de vector

4

Oplossing

a)

b)

d)

Er geldt IL|= j =14~ 2[B=-2

1
2
Dus|L| # 0 en volgens bovenstaand criteriumAs omkeerbaar.

1 0)] (2 3)] -2 3
01 |'=2 -1l -1 -1 | "=-1" 1 ‘*lz

F I i ( )

-2 3 -4 3
Resultaat L :( 721) = 712( )
1 -3 2 -
L‘11:1_4 3 1:1 —4[&3]22
2) 22 -1Yl2/ | 2m €1p
Dit resultaat is een voorbeeld van het algemenabelgdat bij de inverse
transformatie de rol van origineel en beeld zijrgekeerd.

In b) is bij kolom | voor de inverse transformati&™ het origineel onder de vector

1 1
V= (Zj en het beeld boven de vec®r= (OJ .

3 0
In kolomll bij b) is \Tv=(4j het origineel voors ™ en g, :(J het beeld.

Dus £7'(W) =§,.
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Opmerking
Er is bestaat nog een veel gebruikte manier omndr@ien van een inverse te beziee:
inverse £ van een omkeerbare lineaire transformatdan R? heft de werking vary” op.
Dit valt het beste in te zien met behulp van dimpigatie voor een lineaire transformatie:

adld- p 0Od a

O-p 000

De transformatieZ” voert een vectoa over in een vectop . Past men vervolgens de
inverse transformatie” ™" toe dan wordt de vectdd weer overgevoerd in de vectar Dus

het na elkaar toepassen van de transformafiesn £ levert weer de oorspronkelijke
vectora. lets anders genoteerd geldt

In termen van de haakjesnotatie geldt
p=2£(a
P=@ | s (s@)
a=/,-(p

Aanhangsdl: Meetkundige aspecten van het geval |£]=0.

Volgens de eerste stelling van deze paragraafkéetelit geval dat voor een dergelijke
lineaire transformatieZ’ in R* de beelden/' (&) en£ (&) van de standaardbasis afhankelijk
zijn.

We gaan in dit aanhangsel verder uit van het ggatal’'(g,) # 0 en dan betekent de
genoemde afhankelijkheid dat er een scalbestaat zodanig dat

£(8)=kL(&)

Door enkele meetkundige consequenties van dit nerbé te werken zullen we langs een
andere weg als hierboven in gaan zien dat in didlgge lineaire transformatie niet-
omkeerbaar is.

Dit zal gebeuren door dit verband tussen de beelderde standaardbasis te combineren met

de formule £'(3) = £ (&) + a£ (g) die geldt voor iedere vect@=ag+ a g in R?
vanwege de lineariteit van.
Aldus: Voor het/ -beeld van iedere vect@=ag+ a& in R* geldt in dit aanhangsel

£(@) =(ka+a)L(8)

Het eerste meetkundige gevalgn deze formule betreft hie¢eld van/ .

Definitie

Hetbeeld van een lineaire transformati¢ in R?, notatieBeeld ), bestaat uit alle vectoren
in R? die £ -beeld zijn van een andere vectorRA.

Vanwege de laatste formule zgiie vectoren uitBeeld £’) van de lineaire transformatig’
in dit aanhangselolgens één lijdoor de oorsprong gericht, en wel die lijn digérichting
staat van de vectal'(&,) . De lineaire transformatie’ in dit aanhangsel is daaramet-

surjectief, want er zijn vectoren ilR*> die geen/ -beeld van een vector iR* zijn. Immers
de vectoren irR*die niet gericht zijn volgens de lijn vaBeeld L) zijn geen/ -beeld van

een vector ink?.
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Eentweede meetkundig gevdigtreft dekernvan een lineaire transformati€ in R?.
Definitie

Dekernvan een lineaire transformati€ in R?, notatieKer(Z’) , bestaat uit alle vectoren in
R? die de vecto0 als beeld hebben..

Stelling
Als bij een lineaire transformatig” in R* voor de beelden van de standaardbasis geldt dat

er een scalak bestaat zodanig dar’(€) = k£'(€), met verder me’(&,) # 0, dan bestaat
Ker(£) uit precies die vectoren die gericht zijn volgéedijn x, = —«x

Bewijs
Vl

Stel v :( j behoort totker(£) dan geldt per definitie”'(v) =0. Verder geldt

V2
L (V)= (kv + %) L(8) met £(8)%0.Duskv,+Vv,=0 = V,=—K\.
Dit betekent dat alle vectoren die gericht zijngesid de lijnx, = —«x tot Ker(Z£') behoren.

Vi

Voor vectorenv :( j die niet totKer(£') behoren geldt, # -kv,. Deze vectoren zijn dus

V2
niet gericht volgens de lijix, = -« .

De meetkundige betekenis van de keasn een lineaire afbeelding komt vooral naar voren
door de volgende stelling, die overigens ook getutr het geval£'| # 0

Stelling

Voor iedere lineaire transformatig” in R*geldt:

Twee vectoren hebben dan en slechts dan hetzeléd@ &ls hun verschilvector tot
Ker(£) behoort.

Bewijs

Stel de vectorerd en b hebben hetzelfde beeld du§(a) = £ (b) . Hieruit volgt

£(a)- £ (b) =0 en vanwege de lineariteit vahgeldt daarom/’(a—b) = 0. Het verschil
a-b behoort dus toKer(£).

Stel de van de vectored en b behoort het verschil taker(£) , dus £ (a-b) =0. Vanwege
de lineariteit vary” geldt daarom/’(a) - £ (b) =0en dus£(a) = £ (b) . De vectoreré en

b hebben derhalve hetzelfde beeld.

Opmerking
Als Ker(£) vectoren# 0 bevat dan zijn dit eigenvectoren van de lineamagformatie/” in
R? met eigenwaarde O.
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Met Beeld £) en de twee stellingen vodter(£') kan de situatie Waarbij[| =0 als volgt
meetkundig worden toegelicht:

Voorbedd

Gegeven

Gevraagd

Oplossing

Een lineaire transformati€ in R*wordt vastgelegd door de matrix

-1 -3
L=

2
a) Er geldi/'(€) = x£'(€). Wat is de waarde van de scaka?
b) Teken in een standaard assenstgbsek,) de lijn door de oorsprong

volgens welke de vectoren uteeld £") zijn gericht

C) Leg uit dat/ niet-surjectief is.
d) Geef de formule van de lijn door de oorsproalgens welke de

vectoren uitKer(£') zijn gericht.
Teken ook deze lijn in het standaard assenstelsel

2 ~ (5
e) Teken de positievectoren= (3} enb= (2}

Teken in stippels de lijhdoor de koppen van deze vectoren.

Teken verder de verschilvectbra langs deze lijn
Uit de figuur zal blijkt dat de lijh en de lijn vanKer(£) evenwijdig zijn.

Dit beteken dat de verschilvectbra langsl tot Ker(£") behoort.

f) Toon dit ook aan met behulp van de kentallem ba a en de formule
uit d).
Er geldt de)volgende uitspraak
Alle positievectoren waarvan de koppen liggerep lijn evenwijdig aan de
lijn door de oorsprong vaiker(£') hebben hetzelfdg —beeld.
Q) Bewijs de waarheid deze uitspraak met behaipde laatste stelling.
h) Leg uit dat/ niet-injectief is.
)] Bereken de/ —beelden van de vectorénenb

1
De positievectort :(SJ heeft zijn kop niet op de lijh

Dit blijkt uit:

) Teken deze vector in het standaard assenstelsel

k) Hoe blijkt dit ook uit de kentallen van de vedvectorc —a?

Er geldt de volgende uitspraak
Twee positievectoren waarvan de koppen nigehgop een lijn evenwijdig
aan de lijn door de oorsprong vater(£’) hebben een verschillende

/£ —beelden.
)] Bewijs de waarheid deze uitspraak met behalp de laatste stelling.
m)  Bereken hef'—beeld van de vectadr.

-1 -3 -1 -3
a) Er geldt£ (&) = en £(&)= . Dusk =3 omdat =1
2 6 2 6
b) In de figuur wordt ook de lijn dod in de richting£'(€,) aangegeven mdeeld L")
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d)

f)

f)

9)
h)

)

k)

De vectoren irR? die niet gericht zijn
volgensBeeld £) zijn geen/ -beeld van

een vector ink?. Dus is £ niet-injectief.
De vectoren varker(£) zijn volgens de
voorlaatste stelling gericht volgens de lijn
X, =k X metk =1, dus gericht volgens de

liin x, =-1x. In de figuur is ook deze lijn '

aangeven meKer(£) Bk |
Zie figuur ' W (R)

o33 ) |

Volgens x, = -1 x_geldt alsx, =3 dan

X, ==1, dus isb —a gericht volgens deze
lijn. Dit betekent dab —a tot Ker(£") behoort.

Als van positievectoren, zoals hierbova@rn b , de koppen liggen op een lijn
evenwijdig aan de lijn valker(£) dan behoort hun verschil, zoals hierbovena,
tot Ker(£) .

Volgens de laatste stelling hebben vectoren waameanerschil totker(£") behoort
hetzelfde £ -beeld.

Gevolg: Positievectoren waarvan hun koppen op igehdgen evenwijdig aan de lijn
van Ker(£') hebben alle hetzelfdg” -beeld .

Volgens het meetkundige argument uit €) is \d®wectorerd enb het £ -beeld
gelijk. Berekening met de matrixbevestigt dit.

han G R

com{31(3 LT

(1) (2) (-1
c-a=|_|-| _|=
HRHR
Volgens de lijnx, = -1 x van Ker(£) geldt alsx, = -1 danx, =1. De

verschilvectorC — a is dus niet gericht volgens de lijndie evenwijdig is aan deze
lijn.

De kop van positievectad ligt deze lijn. De kop van positievectdr ligt dus niet od
omdat de verplaatsingsvector a van de kop vard naar de kop va niet volgens
| is gericht.

Als van twee positievectoren, zoals hierbovgen ¢, de koppen niet liggen op een
lijn evenwijdig aan de lijn vaKer(£) dan behoort hun verschil, zoals hierboven
c-—a, niettotKer(£).

Volgens de laatste stelling hebben twee vectorearwaa het verschil niet tot
Ker(£') behoort ook een verschillend -beeld.

Ook volgens een berekening geldi£'(a) # £(¢) want

Zie figuur.
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o2 R

De meetkundige resultaten van deze opgave wordearggevat in de volgende

Stelling

Als de determinant van lineaire transformatie in R?gelijk is aan 0, dus alti'| =0,

waarbij voor de beelden van de standaardbasis gé(@f) # 0 of £L(8)# 0, dan geldt

1) De vectoren/'(€) en £'(€) zijn gericht zijn volgens dezelfde lijn door de
oorsprong. HetBeeld £') bestaat uit alle vectoren die gericht zijn volgeeze lijn.

2) Er is een lijn door de oorsprong zodanig datalkctoren die gericht zijn volgens deze

liin Ker(£) vormen.
De vergelijking van deze lijn is, = -« x als £(8) =«x£(&).
De vergelijking van deze lijn is, = -ux, als £'(&,) = u£(€).
3) Twee positievectoren hebben dan en slechts elaelfde/ -beeld als de lijn door
hun koppen evenwijdig is aan de lijn uit 2).

Opmerkingen
1) Vanwege 1) is/ niet-surjectief
2) Vanwege 3) is£ niet-injectief

3) Het voorbeeld uit het aanhangsel van 8IV.0 vaeert verdere illustratie van deze
stelling.
Opgaven

IV.3.1 Bewijs de eerste stelling van deze paragraaf
(Aanwijzing: Bestudeer de bewijzen in 8IV.1)

IV.3.2 Een lineaire transformati€ in R*wordt vastgelegd door de matrix

2 4
L=
a) Toon aan daf’” omkeerbaar is.

b) Bereken met behulp van de Gauss-Jordan metteodettix L™ van de
inverse transformatie/ ™.

1
C) Bereken van de vect@r= (3} het/ —beeldp.

d) Bereken vervolgens met behulp van de maitrixhet £ " —beeld van de
vector p.

IV.3.3 Voor sommige lineaire transformatiesikf valt meetkundig in te zien dat er een
inverse transformatie bestaat en welke deze inw&asdan is.
a) Geef aan de hand van een toelichting de inwenseen rotatie over een
hoekd. Geef ook de matrix van deze inverse.
b) Geef de inverse voor de spiegeling in eenkigloor de oorsprong .
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Deglijschuiving & , in R? in de richting van dg -as met een facto% wordt
a5

1 4
vastgelegd door de matrix G | :(0 ij

2
Geef een meetkundig argument waargi , de inverse is.
ot

(Toon eerst aan dat voor iedere vecﬁo{zizj geldt gﬁv_é(a) -a=1a®)

2

IV.3.4 Bij een lineaire transformati&” in R*geldt in pijinotatie

a)
b)

c)

p OO allO- |
Geef een uitleg van wat met deze notatie bedeeldt.

Wat moet voor de lineaire transformatie geldpdat de bewerkingen
aangegeven een dergelijke pijinotatie wiskundig ehiggzijn?

Toon aanp :[(fl(b))

Opmerking In termen van de pijinotie betekent ¢): DEFQ_» L'P)00- p

A

IV.3.5 Een lineaire transformati€ in R*wordt vastgelegd door de matrix

a)

b)

f)

¢)

L=
3 —_
Poog met behulp van de Gauss-Jordan methodeadi ran de inverse

transformatie op te stellen.
Leg uit op welk punt dit vastloopt.

Hoe was te voorzien dat het niet mogelijk is Emerse transformatie voof’
te vinden?

Teken in een standaard assenstélgek,) de lijn door de oorsprong volgens
welke de vectoren uiBeeld £") zijn gericht.

Teken in het standaard assenstg|gelx,) de lijn door de oorsprong volgens
welke de vectoren uiKert(£') zijn gericht.

2
Teken in het standaard assenstdlgelk,) de positievectog =( j en de

liin 1 door de kop van deze vector evenwijdig aan devhjmKert(£)
Lees in de grafiek af welke vectbrlangs dex, -as hetzelfde/ —beeld als de
vector a.

Controleer het antwoord uit f) door d&-beelden van de vectorénenb te
berekenen met behulp van de matrix

IV.3.5 Een lineaire transformati€ in R*wordt vastgelegd door de matrix

a)
b)

3 0
L=
Bespreek welke vectoren deel uitmaken Baeld L)
Bespreek welke vectoren deel uitmaken ¥aam( L)
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IV.3.6 a) Licht toe wat vooBeeld L") en Ker(£) geldt als|£|# 0.
b) Licht toe wat voorBeeld£) en Ker(£) geldt als£(&) = £ (&) =0.
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