V Kegelsneden en Kwadratische Vormen in R?

Inleiding
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V.1 Homogene kwadratische vormen

Een vorm als
H(X, %) =5X" ~ 4% %+ 8%’
heet eefnomogene kwadratische vormaar de twee variabeleq en x, .
Een vorm als
K (%, %,) =16x> + 24x x,+ 9%’ — 50%— 100%— 15
heet eennhomogene kwadratische vormar de twee variabeleq en x, .
Bij homogene kwadratische vormen komen de variaballeen in de macht 2 voor, d.w.z.
alleenx?, x,x, en x,* kunnen in de vorm voorkomen. Bij inhomogene kwtsiche vormen

kunnen de variabelen ook in de macht 1 aanwezig @ijv.z. x, en X, kunnen voorkomen,

en de variabelen kunnen in de macht 0 aanwezigREijae tweede vorm komt bij het getal
—150 de variabele voor in de macht 0 omadt=1 en x,° =1.

In deze en in de volgende paragraaf zijn we ge¥agererd in disolijnen van een homogene
kwadratische vormEen isolijn is d&krommedie in een assenstelsgd, x,) ontstaat als een

homogene kwadratische voimtwee variabelerx, en x, constants. Zo levert
H (X, x,) = 36 bij het bovenstaande voorbeeld de vergelijking
5x° — 4% X, + 8%, = 36
Het zal blijken dat dit de vergelijking is voor eeltips.
De isolijnen van de inhomogene kwadratische vorkmnen in 8V.3 aan bod.

Bij het onderzoek nagmomogene kwadratische vormaumlen we gebruiken dat dergelijke
vormen kunnen worden gedefinieerd met behulpsyemmetrische transformatias R?.

Voor beeld
Gegeven De homogene kwadratische vorm

H (%, %) =5%" = 4x %+ 8%’
Gevraagd Toon aan daH (x;, x,) kan worden uitgedrukt als het een inproduct

(X, A(X)), waarbij X = (XlJ en 4 een symmetrische transformatiel&f met
X

symmetrische matrix
5 -2
A=
2
5%° = 4x X + 8%’ = 5X’ = 2x X~ 2% X+ 8%
=% - B Hx-(2+ 8 )

AT
I

Oplossing



Uit het voorbeeld blijkt dus dat een homogene kwatsiche vorm in twee variabelen kan
worden gedefinieerd met behulp van een symmetrisahsformatie in R?.

Definitie
De met eersymmetrische transformatig! in R*geassocieerde homogene kwadratische
vorm H in de variabele vectox wordt gedefinieerd door

H (X) = (X, A(X))

dus door het inproduct van de vectomet zijn 4 -beeld A4 (X)

Stelling

P q
g s
is de geassocieerde homogene kwadratische vorm

Als Az( j de matrix is bij de symmetrische transformatie in R en X = (Xij dan

X2
H(X)=H(X, %)= pxX +20gx %+ s¥

s U AT S

=% Ox+a% F % @+ SXF pX+ 2gxx  SX

Bewijs

O

Het belang van het definiéren van een homogene atiache vorm via eesymmetrische
transformatie_4 in R? ligt in deeigenwaarderr, en r,, en in deorthonormale

eigenvectorerg en €, van de symmetrische transformatie . In §1V.3 ispbelsen, en met een
voorbeeld toegelicht, dat deze eigenvectdaggm € een orthonormaal assenstelgely)
vastleggen die de zogenoenidrkse assevan de symmetrische transformatie vormen.

Definitie

De hoofdassen van de homogene kwadratische ‘(x) = (X, 4 (X)) in R?zijn dehaakse
assen van de symmetrische transformatle Ky
Opmerking

X

X
hoofdassewan de homogene kwadratische vaiitk) = (X, 4 (X)) in

R®wordtgenoteerdals X =xg + ye waarbijgenég, de
orthonormaleeigenvectorezijn van de symmetrische transformatie
A bij resp. desigenwaarderr, enr, .

De ontbindingde variabele vectox :( j in R* naar de




Stelling
Als de variabele vectox in R?van de homogene kwadratische vohx) = (X, A4 (X))
wordt ontbonden naar de hoofdassen van de symutatrisansformatie 4 dan geldt
H(X) =h(x y) waarbij

h(x y)=1,X+1, ¥

Bewijs
Er geldt
AR) = A0E+ ¥8)
=A & A (yg) behoud optelling transforma
=xA46)r y4(€) behoud schaling transforma
=xr g+ Yy § eigenwaarden transfoatie
Gevolg

H(X) =(X A(X) =(xg+ Yo K et 5, @
=XT (8 .8+ xy (g, 0+ w(" e B+t ‘(" &) lineariteit inprod
= x°r, O xyr, OO+ yxr, 00k Y, 01 orhonormaliteit

= X1, + YT,

Hierbij is dus gebruikt da§ en € orthonormale eigenvectoren vaf zijn.

Opmerking
De vergelijking van désolijn H(X) = ¢ wordtten opzichte van de hoofdassdus ten
opzichte van de haakse assen vdn

h(x, y)=c
d.w.z. X +T, Y =C
Het is juist deze hoofdassengedaante van de viggglvan een isolijn van een homogene
kwadratische vorm die ons in staat stelt de algenkenmerken ervan te analyseren

Voorbeeld
Gegeven Gegeven de isolijn van een homogene kwadratisoha in R?

5%, = 4%, %, + 8%, = 36

Gevraagd

a) De matrix van de symmetrische transformatle in R?waarmee deze vergelijking is
geassocieerd.

b) De eigenwaarden en de orthonormale eigenvect@end

C) De hoofdassengedaante van de kwadratische ikirggl

d) Teken in een figuur het standaard assenstétset,) , de hoofdasse(x, y) en de

kromme gegeven door de vergelijking in c).



Oplossing
5 -2
a) A=
-2 8
b) De eigenwaarden van deze symmetrische transfierzipnz, =4 enz, =9, en
bijbehorende orthonormale eigenvectoren:

. _1(2 . _._1(-1
c3fl @ emseaf)
(zie opgave V.1.1 of het voorbeeld van 8IV.3.)
C) Volgens de stelling levert de ontbindifg= x§ + y& naar de hoofdassen voor de

kwadratische vergelijking
4x% +9y* = 36
waaruit de zogenoemdmwofdassenvormolgt

Xyv2 o Yy2 _
) +(2)° =1
( 3) (2)
2
d) Dex-hoofdas ligt in de richting van de eigenvecior (J bij de eigenwaarde

r,=4.

Dey-hoofdas is hierop loodrecht getekend. De hoofdas®gay zijn van dezelfde

schaal voorzien als het standaard assenstelsel.

De x-waarden variéren van -3 tot 3 enyd&aarden van -2 tot 2, zoals ook uit de
volgende tabel blijkt. (Zie ook opgave V.1.2). Methulp van deze tabel kan de

kromme worden getekend ten opzichte van de hocddassny

X Yy Yy 7\ Kz, , \
-3 0 0 . o
-2,5 1,11 -1,11 :
-2 1,49 -1,49 7, >
-1 1,80 -1,80 | T 5 z
0 2 -2 = A l
1 1,80 -1,80 1 3
2 1,49 -1,49 \ é =
2,5 1,11 1,11 i -t
3 0 0 =R =
F
Bij het tekenen van de kromme is verder 3 -
gebruikt datx zijn maximum bereikt in N e \

X =3 en zijn minimum inx=-3. De
raaklijnen staan daar loodrecht opxeas.
Verder is gebruikt day zijn maximum bereikt iny =2 en zijn minimum iny =-2.

De raaklijnen staan daar loodrecht opyes.

Opmerkingen

1) De kromme blijkt een scheef staamrdlgs te zijn. De lijnen door het midden 0
bezitten snijpunten met de ellips waarvan de gtea@ftstand 6 is (langs adeas) en de
kleinste afstand 4 (langs gleas). Men zegt dat dange asvan de ellips lengte 6 heeft



en dekorte aslengte 4. Déoofdasseivan de symmetrische transformatalen dus
hier samen met de korte en lange as van de gevailijen

2) De algemene gedaante varhdefdassenvorman een ellips is
2 2
.y _
FaN
Hierin zijna enb positieve reéle getallen.
Als a>b is de lange as langsas met lengta en de korte as langs ge&as met
lengte2b. Als a<b is de korte as langsas met lengt2a en de lange as langs ge
as met lengte&b . Als a=b is er sprake van een cirkel met straal
3) De ellips is niet de enige isolijn die kan oa#st bij een homogene kwadratische vorm.

In de volgende paragraaf wordenisi@lijnen van homogene kwadratische vormen in

R? geclassificeeranet behulp van de ontbinding van de variabeleorextnaar de
hoofdassen en de laatste stelling.

Opgaven

V.1.1 De homogene kwadratische vorm
H(x, %) =5%" —4X %+ 8%’
is geassocieerd met de symmetrische transformdtian R” vastgelegd door de

matrix
5 -2
A=
59

a) Toon met behulp van de karakteristieke vergaljlaan dat voor de
eigenwaarden vand geldtz, =4 enr, =9

1(2 . 1(-1
b) Toon aan dat de vectorén=— en g = =—
= ﬁ(J Ak @( ZJ
eigenvectoren vand zijn bijresp.7, =4 enr, =9

V.1.2 Ga door berekening na of de tabel bij hetstaavoorbeeld juist is

V.1.3 Gegeven is de vergelijking voor de isolijpnden homogene kwadratische vorm
9x%* = BX X, +17x° = 72
a) Teken in een assenstelég|, x,) de hoofdassen van de symmetrische

transformatie.4 waarmee deze vergelijking is geassocieerd.
b) Toon aan dat ten opzichte van de hoofdassem, ¢gldeschikte keuze van de
variabelerxen y

X2, Y\ _
(g) "‘(—2) =1

C) Teken met behulp van deze hoofdassen de etlygisromme gegeven door
homogene kwadratische vergelijking
d) Hoe groot is de lange as van de ellips en hoetgle korte?

V.1.4 Gegeven is de vergelijking voor de isolijpden homogene kwadratische vorm
2x% — 220 x, + 3%2 = 1€



V.1.5

V.1.6

a)

b)

c)
d)

Teken in een assenstelérl, x,) de hoofdassen van de symmetrische

transformatie.4 waarmee deze vergelijking is geassocieerd.
Toon aan dat ten opzichte van de hoofdassem, ¢gldeschikte keuze van de
variabelernxen y

Xyv2 o (Y2 _
) +(2)° =1
( 4) (2)
Teken met behulp van deze hoofdassen de etlygisromme gegeven door

homogene kwadratische vergelijking
Hoe groot is de lange as van de ellips en hoetgle korte?

Gegeven is de homogene kwadratische vorm

a)

b)
C)
d)

e)

f)
¢)
h)

H(x, %) = X =6X %+ 9%
Bepaal de matrixA die de symmetrische transformatie in R? vastlegt
waarmee deze homogene kwadratische vorm is geassCi
Bereken de eigenwaarden van de symmetrischsftranatie 4
Bereken twee eigenvectoren van lengte 1 behdrgui@ze twee eigenwaarden
Teken in een assenstel¢g|, x,) de hoofdassen van de symmetrische

transformatie 4
Toon aan dat voad (X) = h(x y) bij geschikte keuze vaxeny geldt

h(x, y) =10%
Teken de isolijn gegeven doa” —6x x, +9x° =0
Teken de isolijn gegeven dogf —6x x, + 9x,> = 40
Wat geldt voor isolijn geven doog® - 6x, x, + 9%, = —10?

Gegeven is de homogene kwadratische vorm

a)
b)

C)
d)

e)

H(4 %) = X +6X%=7%
Bepaal de matriA die de symmetrische transformatié in R?vastlegt
waarmee deze homogene kwadratische vorm is geassCi
Bereken de eigenwaarden van de symmetrischsftranatie 4
Bereken twee eigenvectoren van lengte 1 behdrgul@ze twee eigenwaarden
Teken in een assenstel¢g|, x,) de hoofdassen van de symmetrische

transformatie 4
Toon aan dat voad (X) = h( x, y) bij geschikte keuze vaxeny geldt

h(x, y)=2X -8V



V.2 Classficatievergelijkingen in R?voor isolijnen van homogene
kwadr atische vor men

In de voorgaande paragraaf zijn als isolijnen &) Bomogene kwadratische vorm in twee
variabelerellipsengetekend. Voordat we tot een classificatie van elgkg isolijnen
overgaan zullen we aan de hand van een voorbedeld2éen dat er ookyperbolenmogelijk
zijn. Uit de classificatie zal blijken dat de ignlbij een homogene kwadratische vorm soms
punt is en soms ook een paar van rechte lijnerstrgamogelijkheden van ellips en
hyperbool.

Voorbeeld
Gegeven De vergelijking van een isolijn bij een homogdmedratische vorm

11x* + 24x, %, + 5% = - 2C
Gevraagd Teken de kromme in een standaard assensieisel) met behulp van de
hoofdassen van de symmetrische transformdtisn R”waarmee de

homogene kwadratische vorm is geassocieerd.
Oplossing  Voordat er kan worden getekend moeten er eemlkestappen worden

uitgevoerd.
Stap 1 De matrix A die de symmetrische transformatie egstl
11 12
A=
12 4
Stap 2 De eigenwaarden van de symmetrische transformatie
11-r 12
Er geldt A-T1l =
12 4-1
Uit |A-71|=0
volgt (opgave V.2.1) r, =20 en 7,=-5
Stap 3 Eigenvectoren en de hoofdassen.

1
Stel v =( jis eigenvector biy, =20
v

11 12\(1 1 1% 12 11+122/= 20 :v:%
=20 = =2 =

12 4 )\v \Y; 12+ & \Y; 12+ 4= 20/ :>v:%

1

3

4
De lijn x: x, =3 % is hoofdas van4 bij r, =20

4
Dusv :[ jis eigenvector big, =20 en ook4v = (3} is zo’n eigenvector.

* _3 . - .
De vector4v :( j is eigenvector bif, =-5
4 y

De lijn y: x, =—4% % is hoofdas van4 bij 7, =-5

Stap 4 De vergelijking van de isolijn ten opzichte vanhdefdassen
Uit h(x, y) =7, X +7, ¥ en h(x, y) =-20 volgt
20x*> —5y* =-20



dus —X% + (%)2 =1
Dit is dehoofdassengedaante van een hyperbool

Stap 5 De asymptoten van de hyperbool

De asymptoten (d.w.z. rechte lijnen waartoe eemkne steeds meer nadert naar mate men
verder van de oorsprori@is verwijderd ) worden volgens de tweede hierngefde stelling
gegeven door

—x2+(%)220 = (x+%’)(—x+%’):0: x:——Z of x=—Z = y=—-2x of y= 2

Stap 6 Tabel en grafiek
Teken de hoofdassgx, y) met behulp van de ¢

4
eigenvectordv = (3} en breng op deze assen

een schaal aan die dezelfde is als die van de
standaard asse(x,, X,). Teken de asymptoten

en bereken enkele punten.
y X X
-5 | 229 | -2.29
-4 | 1,73 | -1,73
-3 1,12 | -1,12
-2,5 |1 0,75 | -0,75

X

2 0 0

O - -

2 0 0

25 | 0,75 | -0,75

3 | 1,12 |-112

4 | 1,73]-1,73

5 | 2.29|-2.29 1

Bij het tekenen is verder gebruikt dat de hyperltey-hoofdas op twee plaatsen loodrecht
doorsnijdt.

Uit de laatste stelling van de vorige paragraafvdirect

Stelling
Als de variabele vectox in R?uit de homogene kwadratische vergelijkifig 4 (X)) = ¢

wordt ontbonden naar de hoofdassen van de symuiggrisansformatie4 in R* dan
ontstaat de vergelijking

X +T, Y =C
waarbij 7, enr, de eigenwaarden van de symmetrische transfornfatie
Bewijs
Direct gevolg van de laatste stelling uit de vongeagraaf



Opmerkingen bij detabel

1) De volgende tabel geeft een overzicht van degtijiig vergelijkingen en krommen
die ten opzichte van de hoofdassen kunnen ontbigeolijnen van homogene
kwadratische vormen. In de hoofdasgedaanteazgnb positieve getallen die worden
gedefinieerd met behulp vam,7, enc.

r
2) Bijvoorbeeld alsr,x*+7,y*=cmetc#0 dan’x . X %%+ cy y* =1
Iy T, 1 _ c
Als geldt dat— <0 en— >0 wordta gedefinieerd doo % 3z = a= |[-——
c T,
T
enb door—y:—i2 — b= |
c b I,

3) Verder is het de gewoonte om als één van dewei@@den van een symmetrische
transformatie .4 in R?gelijk 0 is dit te noteren als, =0

4) Ellips en hyperbool zijn kegelsneden. De paralmobk een kegelsnede. Uit het
overzicht blijkt dat bij de isolijnen van homogengadratische vormen de parabool
niet voorkomt. Eemparabool kan alleen ontstaan als isolijn van eemoimogene
kwadratische vormDeze isolijnen zijn het onderwerp van de volgepaeagraaf

X +T, Y =C Hoofdasgedaante | Naam Bijzonder heden
1 | Xy Alleen de oorsprong
r,z0 7, = 2 ¥+F =0 Puntkegelsnede voldoet
1 .
_ r 20 = Xy Twee snijdende nXeY -
c=0 y 2 | 2 0 liinen Vergelijkingen 250 =0
7 20 Twee .
-0 x> =0 samenvallende | Vergelijking x=0
Ty = lijnen
T 1 | x* ¥ : Lengte halve lange assen
20 X=+— - 4+ 2L =
r,#70 . 2 | 2 + o 1 Ellips aenb
r ~ v
r, %0 Ty _ ié 2y , oerbo) Snijdt dex-as in(xa, 0)
¢ a2 yp Asymptoten 51%’ =
a
NIV Snijdt dey-as in (0,b)
cz0 2 =1 Hyperbool Asymptoten gi% =
X2 y2
BPciare) =1 Lege kegelsnede Geen oplossingen
a
20 Doy 1 Twee
Ix ¢ T & | ¥=a evenwijdige Vergelijkingen x=zxa
r,=0 lijnen
X2 =-a’ Lege kegelsnedg Geen oplossingen

In de volgende figuren zijn een aantal kegelsnepkgeven. Hierbij is de-hoofdas
horizontaal genomen en gdoofdas verticaal

10
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Bij de hyperbolen is te zien dat er rechte lijngn waartoe deze krommen steeds dichter
naderen naar mate de punten op de krommen verdetevaorspron® verwijderd zijn. Als
dergelijke lijnen bij een kromme bestaan dan hdeze lijnen dasymptotervan een
kromme.

Voor de asymptoten van een hyperbool geldt de wolgestelling

Stelling
2 2
De asymptoten van de hyperbool met vergelijk)i(gg-é =1 worden gegeven door de
a
2 2
vergelijking%—% =0 LS

Bewijs
We geven het bewijs voor het eerste

kwadrant.
Laat ten opzichte van de hoofdassen het

2 2
punt (p,q) op de hyperbo%l;—% =1

liggen en laat(p, q+ &) een punt zijn op
X2 y2

— —— =0. De verticale afstand tussen
a~ b

deze punten ig .

Voor het punt(p, g+ &) geldt

p° _(a+e)” _
PO
p2 q2 B 20(‘: 52
Gevolg 7 +F
Omdat(p, q) op de hyperbool ligt volgt hier weer uit
2
2;'28 +% = (oplossing hierbg = —q++/? +b* >0)
b2 52 b2
met als gevolg O<g=—-—<—
29 29 2q

11



2 2
Als p - 0 danq - o« Waardoorg— — 0. Omdate ligt tussen 0 eng— betekent dit ook
q q
£ - 0. Naar mate het pur(tp, g) op de hyperbool verder is verwijderd van de oonsgf@

wordt de verticale afstand tussen dit punt op de hyperbool en de fﬁﬁ%’ =0 dus steeds
a

kleiner.

Opgaven

V.2.1 De symmetrische transformatig in R* wordt vastgelegd door de matrix
11 12
A= :
12 4
Bereken de eigenwaarden van deze transformatie.

V.2.2 Gegeven de vergelijkinlx* + 24x x, + 5x° = 2( van de isolijn van een homogene

kwadratische vorm ifR?. Gebruik de resultaten uit het voorbeeld van gezagraaf
om deze isolijn te tekenen in een standaard asdseigix , x,)

2 2

y _

V.2.2 Bewijs dat uit> -~ =0 volgt =+ Y =0
a~ b a

ol<

V.2.3 Formuleer een vergelijkbare stelling als boveor de asymptoten van de hyperbool
2 2

—X_+L=

a®> b
V.2.4 Gegeven de vergelijking van een isolijn l@ihdhomogene kwadratische vorm
—8x,° + 34x X, — 8%, = 22F
Teken de kromme in een standaard assensieised,) met behulp van de hoofdassen
van de symmetrische transformatik in R?waarmee de vergelijking is geassocieerd.

V.2.5 Gegeven de vergelijking van een isolijn l@ihdhomogene kwadratische vorm
Ax,x, + 3%, =—4
Teken de kromme in een standaard assensieised,) met behulp van de hoofdassen
van de symmetrische transformatik in R?waarmee de vergelijking is geassocieerd.

V.2.6 Gegeven de vergelijking van een isolijn l@pehomogene kwadratische vorm
4xx =4
Teken de kromme in een assenste(sglx,) met behulp van de hoofdassen van de
symmetrische transformatid in R*waarmee de vergelijking is geassocieerd.

12



V.2.7

V.2.8

V.2.9

Gegeven de vergelijking van een isolijn lepdhomogene kwadratische vorm
X% +10x X, + 25%,° = 2E
a) Teken de kromme in een standaard assens{e|sg]) met behulp van de
hoofdassen van de symmetrische transformodtien R*>waarmee de
vergelijking is geassocieerd.
b) Gebruikx” +10x x, + 25x%,° = (%+ 5% f om de in a) gevonden lijnen direct in
X, en x, uit te drukken.

Gegeven de vergelijking van een isolijn l@hdhomogene kwadratische vorm
P’ +4x%+ px’ =6
Ten opzichte van de hoofdasseq y) wordt deze vergelijking
(p+2)X +(p-2)y' =6
a) Toon dit aan.
Voor verschillende waarden vgmontstaan er andere soorten kegelsneden.
b) Classificeer deze kegelsneden naar de waarden va

Gegeven de vergelijking van een isolijn lepdhomogene kwadratische vorm
PX*+20% %+ px’ = ¢
a) Bewijs dat ten opzichte van de hoofdaséery) geldt van de symmetrische
transformatie inR*waarmee de vergelijking is geassocieerd:
(p+QX+(p-9y=c
b) Stel p=2 enc=8. Bespreek welke soort krommen door de vergelijking
worden gegeven bij verschillende waarden gan

V.2.10 Bij de homogene kwadratische vorm

H(x, %)= pX’ +20% %+ s
heeft de bijpehorende symmetrische transformafien R* determinant 0 en geldt
p>0.

Bewijs dat geldt H(x, %)= (\/ToDxlh/_sD)g)2 as qg>o
H(xl,)(2):(\/_prl—\/_sD)5)2 als <0

Dit betekent dat de homogene kwadratische vormwasaade bijbehorende
symmetrische transformatie determinant nul hedfkivadraat is van een homogene

lineaire vorm.

V.2.11 Gebruik het resultaat uit opgave V.2.10 orad de lijnen te tekenen in een

assenstelselx, x,) behorend bij de vergelijkingx” —12x x, + 9% = 9, dus niet
met behulp van de hoofdasseny).

13



V.3 Isolijnen bij inhomogene kwadr atische vor men

In de vorige paragraaf is gebleken datistdijn van een homogene kwadratische vaen
kegelsnedeellips enhyperboolkunnen ontstaan.

Ook deparaboolis een kegelsnede, maar die kan alleen ontstaatemlolijn van een
inhomogene kwadratische voen niet als isolijn van een homogene kwadratiscnmy

Bij de analyse van dergelijke vormen wordt gebigeknaakt van het homogene deel ervan,
terwijl er verder sprake is van een lineair deeéen scalair deel.

Voor beeld
Gegeven Deinhomogen&wadratische vorm

K (X, %) =16x° + 24% %+ 9%’ — 50— 100x+ 10
Gevraagd Toon aan dak(x, x,) = K(X) kan worden uitgedrukt als gemvan
eenhomogeen deel H(X) =(X, A4(X)),

waarbij X = (Xl J en 4 een symmetrische transformatiel¥i, een
X2

een lineair deel L(X) = (b, %

en een scalair deel d

Oplossing
- Homogeen deel

H(x, %) =16%° + 24x %+ 9%’
187+ 12%+ 1%+ &
X (16 + 1%, ¥ % (12+ & )

3 preivadl P
TR

De matrix van de symmetrische transformzadieis dusA:(

16 12
12 9
- Lineair deel

-50 -
s =505 005 0] o

. (=50
De bijbehorende vector is dus =
-100

- Scalair deel d =100

Het voorbeeld leidt tot de
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Definitie
In R2wordt vanuit eesymmetrische transformatie? , een vectob en een scalat de met

deze groothedegeassocieerde inhomogene kwadratische vornm #e variabele vectox
gedefinieerd door

K (®)=(x,4(X)+(b,%+ d

dus door een som van het inproduct van de vectoret zijn 4 -beeld 4(X), het inproduct

van de vectob met de vectoX en de scalad.
H(X) =(X, . A4(X)) heet hehomogene deefan de kwadratische vorid(X) .

L(X) =(b, X heet hetineaire deelvan de kwadratische vori(X) .

Met behulp van het homogene dé¢{X) = (X, 4 (X)) stelt men ddaakse assef, y) op

van de symmetrische transformati®¢ door eigenwaarden, enr van deze transformatie te
bepalen en vervolgens de orthonormale eigenvec®remg, . Dit gaat hetzelfde als in de
vorige paragrafen.

Echter nu moet ook het inproduct van het lineagel d.(X) = (b, X worden uitgedrukt ten

opzichte van deze haakse assen.
Dit blijkt uit de volgende

Stelling

Als bij de inhomogene kwadratische vokiixX) = (%, .4 (X)) +(b, ¥ + din R? de variabele
vector X wordt ontbonden naar de haakse assen van de syischettransformatie 4
volgensX = Xg + ye, waarbij € en €, de orthonormale eigenvectoren zijn van de

symmetrische transformatie bij resp. de eigenwaamjeen 7, dan geldtK (X) = k(x y)
met
KX V) =1, % +7, ¥+ b b y ¢

enmeth, =(&,b enb, =(g,b

Bewijs
Het bewijs datH (X) = (X, 4(X)) =1, X +1, ¥ is reeds gegeven in §V.1

Als b :(Eﬂ en X :(2] geldt voor het lineaire dedl(X) = (b, X =(E:j(2j =hx+ hx.

Ten opzichte van de orthonormale haakse assen lyeitifg, + & waarbij de kentallen

worden berekend met de inproductgr=(&,, by enb, =(g, b .
(Zie over het inproduct aanhangsel 2 van 81V.3 eénuitgebreid §I.5.)
Het inproduct vanb en X is ten opzichte van de haakse askex =(b) % =, x+ By, wat

ook wordt genoteerd alsx (y, =)b X+ b, y.
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Het volgende laat zien hoe met deze stelling kardero gewerkt.

Voor beeld
Gegeven Een standaard assenstel¢g], x,) en de inhomogene kwadratische vorm

K (%, X,) =16x + 24x x,+ 9%’ — 50— 100%+ 10

Gevraagd
a) Toon met behulp van de haakse assen van deerwetith geassocieerde
symmetrische lineaire transformatieRf aan dat de isolijn

K(X, %) =-50
van deze inhomogene kwadratische vorm een parahool
b) Teken deze parabool in het assenstébgek,) met behulp van de haakse assen van
de symmetrische lineaire transformatie.

Oplossing
a) Stap 1 De geassocieerde symmetrische lineaire transfoemati in R?.
De matrix die deze symmetrische transformatie ggsibs

16 12
A=
12 9
Stap 2 De eigenwaarden van de symmetrische lineaire toansdtie.

16 12 10 167 12
Er geldt A-1l = -T =
12 9 01 12 971

|A-7l|=0levert: (16-7)(9-7)-12=0 = 71°- 26= 0=> r= 2or=
Stap 3 Orthonormale eigenvectoren van de symmetrischaili@g¢ransformatie.
Y v 16 12\v v lev+12 25v
=7, = =2 = =
1 1 12 9 \1 1 12v+9 25

{16v+12=25/ {v
= Vv

12v+9=25

wls wls

4 4
Dusv = (ij IS een eigenvector bij, = 2%®0k 3v = (3} IS zo’n eigenvector.
14 . . . .
3v:—5 3 is een eigenvector met lengte 1 bij de eigenwaayde25.

-3
= é( 4 ] is een eigenvector met lengte 1 bij de eigenwaajde0.

Stap4 Herschrijven van het homogene deel van de kwadtaisom.
H(X) =16x” + 24x %+ 9%’ =1, X +7, ¥ = 25X

Stap 5 Herschrijven van het lineaire deel van de kwadidtesvom.

-50 3
L(X) = -50x, - 100x, :(_100}(3 =(b%
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b)

_ -50
Dus b=
(—100}

Voor de kentallen van deze vector ten opzichtedeanrthonormale basg , €, geldt

—"H—l4._5021' - =-
b =(&, b>—5(3J (_100) 5(4[( 50)+ 3 100) = - 101

4 )\ -100

Dit zijn dus ook de kentallen van de vectoten opzichte van de haakse assen van de
symmetrische lineaire transformatid .
Gevolg voor het lineaire deel

L(X) =(b,% = b x+ kj y=-50 %100

b, =(e, b :é('?’j.[_so j:_;((—3)[(—50)+ 40 100) = - 51

Stap 6 De vergelijking van de isolijn van de inhomogenadratische vorm ten
opzichte van de haakse aséery) van de symmetrische transformatie.

Voor de vergelijking van de gegeven isolijn geli{X) + L(X) +100=-5C en dus
volgens de stappen 4 en 5:

25x° —=100x— 50y+ 106- 50 = y=ixX- &
Dit is de vergelijking van egparabool X

4
Teken dex-as in de richting vaidv =(3)

. (-3
en dey-as in de richting vaiv :( 4) en 3'\
6
voorzie deze assen van dezelfde schaal als \

de standaard assé€r,, x,) .

Voor y=1x -2x+ 3 geldt de tabel

x

y
5,5
3
15
1
15
3
5,5

1
=

QA WIN|IF| O

Opmerkingen

1)

In feite wordt hebnderzoek naar een kwadratische vorm eeesticht door een
onderzoek van het homogene desl de vorm zoals dat ook in de vorige paragrafen i
gedaan. Als er ook een lineair deel is bij de kwtisdche vorm wordéervolgens dit
lineaire deel herschreven naar haakse assande symmetrische transformatie die
zijn gevonden bij het onderzoek van het homogeeé de
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2) De parabool ontstaat dus bij de isolijn van iedo@mogene kwadratische voim R?
K(X) =(%A4(X)+(b,%+ d
als de symmetrische transformatié¢ een eigenwaarde O heeft, dus gls 0 en
r,=0, en als verder geldi, = (&, b) # 0.
In dat geval levert de vergelijking van de isol{i{X) = ¢ ten opzichte van de haakse
assen van de symmetrische transformatie

rXC+hxthytd=c= y ak+ bx~c met a—% : b—% enc <€
y y
3) In het geval dat, #0 enr, #0 levert de isolijnK (X) = ¢ ten opzichte van de haakse

assen(x, y)de vergelijking
rX° +7,y°+ b x+ b y+ d= ¢
Door eemieuwe variabele vectoX' = X—3$ en een geschikte keuze van de ve&tor
kan hierbij deze vergelijking altijderschreven worden naar de hoofdassengedaante
rX?+r,y?=¢
die in de vorige paragraaf is besproken.
Doel van de rest van deze paragraaf mngerzoeken wat de meetkundige betekenis is
van deze nieuwe variabele vectoershoe de geschikte keuze voor de vestdan
worden gemaakt.

Devariabele vectorX in de vergelijking van een isolijn in een platk/kean een kwadratische
vorm is in dat vlak eemariabele positievector vanuit de oorsprong/é@n het standaard
assenstelsel . Dus afsin het vlak een pur vastlegt geldtx = OP.

Door de keuze van een andere oorsprohgvordt hetzelfde pur® vastgelegd door een

nieuwe positievector die we m&taangeven en waarvoor geldt= O'P. P

Ko

Stelling
Als X een positievector is van een punt P in het pldék vanuit de
oorsprong O erX is de positievector van hetzelfde punt P vanuit een
tweede oorspron@®’ dan geldt

X=X-3
waarbij § de positievector va®' vanuit O, duss = OO0

Bewijs
Uit de figuur blijkt OP=OP-00  dus X=%-%

We zijn geinteresseerd in het verband tussen dallemvan de vectoreR , X enS ten
opzichte van de orthonormale eigenvectoégen € van een symmetrische transformatie

in R?. Ten opzichte van deze basis geldt

X=X§g+ye
X=Xg+ Y&
S=5&+§¢

Samen metX = X—3 levert dit voor de kentallen ten opzichte van dakse assen.
X =X-§ en y=y-5
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Definitie

In een plat vlak ontstaan @i@akse assefx, y) van 4 door
de oorsprongO'’, waarbij 4 een symmetrische transformatie
is in R?, uit een verschuiving volgens een vectoranO naar
O' van de haakse asséx y) van 4 door de oorspron@.

Opmerkingen

1) In de figuur zijn de staarten van de eigenvert@; en
€, van een symmetrische transformati# in R? met
de staarten getekend in de nieuwe oorspi©hgDe
haakse assefx’, y) door O’ liggen langs deze

vectoren.
2) X = X§ + y& betekent dat deze positievector ten opzicht vanaddése assefx’, y)

de kentallenx' eny' heeft.

Het is deze meetkundige eigenschap van de kentadledle nieuwe variabele vector
X waar we mee zullen gaan werken nadat de vergdijkoor de isolijn van een
inhomogene kwadratische vorm is herschreven nahodflassenvorm.

Voor we verder gaan met de hoofdassengedaantell@sen hyperbool geven we een
voorbeeld van nieuwe haakse as§eny) bij de zojuist geanalyseerde parabool.

Voorbeeld
Gegeven Ten opzichte van de haakse as$gry) door O behorend bij de orthonormale

: 1[4 T e . .
elgenvectorerex =g 3 ene =€ =— 4 van een symmetrlsche transformatie in

5
R? is de isovergelijking van een X y X=x-2|y=y-1
inhomogene kwadratische vorm 1 55 -3 4,5
X —4x-2y+6=0 0 3 -2 2
Er wordt een nieuwe variabele vector 1 15 -1 0,5
X = X¢ + y& gevormd door 2 1 0 0
X = x=2 3 1,5 1 0,5
. 4 3 2 20
y=y-l 5 5,5 3 4,5
In de tabel rechts zijn enkele waarden varm

de oude kentallerx eny gegeven en de bijbehorende waarden van de nieuwe
kentallenx en y'. De keuze van de nieuwe variabele vector is zgddat de to

van de parabool eerst werd gegeven doory; ) = (2,1) en nu door(x; , y; ) = (0,0)

Gevraagd
a) Er geldtX = X—5. Geef de kentallen van de vec®iten opzichte van de basig, &, .

Geef ook de kentallen vas ten opzichte van het standaard assenstékset,)
b) Teken in een standaard assenstdlgek,) de haakse asséw', y) door O’ van de

symmetrische transformatie waariF OO .
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C) Teken met behulp van de tabel de isolijn vakwladratische vorm ten opzichte van
deze haakse assé€n, Y)

d) Geef de formule voor het verband tuss€éan y' bij deze isolijn.
Oplossing
a) X=x-2enX=x-g duss= , y=y-leny=y-g dusg= .
4 -3 1
Ook geldt s=se+ se=20 - |+1d] =
g e s BIE

1
b) De oorsprondd’ heeft als positievectas = (2)

4
De X -as is gericht volgens de vector 5g, = (3} en

de y' -as volgens de nevenvectér. Op de assen
(X,Y) is dezelfde schaal aangebracht als op de
standaard asse(x;, X,)

C) De punten zijn getekend met de in de tabel gagev
waarden voorx en y'.
d) X=X-2 => X=X+2

y=y-1 = y=y+]

Invullen x> —4x—2y+ 6= 0 levert
(X +22—4(X+2)-2(J+ 1+ 6= 0 =
X?+4X+4-4X-8-2y- 24+ 6= 0 =
X2-2y=0 = y=1x

Opmerkingen
1) De vormy' = a[X? is destandaardgedaanteoor een parabool. De bedoeling van het

voorbeeld is om te laten zien dat door een geseltize van de vectdr in de
overgangX = X—$ van de variabele vectot naar een variabele vecta@r de
vergelijking voor een parabool in deze standaardget# kan worden gebracht.

2) De keuze van de vectaris in het voorbeeld gemaakt op grond van de tabbebny
door ervoor te zorgen dat de top van de parabault ke liggen in de oorspron@’ en
vervolgens zijnx= X+ § eny =Y + 5 ingevuld in de isovergelijking met de
variabelenxen y.

De techniek valkwadraat afsplitseiizie aanhangsel) levert eeeel directere manier
om tot deze standaardgedaante te karnBgndit voorbeeld

X*—4x-2y+6=0 =
(Xx—-2y-2°-2y+6=0 =
(x-2-2(y-1)=0
De keuzex = x-2 en y = y-1 levert dan de standaardgedaante
X?-2y=0 = y=3x
3) Ook bij het in dénoofdassengedaante brengen van ellips en hypedudien we na de
volgende stelling gebruik maken van dézehniek van kwadraat afsplitsen
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Stelling
In R? is gegeven de inhomogene kwadratische vorm

K(%) = (% A(X)+(b, %+ d
waarin.4 een symmetrische transformatie is. Hieruit wordt & = X—$een vorm

K'(X) = K(X +3%) gedefinieerd. Voor deze laatste vorm geldt
K'(X) =(X, A(X))+(B, %) + d

metb' =2.4(3)+bend =d+(4(9+h%.
Als de eigenwaarden varfl beide ongelijk O zijn bestaat er een vecgom R? zodanig dat
b'=2A4(3)+b=0
Bewijs
K'(X)= K(X+3) =(X+ A%+ P+ b s+ d
=(X+3,4 R4 G)+{ b+ 5+ d lineariteit
=(X AR)+(X A B)+({.A4 K)+(3.A4(9)+(h®+(h s+ d lineariteit inproduc
=(X A K )+(X A G)+(A (5),%)+( b+ &("sA (§+( b)s symmetried
=(X AK)Y+(24 &)W b, %+ d+(A4 (sH bs) lingteit inproduct
Als & en g, orthonormale eigenvectoren vzh behorend bij de resp. eigenwaardgren
7,, dan geldS=s&+ s'e, b=hg+ Qe en
b'=2A4(3)+b=24(5%+ 59+ be pge

=25 A4(8)+25A4(e)+ he+r be lineariteitq
=2s71,6+2s7,6+ Qe+ bhe eigenwaande!
=(2s7,+b )&+ (257 ,+b))E haakjes maker

Als de eigenwaarden vafl ongelijk nul zijn, dus alg, #0 enr, #0, dan isb' =0 als

X

U « WS - P
SERRT G, o
y

Opmerkingen

1) Bij twee eigenwaarden ongelijk 0 is het dus eolgde stelling altijd mogelijk om
door een geschikte keuze van de nieuwe positieveotgensx = X—3$ het lineaire
deel van een inhomogene kwadratische vorRinweg te transformeren, omdat bij
een geschikte keuze vangeldt L'(X) =(b, X) =(24(3)+ b, % =(0,% = 0

2) In de praktijk zullen we divegtransformerealtijd uitvoeren mebehulp van
kwadraat afsplitseen niet met de formules in het bewijs. De betekgan de stelling
is echter dat nu is bewezen dat dit altijd mogesijkls de bijbehorende symmetrische
transformatie twee eigenwaarden ongelijk O heeft.

3) Als hetlineaire deel is weggetransformeeddnis er sprake van hoofdassealgens
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Definitie

Als een inR? gegeven de inhomogene kwadratische vorm
K (X)=(X,4 (X)) +(b, %+ d,

waarin4 een symmetrische transformatie is, dadr= X—$ de gedaante aanneemt
K'X)=(X,AX)+d

dan heet deze gedaantehdenogene gedaante van de kwadratische vorm

De haakse assen vafl door de oorspron@', waarbijOO =3, heten dan dhoofdassen
van de kwadratische vorm.

Voorbeeld
Gegeven Een standaard assenstelégl x,) in het platte vlak en de inhomogene
kwadratische vorm

K(X) = K(x, %) =27% +120% %— 92%° — 858— 104+ 26(

Gevraagd

a) Herleid het homogene deel van de kwadratische vaar de haakse assen door
van de bijbehorende symmetrische transformatie

b) Herleid het lineaire deel van de kwadratischervoaar de haakse assen dOoran
de bijbehorende symmetrische transformatie.

C) Herleid met behulp van kwadraatafsplitsing de@tvatische vorm naar zijn homogene
gedaante.

d) Geef de hoofdassenvorm van de vergelijking w@misolijn K (X) = -143.

e) Teken in een standaard assensté¢bsek,) de hoofdassen van de kwadratische vorm

en teken vervolgens de isolijn.

Oplossing
a) H(x, X,) = 27x%+ 120x %, — 92%°

Stap 1 De geassocieerde symmetrische lineaire transfoemati in R?.
De matrix die deze symmetrische transformatie ggstbs

27 60
A=
(60 —92)
Stap 2 De eigenwaarden van de symmetrische lineaire toansdtie.

27 60 10 2FT 60
Er geldt A-1l = -T =
60 -92 01 60 - 927

|A-7l|=0levert: (27-7)(-92-7)-12=0 = 7= 52r=- 11

Stap 3 Orthonormale eigenvectoren van de symmetrischaili@¢ransformatie.

e Al - (o - (2

{27v+ 60= 5% {v
= V

1
SIS

60v—92= 52
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b)

d)

12 12
V= [?] is een eigenvector bij, =52. Ook 5v :( 5) is zo’n eigenvector.
1 . 1(12) . : N .
e, =W5v=f3 c is een eigenvector met lengte 1 bij de eigenwaajde25.

. -5) . . N .
=8 =i(12j is een eigenvector met lengte 1 bij de eigenwaajde-117.

Stap 4 Herschrijven van het homogene deel van de kwadistisorm
H(X) =277 +120x %, — 92 =71, X +7, ¥ = 52¢~ 117§

Stap 5 Herschrijven van het lineaire deel van de kwadctesvorm

-858 )
L(X) = -858x — 104x, = (_104}(3 =(b®
bus 5:(‘85“’]
-104

Voor de kentallen van deze vector ten opzichtedeorthonormale basi , €, geldt

b, =(&, b =i(12j{_858j =i(12E(—858)+ 51¢ 104)=- 83

13\ 5 ) -104) 13
Cam o 1(5) (858 _1, _
b, =(&, b _13(12j (—104) 13(( 5)(-1032)+ 120¢ 104)=- 23

Dit zijn dus ook de kentallen van de vectoten opzichte van de haakse assen van de
symmetrische lineaire transformatid .
Gevolg voor het lineaire deel

L(X) =(b, % = b x+ lj y=—-832 x 234

K(X)=k(xy)=52X -117y — 832 2344 26C
Stap 6 Kwadraat afsplitsen van de kwadratische vorm t.devhaakse assen
k(xy)=52(¥ -16x)- 117(y — 2y} 2600
= 52¢— 8- 5218- 11%- iy 117°%t 26
= 52¢- 8- 117y- P- 611

Noem X =x-8
y=y-1
dan K'(X.y)=52X*-117y* - 61

Stap 7Hoofdassengedaante isolijn
k'(X.y)=-143 betekent

52xX?-117y?- 61k - 143= G5&- 1= 4

52 W7,
468 468

X Y\

Y — (L :1
(3) (2)
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Dit is dus de hoofdassengedaante vanhggerbool

e) Stap 8 Hoofdassen en isolijn tekenen
- Voor de positievector van de oorsproBg geldt wegens stap § =8 en

s, =1, en wegens stap 3
7
4

00 =3%= g%+ sg= 893(12J+1EI£(_5) =
13\ 5 1312
- De X -hoofdas gaat dooD' en is gericht volgens de vector
13 13 1(12) (6
2" ‘Eﬁ(sj‘@'
De y'-hoofdas gaat ook do®' en staat loodrecht op de-hoofdas.
- De hyperbool heetisymptoten

I

Xy2_(Yye - Y= Xy o y=2 -_2
G-E)r=0= Er=6) = y="x0y=-—"xX

2
! Xo
- (%)2 - (%)2 =1 geeft de tabel o it

X y y

-6 3,64 -3,64 «

-5 2,67 -2,67

-4 1,76 -1,76 2 .
-3,5 1,20 -1,20 3 .
-3 0 0

3 0 0 ' - o'

3,5 1,20 -1,20 o\

4 1,76 1,76 y < .

5 2,67 -2,67 -8 | '

6 3,64 -3,64 -

° // = \ P
Opmerking .

De analyse van een isolijn van een inhomogene latiadhe vorm in een plat vlak met
standaard assen verloopt dus in een aantal stappen

| Analyse van het homogene deel

Stap 1 De geassocieerde symmetrische lineaire transfoemati in R?.

Stap 2 De eigenwaarden van de symmetrische lineaire toansdtie.

Stap 3 Orthonormale eigenvectoren van de symmetrischaili@@ransformatie.
Stap 4 Herschrijven van het homogene deel van de kwadtsisorm.

[l Analyse van het lineaire deel
Stap 5 Herschrijven van het lineaire deel van de kwaditesvorm

lll Hoofdassen en hoofdassengedaante
Stap 6 Kwadraat afsplitsen van de kwadratische vorm t.devhaakse assen
Stap 7Hoofdassengedaante isolijn

IV Tekenen van de isolijn
Stap 8 Hoofdassen en isolijn tekenen
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Aanhangsel: Kwadraatafsplitsen

De probleemstellingn dit aanhangsel is de volgende
Gegeven Een reéle kwadratische vorm naar de variakele

k() =7,¥+ b x+ d
Gevraagd Een zodanige waarde van waarde gaim X = x— s_dat het lineaire deel
wordt weggetransformeerd, d.w.z. zodanig dat U3x) = k( X+ §) geldt
K'(X)=r1,X*+d
Oplossing  Dit kan met behulp vakwadraatafsplitsenHoe werkt dit?

De essentie van kwadraatafsplitsisn Voeg aanx® + px het kwadraat vad} toe en trek dit
kwadraat ook af. Aldus
X2+ px= X+ px(5)°-(5)?

=+55-6F

Voorbeeld
Gegeven De reéle kwadratische vorm naar de variakele

K(X) =4X - 24x+ 7
Gevraagd Een zodanige waarde van waarde gain X = x— s, dat het lineaire deel
wordt weggetransformeerd..

Oplossing  Haal bij 4x* - 24x het getal 4 buiten haken en ga dan kwadraatafeplit
tussen de haken

AX* = 24x+ 7= A — X1+ 7
- 4(2_ ﬁ+ 23_ 23_0

= fxX- 3 3+ 7
= &~ 3 29
Kies X' =x-3, dus mets, =3, dan
K'(X) =4X*-29

Opmerkingen
1) De generalisatie na&(x, y) =7, X +7, ¥ + j Xt b y (met twee variabelen spreekt

voor zich.

2) Kwadraatafsplitserevert ook deplossingen van de reéle kwadratische vergelijking
ax + bx+ ¢c=0 zonder dat da, b, ¢ formule wordt gebruikt.

Voorbedd

Gegeven De kwadratische vergelijking 2x* +16x— 15= C
Gevraagd Los deze vergelijking op met behulp van kwadrzaldsen.
Oplossing

2xX*+16x+15=0 =« 2+ & ¥ 15 O

- R+ 8 4 H) B
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o (x¢ W W B0
- 2 W ¥ O
- Xt Al

o x+ AT Ox+ 2 [Y

- x=- 41/ 340x=- 41/ 3

Opgaven

V.3.1

V.3.2

V.3.1

Gegeven een standaard assenstelset,) in het platte viak en de inhomogene
kwadratische vorm
K(X) = K(X, %)= 9% — 6% %+17x + 6/10x+ 14 10+ 2

a) Herleid het homogene deel van de kwadratischa vaar de haakse assen
doorO van de bijbehorende symmetrische transformatie

b) Herleid het lineaire deel van de kwadratischervoaar de haakse assen door
O van de bijbehorende symmetrische transformatie.

C) Herleid met behulp van kwadraatafsplitsing de@tvatische vorm naar zijn
homogene gedaante.

d) Geef de hoofdassenvorm van de vergelijking varsdlijn K (X) =50.

e) Teken in een standaard assensté¢bsek,) de hoofdassen van de
kwadratische vorm en teken vervolgens de isolijn.

Gegeven een standaard assenstélset,) in het platte viak en de inhomogene

kwadratische vorm
K(X) = K(x, %) =144><12 +120% %+ 25)52 - 55%- 4164+ 1€

a) Herleid het homogene deel van de kwadratischm vaar de haakse assen
doorO van de bijbehorende symmetrische transformatie
b) Herleid het lineaire deel van de kwadratischervoaar de haakse assen door

O van de bijbehorende symmetrische transformatie.
C) Teken in een standaard assenstélsek,) de isolijn K(X) =0.

Gegeven een standaard assenstélset,) in het platte viak en de inhomogene
kwadratische vorm
K(X) = K(x,%)=-108%*+ 312 x— 17+ 120— 5904— 2:
a) Herleid het homogene deel van de kwadratischa vaar de haakse assen
doorO van de bijbehorende symmetrische transformatie
b) Herleid het lineaire deel van de kwadratischervoaar de haakse assen door
O van de bijbehorende symmetrische transformatie.

C) Herleid met behulp van kwadraatafsplitsing de@tvatische vorm naar zijn
homogene gedaante.
d) Geef de hoofdassenvorm van de vergelijking vaisdlijn K (X) =500.

e) Teken in een standaard assenstgbsek,) de hoofdassen van de
kwadratische vorm en teken vervolgens de isolijn.
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