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1.  Cyclische verschijnselen
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figuur 1

Volgens sommige theorieën worden mensen niet alleen beïnvloed door ritmes van dag en nacht, zomer en winter maar ook door diverse bioritmen met periodes van ruwweg drie tot vijf weken. In figuur 1 zijn te zien:
· lichamelijke cyclus van 23 dagen

· emotionele cyclus van 28 dagen

· intellectuele cyclus van 33 dagen en ook nog een 
· intuïtieve cyclus

We gaan er bij onze vragen vanuit dat deze theorie klopt.
De cycli starten allemaal op de dag van je geboorte, maar lopen, doordat ze niet allemaal even lang duren, al snel uit de pas. Soms liggen toppen of dalen dicht bij elkaar (zoals in de figuur hierboven). De tijd die één cyclus duurt wordt de periode van die cyclus genoemd.

Hierboven zie je hoe de grafieken er in de maand januari 2010 uit zien voor Anny die geboren is op 1 juli 1994. Daarin kun je zien dat de toppen van de emotionele cyclus op 1 en 29 januari vallen. De periode van deze cyclus is dus inderdaad 28 dagen.

1 Ga in de tekening na dat de periode van de lichamelijke cyclus 23 dagen is.

2 Hoe kun je inzien dat de periode van de intellectuele cyclus (ongeveer) 33 dagen is ?

3 Bepaal de periode van de intuïtieve cyclus.

De periodes verschillen, maar de vorm van de grafieken die horen bij de diverse bioritmen zijn in wezen het zelfde. Ze worden wel sinuskrommen, of sinusoïden genoemd. Je komt ze op veel terreinen tegen, bij geluidsgolven, het ademen, de eb en vloed beweging, de “lengte” van de dagen (hoelang het licht is), de ‘normale’ temperatuur voor de tijd van het jaar, en nog veel meer. 

Laten we zo’n sinuskromme eens nader bekijken: Voor het gemak hebben we de tijd in 12 gelijke stukken verdeeld.
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figuur 2
Wanneer de hoogte van de grafiek meer dan 50% bedraagt van de maximale hoogte wordt gesproken over een gunstige tijd. Op een soortgelijke manier wordt een ongunstige tijd gedefinieerd.
4 Laat zien dat de gunstige en de ongunstige tijd ieder een derde deel uitmaken van de cyclus.

Met behulp van deze grafiek kunnen we – met een klein beetje rekenwerk – voorspellingen doen over de diverse cycli

Een voorbeeld. 
22 januari 2010 is voor Anny intellectueel gezien een topdag.
Wanneer begint voor haar de ongunstige tijd?
In figuur 2 is te zien dat van top naar ongunstig 4 (van de 12) stappen is, dus een derde periode. De periode van de intellectuele cyclus is 33 dagen, dus na 11 dagen begint voor Anny een ongunstige tijd.
5 Welke datum is dat ?

6 Wanneer begint voor Anny emotioneel gezien een ongunstige tijd?

7 Hoe staat Anny er lichamelijk voor op 10 februari 2010 ?

8 Stel je hebt intellectueel vandaag een topdag. Hoe sta je er over vier weken voor?
Het rekenen op korte termijn is niet zo moeilijk, maar hoe bereken je hoe je ervoor staat over drie maanden, een jaar of op de eerste dag van je eindexamen ?

9 Ga na hoe je zo’n berekening zou aanpakken.

Een probleem bij dit soort berekeningen is dat we te maken hebben met diverse cycli, de bioritmen, de maanden en de jaren. Daar komt nog bij dat de lengte van de maanden varieert, en die van de jaren ook nog enigszins (schrikkeljaren). Het is misschien goed om eenvoudig te beginnen:

10 Iemand heeft op vrijdag een emotioneel dieptepunt. Laat zien dat zowel de hoogtepunten als de dieptepunten altijd op een vrijdag zullen vallen.

11 Iemand heeft een lichamelijke topdag op zondag. Op welke dag van de week valt de volgende topdag ?

12 Laat zien dat de intellectuele cyclus elke keer twee dagen ‘opschuift’. In welke richting?

13 Laat zien dat bij de lichamelijke en intellectuele cyclus altijd alle dagen van de week aan bod komen als topdag (of als ‘dipdag’ )

Door te letten op je verjaardag, of een andere belangrijke dag met een vaste datum heb je vermoedelijk wel gemerkt dat deze normaal gesproken één weekdag opschuift, en één maal in de vier jaar met twee dagen.

14 Laat zien dat een jaar net iets meer is dan 52 weken.

15 Laat zien dat in vier jaar een verjaardag 5 (week)dagen opschuift.

16 Laat zien dat er ruim elf intellectuele cycli in een (gewoon) jaar gaan.

17 Laat zien dat je in een gewoon jaar twee dagen ‘opschuift’ in je intellectuele cyclus.

18 Bereken hoeveel dagen je opschuift (in je intellectuele cyclus) in 4 jaar. 

19 Iemand heeft vandaag een intellectueel dieptepunt. Hoe is dat over 4 jaar ?
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2. Modulo
Je kunt zeggen dat als je een (gewoon) jaar in weken verdeelt, je één dag overhoudt
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We schrijven daarom ook wel: 
365 / 7 = 52 rest 1
Die 52 is in dit verband minder belangrijk, het gaat om de rest. 
Vandaar ook de volgende notatie:
365 ≡ 1 (modulo 7)
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Je kunt vertalen als “Als je in weken denkt is de 365e dag hetzelfde als de 1e dag van het jaar.” Anders gezegd in een (gewoon) jaar schuif je een weekdag op.
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Als je erg geïnteresseerd bent in je lichamelijke conditie over exact een jaar is 365 modulo 23 van belang, de periode van de lichamelijke cyclus is immers 23 dagen.

20 Ga na hoe iemand die vandaag lichamelijk gezien een topdag heeft er over een jaar voorstaat. 

21 Laat zien dat 75≡ 3 (modulo 12) 

22 Laat zien dat 70 modulo 24 gelijk is aan 22

23 Bereken 23 modulo 7.

24 En ook 12345678 modulo1000

Modulo rekenen gebruik je (onbewust) vaak bij het rekenen met tijden. Een paar voorbeelden:

25 Iemand gaat om 21:00 uur (9 uur ’s avonds) naar bed, en slaapt 11 uur aan een stuk. Hoe laat wordt hij wakker ?

26 Het is nu 20 over tien. Hoe laat is het over 50 minuten ?

27 Een recordpoging begint om 12:00 (’s middags). 57 uur later is het voorbij. 
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Hoe laat is het dan?

28 Op een digitale klok staat 04:13:37. 
Wat heeft dit met modulo te maken ?
29 Bereken 365 modulo 33.

30 Laat zien dat na een (gewoon) jaar je intellectuele cyclus twee dagen is verschoven.

31 Hoeveel bedraagt de verschuiving in vier jaar (!).

32 Iemand zat precies vier jaar geleden intellectueel gezien in een dal. Hoe is dat nu ?

Modulo rekenen is, als je het goed aanpakt, ook zonder rekenmachine vaak goed te doen.
Als je wilt weten hoeveel dagen je na vier jaar bent opgeschoven in je intellectuele cyclus, ben je eigenlijk geïnteresseerd in (4x365+1) modulo 33. 

Om dat we al wisten dat 365 ≡ 2 (modulo 33), is de berekening eenvoudig : 4×2+1=9.
Kort gezegd je kunt ook modulo optellen en vermenigvuldigen.
33 Wat is het laatste cijfer van de uitkomst van 1234567×890123456 ?
34 Wat heeft dat met modulo te maken ?
35 Bereken 91×28 (modulo 9).
36 Bereken (zonder rekenmachine)  12345 × 330 (modulo 33).
12345678  ≡ 2 (mod. 7) ; 987654≡ 3 (mod. 7) 

37 Hoe kun je laten zien dat 12345678 ×987654  ≡ 2×3=6 (mod. 7) ?

[tip:  Je kunt het  eerste getal schrijven als 7k+2]
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3. Deelbaarheid
Op bijlage 1 staan  de getallen 1 t/m 100 getallen afgedrukt in rijen van tien. De even getallen (2,4,6,… ) zijn onderstreept
38 Markeer de drievouden (3, 6, 9,..) door een verticale streep rechts van het getal. 
Dus 3|  6|  9| enz

39 Markeer de  viervouden door een extra streep onder het getal.

40 Markeer  de vijfvouden (5,10,15,..) door een horizontale streep boven het getal. 
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41 Ga na hoe de zesvouden herkenbaar zijn 

42 Markeer de zevenvouden (7, 14, 21,..) door een verticale streep links van het getal. 
Dus |7 , |14,  |21 enz

43 Markeer alle achtvouden door een extra streep onder het getal.

44 Ga na hoe je de negenvouden zou markeren.
Je kunt eventueel doorgaan met markeren van elfvouden, dertienvouden, maar we kunnen ook even terugkijken.
45 Ga na door welke getallen 24 deelbaar is .

We noemen dit de delers van 24. Wanneer 1 en 24 niet worden meegeteld spreken we van de echte delers.
46 Bepaal alle echte delers van 60.

47 Bepaal alle echte delers van 90.
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[De rest van deze paragraaf kan eventueel worden overgeslagen]
Op de bijlage kun je zien dat 90 deelbaar is door 2, 3, 5 en 9

Maar dan is 180 ook deelbaar door bijv 6 (2×3) en door 10 (2×5), 15 (3×5) enz.

Met een beetje rekenwerk kom je zo tot de volgende echte delers:


2, 3, 5, 6, 9, 10, 12, 15, 18, 30, 45,

Als je de juiste paartjes vermenigvuldigt krijg je steeds 90:



2×45 = 3×30 = 5×18 = 6×15= 9×10 =90
Maar hoe weet je nu zeker dat dit alle (echte) delers zijn. Hadden we al geprobeerd of 90 door 17 deelbaar is, of door 23 , of door 31 of door … ?
48 Waarom kun je weten dat 90 niet door 14 of 21 deelbaar is ?

Als je op de bijlage niet let op het aantal streepjes, maar alleen op het soort, dan zien we dat 180 deelbaar is door 2, 3 en 5 ( en bijvoorbeeld niet door 7)

2, 3 en 5 heten de priemdelers van 90.
Als je let op het aantal streepjes zie je dat 90 door 2  en twee keer door 3 (dus door 9) deelbaar is. We kunnen dus schrijven:


90 = 2×32×5


Dit noemen we de ontbinding in priemfactoren.

De, omdat zo’n ontbinding volgens een beroemde stelling maar op één manier kan.

Dit betekent dat alle delers van 90 uit deze ontbinding te halen zijn.

18 (2×32) is dus wel een deler, en 45 (32×5) ook, maar bijv 17, of 23 niet.
Alle delers bepalen van een “willekeurig” getal (bijv 78540) is zonder hulpmiddelen nog een heel werk, maar sommige delers zijn makkelijk te vinden:
49 Noem een paar even getallen. (getallen die deelbaar zijn door twee.)

50 Hoe kun je snel aan een getal zien of het even is ?

51 Noem een paar getallen die deelbaar zijn door 4

52 Ga na hoe je snel kunt zien of een getal (bijv 12345678909876 ) deelbaar is door 4

53 Hoe kun je snel aan een getal zien of het deelbaar door 5.

54 Is het getal 1234567891011 deelbaar door 3 ?

Om na te gaan of een getal deelbaar is door 3 bestaat een simpele regel

· Tel alle cijfers waaruit het getal bestaat bij elkaar op

· Ga na of dit getal (de som van de  cijfers) deelbaar is door 3

55 Tel de cijfers van 1234567891011 bij elkaar op.

56 Ga na of 4321 deelbaar is door 3.

57 Ga na hoe je het optellen van de cijfers nog wat kunt vereenvoudigen.

De achtergrond van dit ‘trucje’ is dat  9, 99, 999, enz allemaal drievouden zijn, 

en dus 10, 100, 1000 etc. allemaal modulo 3 gelijk zijn aan 1. 
 
 10 ≡ 100 ≡ 1000≡…≡ 1 (modulo 3)

Modulo 3 zijn dus bijv 20, 200, en 2000 allemaal gelijk aan 2
58 Hoe zit dat met  4000 ?

59 Bereken 4321 (4000+300+20+1) modulo 3.

60 Is 4321 (dus) deelbaar door 3 ?

61 Bereken 200820092010 modulo 3.

Het bepalen of een getal deelbaar is door 9 gaat ook prima op “deze manier”

62 Is het getal 1234567891011 deelbaar door 9 ?

63 Vroeger was het serienummer op bankbiljetten altijd deelbaar door 9. Ga na of dat nog zo is.

10, 100, 1000 enz  zijn modulo 9 allemaal gelijk aan 1:  10 ≡ 100 ≡ 1000≡…≡ 1 (modulo 3)

Hoe zit dat  als je modulo 11 rekent ?

64 Laat zien dat  100 =10 000 = 1 000 000 ≡…≡ 1 (modulo 11)

65 Laat zien dat  10 =1 000 = 100 000 ≡…≡ -1 (modulo 11)

66 Bereken  30 000 (modulo 11)
67 Bereken  400 000 (modulo 11)

68 Laat zien 12345678  modulo  11 gelijk is aan 7
69 Laat zien dat het getal 510510 deelbaar is door 11.

70 Laat zien dat het getal 112233445566778998 deelbaar is door 11.

71 Ga na of 200560490133 deelbaar is  door 11.

72 Waarom besteden we niet apart aandacht aan deelbaarheid door 6 ?
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4. GGD
Op de bijlage kun je zien dat 24 en 60 nogal wat delers gemeen hebben: 2, 3, 4, 6 en 12. De grootste hiervan noemen we de grootste gemeenschappelijke deler, afgekort ggd.



ggd(24;60) =12

De ggd is op veel rekenmachines direct te berekenen via gcd (greatest common divisor) Zie daarvoor bijlage 2.
Traditioneel werd de ggd veel gebruikt bij het vereenvoudigen van breuken.

· 
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Je kunt de ggd opvatten als een gemeenschappelijke maateenheid. Een tijdsduur van 24 uur is goed te vergelijken met een van 60 uur, als je denkt in eenheden van12 uur. Het gaat dan om 2 of 5 eenheden van 12 uur.
73 Het aantal studielasturen in de bovenbouw van het vwo bedraagt (voor de grotere vakken) 400, 440, 480, 520 of 600 uur. Wat is de ggd van deze getallen?
74 Julia heeft per dag 250, 300 of 350 minuten les. Wat is de ggd van deze getallen?

75 Lieke zit op een ander school en heeft per dag 280, 350 of 420 minuten les. Wat is de ggd van deze getallen?
76 Eva werkt de weekenden bij een bedrijf voor een vast uurloon. Het aantal uren dat ze werkt wisselt, maar is wel steeds een heel getal. De afgelopen vier keer waren haar verdiensten €22,40 ; €28,80; €16,00 en €19,20 . Kun je haar uurloon achterhalen ?

77 Ruben werkt op donderdagavond en in het weekend tegen het zelfde uurloon. De verdiensten bedragen € 12,00 en  € 28,00 . Kun je zijn uurloon achterhalen ?

De ggd kan ook verhelderend werken bij omgerekende maten.
In een wat knullig uit het Engels vertaalde reisgids werden bij een plaats twee bezienswaardigheden genoemd, een op 8045 meter afstand en een op 11263 meter afstand van het dorp.
78 Bepaal ggd(8045,11263)

79 Welke maateenheid werd oorspronkelijk gebruikt ?
In dezelfde gids werd ook gesproken over heuvels met een hoogte van ca. 366 en ca. 671 meter.

80 Bepaal ggd(366,671)

81 Probeer te achterhalen welke maateenheid oorspronkelijk gebruikt is.

Bij de officiële bepalingen over de afmetingen van een tennisveld komen weinigzeggende maten voor als 2377,44 cm ; 1188,72 cm 1097,28 cm ; 822,96 cm en 640,08 cm. 
Vaak worden deze afgerond op hele getallen: 2377, 1189, 1097, 823 en 640 cm.
Uitgedrukt in feet (1 ft=30,48 cm) ziet het er een stuk eenvoudiger uit, maar het kan nog eenvoudiger door alle afmetingen uit te drukken in yards (1 yd= 3 ft = 91,44 cm)
82 Druk alle afmetingen uit in yards.
De servicelijn bevindt zich ongeveer, maar niet precies,  halverwege tussen de achterlijn (baseline) en middellijn.(zie figuur 3)

83  Bereken de precieze afstand tussen achterlijn en servicelijn
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figuur 3
84 Bereken (zo handig mogelijk) hoeveel meter (krijt)lijn er op een tennisveld ligt

Het lijkt wat vreemd om 90,44 te zien grootste gemeenschappelijke deler van 2377,44 ; 1188,72; 1097,28 ; 822,96 en 640,08. Het gaat immers hier niet om hele getallen.
Toch is er wat voor te zeggen: Alle deze getallen zijn een veelvoud van 90,44

85 Hoe is  het probleem dat het niet om hele getallen gaat op te lossen?

Voor het vinden van de gemeenschappelijke maat van (twee) lijnstukken bestaat al meer dan 2000 jaar een stapsgewijze methode het algoritme van Euclides. Deze methode is nog steeds de basis van het bepalen van de ggd van twee getallen.
Om de volgende pagina staat een moderne variant van deze methode.
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86 Bereken met het algoritme van Euclides ggd(24;60)

87 Bereken ggd(280;945) met dit algoritme
88 Bereken ggd(23;37)

89 Waarom had je het laatste resultaat kunnen voorspellen ?

Het algoritme van Euclides gaat over het berekenen van de ggd van twee getallen. 

We kunnen uiteraard ook praten over de grootse gemeenschappelijk deler van drie of meer getallen.
Eerst een paar eenvoudige voorbeelden

90 Bereken ggd(5,7,13)

91 Bereken ggd(6,30,48)

92 Bereken ggd(600,700,800)

Nu iets lastiger: ggd(120,168,204)
93 Ga na of je ggd(120,168,204) direct kun berekenen op je GR.
94 Bedenk een manier om ggd(120,168,204) te bereken en voor het geval dat dit niet direct kan.
95 Bereken ggd(64008, 82296, 109728, 118872)

5. KGV
Bij de emotionele cyclus (periode 28 dagen) is een topdag altijd de zelfde dag van de week. Als dinsdag je topdag is, geldt het zelfde voor de volgende cyclus (28 dagen= 4 weken later)

Bij bijvoorbeeld de lichamelijke cyclus (periode 23 dagen) ligt dat anders. Als je topdag dit keer op een dinsdag valt, is het volgende keer een donderdag. Immers 23 modulo 7= 2.

Zoals je makkelijk kunt narekenen valt na 7 periodes de topdag weer op dinsdag. We zeggen dat beide cycli (lichamelijke cyclus en de weekcyclus) weer gelijk lopen

Zeven periodes zijn 7× 23 dagen = 23 × 7 dagen = 23 weken

96 Bereken na hoeveel dagen de intellectuele cyclus (33 dagen) en de weekcylcus weer gelijk lopen

97 Na hoeveel dagen lopen de lichamelijke cyclus en de intellectuele cyclus weer gelijk ?

In bovenstaande gevallen kon je gewoon de periodes met elkaar vermenigvuldigen, maar zo makkelijk is het niet altijd. Kijk eens naar de volgende tabel:

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	0
	24
	48
	72
	96
	120
	144
	168
	192
	216
	240

	0
	60
	120
	180
	240
	300
	360
	420
	480
	540
	600


Je kunt bijvoorbeeld denken aan twee lampen, waarvan er één elke 24 minuten een keer knippert, en de andere om het uur. Ze starten gelijk; wanneer knipperen ze voor het eerst weer gelijk ? Al na 120 minuten, want 120 = 5×24 en 120 =2×60

We noemen 120 het kleinste gemeenschappelijke veelvoud (kgv)van 24 en 60 :




kgv(24;60) = 120

Dat het kgv in dit geval zo klein is ( en niet bijv 24×60 = 1440) heeft alles te maken met het ggd. Zoals eerder berekend geldt ggd(24,60) =12

98 Het kgv is hier gelijk aan 10 keer het ggd. Verklaar dat. 
Er zijn allerlei manieren om het kgv te berekenen. Op veel rekenmachines is het kgv te vinden onder de afkorting lcm (least common multiple).Zie daarvoor bijlage 2.
Soms is het kgv ook heel snel  te bepalen door even goed te kijken.
99 Bepaal kgv(12;30)

100 Bepaal kgv(7;28)

101 Bepaal kgv(30;365)

102 Bepaal kgv(28;366)

103 Bepaal kgv(28;33)

104 Bepaal kgv(23;28;33)

105 Bereken de gemeenschappelijke periode van de drie bioritmes (lichamelijk, emotioneel en intellectueel) samen. Hoeveel jaar is dat ongeveer?

106 De eb en vloed beweging heeft een periode van ruim 12 uur, zeg 12,4 uur. Stel dat vandaag hoogwater precies om 13:00 uur valt. Hoe lang duurt het voordat dit weer gebeurt?

Een bekende toepassing van het kgv is het gelijknamig maken van breuken. (om ze op te tellen of te vergelijken)

107 Maak de breuken 
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Het berekenen van het kgv van twee niet gehele getallen zal op een rekenmachine vaak tot een foutmelding leiden. Toch is het niet zo gek te beweren dat kgv(4
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Immers 4×4
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=18=3×6 en er is geen kleiner getal waarvoor zoiets geldt.

108 Laat zien dat 
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109 Bereken 
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 Tip: gebruik de gelijknamige breuken

Bereken van de volgende getallenparen de ggd en het kgv

110 13 en 17

111 10 en 15

112 12 en 60

113 24 en 80

Je moet  het ggd  en het kgv van twee getallen a en b moet bereken.  Over a en b weet je niets.
114 Kun je toch van te voren iets zeggen over de uitkomsten ?

Nu andersom. Je weet ggd en kgv van twee onbekende getallen. Wat weet je over die getallen? Kun je ze achterhalen?
115 ggd(a;b) = 1 en kgv( ;b) = 85

116 ggd(a;b) = 5 en kgv(a;b) = 105
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6. Kalenders

[image: image30.emf] 

[image: image31.emf] 

[image: image32.png]O4:13:31




Hierboven zie je een kalender voor de maand december voor de jaren 2003, 2009 en 2015 

117 Hoe kun je berekenen dat de kalenders van 2009 en 2015 het hele jaar gelijk lopen? 
118 Leg met een berekening uit waarom de kalenders van 2003 en 2009 niet identiek zijn.

Als je de kalender van 28 jaar geleden gebruikt zit je ‘altijd’ goed. Dit is als volgt in te zien

Bij kalenders heb je te maken met twee cycli

· Een cyclus van vier jaar (3 gewone en een schrikkel- ), oftewel 1461 dagen

· Een cyclus van een week oftewel 7 dagen

119 Berekenen kgv(7;1461)

120 Hoeveel jaar is dit aantal dagen ? (Hou rekening met schrikkeljaren!)

De lengte van ons jaar is gebaseerd op de beweging van de aarde om zon.

Een zonnejaar bestaat eigenlijk uit ca. 365,2422 dagen, vaak wordt dit afgerond op 365,25 dagen. De kalenders in Europa waren eeuwenlang gebaseerd op 365,25 dagen (eens in de vier jaar een schrikkeljaar), maar dat is dus eigenlijk iets te lang.
121 Bereken hoeveel minuten een jaar toen te lang duurde.
122 Ga na dat na duizend jaar het verschil meer dan een week bedraagt

Om deze afwijking te corrigeren, werd in 1582 op last van paus Gregrorius XIII 
· De ‘kalender’ tien dagen voorgezet. Na donderdag 4 oktober volgde vrijdag 15 oktober 1582
· Het systeem van schrikkeljaren aangepast, zodat elk jaartal dat deelbaar was door 100 voortaan geen schrikkeljaar is, behalve als het ook door 400 te delen is. Dat betekent dat bijvoorbeeld 1600, 2000 schrikkeljaren zijn, maar 1700, 1800, 1900 en 2100 niet.

123 Laat zien dat het gemiddelde kalenderjaar voortaan 365,2425 dagen duurt. 

124 Hoeveel seconden. scheelt dat met het gemiddeld zonnejaar van 365,2422 dagen?

Niet alle kalenders zijn gebaseerd op de zon. Er zijn er ook veel die de maancyclus als uitgangspunt nemen. De maanstand heeft een periode van ca. 29,5306 dagen, wat vaak afgerond wordt op 29,5 dagen. Bij een op de maandstand gebaseerde kalender is de verdeling in jaren ondergeschikt aan die in maanden. Een voorbeeld hiervan is de islamitische tijdrekening. Een islamitisch jaar bestaat uit exact 12 maanden van 29,5306 dagen. In de praktijk bestaan de maanden (min of meer afwisselend) uit 29 of 30 dagen

125 Uit hoeveel dagen bestaat het islamitisch jaar ?

126 Het begin van de Ramadan is gebaseerd op de stand van de maan. Deze datum schuift elk jaar op onze kalender een aantal dagen naar voren. Hoeveel ongeveer?

Vaak werden zowel zon als maan gebruikt als richtsnoer voor de kalender.

In Mesopetanië (het huidige Irak) werd door de Babyloniërs ca. 3000 jaar geleden gewerkt met maanden van 20 of 30 dagen, en 12 of 13 maanden per jaar.

De dertiende maand werd oorspronkelijk ingevoegd “wanneer nodig”, maar op een gegeven moment ging men gebruik maken van de waarneming dat na 19 jaren zon en maan weer 'in de pas' liepen.

127 Laat zien dat na 19 jaar de zon en maan inderdaad weer gelijk lopen.

128 Hoeveel maanmaanden is dit ? 
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In het westen speelt de maan ook nog een rol bij de bepaling van de paasdatum. Er zijn diverse formules ontwikkeld voor de berekening van de datum van Pasen. Daarbij speelt ook het modulo rekenen een belangrijke rol. Hiernaast staat een variant op het beroemde algoritme van Gauss. (geldig  voor de periode 1982-2048)
n het aantal dagen na 22 maart waarop Pasen valt.
129 Laat zien dat  Pasen volgens deze berekening in 2008 (inderdaad) op 23 maart viel. 
130 Ga na wat de paasdatum dit (of komend) jaar is. (en controleer het antwoord in figuur 4)

In figuur 4 zie je het ‘verloop’ van de Paasdata in de periode 2000-2020
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figuur 4
131 Ga na welke regelmaat je kunt ontdekken in dit verloop.
132 De periode tussen twee opeenvolgende paaszondagen is uiteraard een heel aantal weken. Bepaal de kortste en de langste  periode (voor de jaren 2000-2020)
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Een zeer bijzonderde tijdrekening werd gebruikt door Maya’s in Midden Amerika. Zij gebruikte o.a. de “lange tijdrekening”, die als volgt was opgebouwd:

· Winal (periode van 20 dagen)

· Tun (18 Winal)

· K’atun (20 Tun)

· B’ak’tun (20 K’atun)

133 Laat zien dat een Tun bijna een jaar duurt

134 Bereken hoeveel jaar een B’ak’tun duurt.

Het startpunt van deze tijdrekening komt (vermoedelijk) overeen met een dag in het jaar 3114 vC. Volgens berekeningen komt dan 13:0:0:0:0 (13 B’ak’tun) later overeen met 21 december 2012

135 Ga na of dit enigszins kan kloppen.

 Bij de traditionele Chinese kalender krijgt elk jaar twee namen:

· Een verwijzing naar 10 verschillende goden: jia, yi, bing, ding,…, gui

· Een verwijzing naar 12 verschillende dieren: rat, os, tijger, konijn,…, varken

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	jia
	yi
	bing
	ding
	wu
	ji
	geng
	xin
	ren
	gui


	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	zi
	chou
	yin
	mao
	chen
	si
	wu
	wei
	shen
	yo
	xu
	hai

	rat
	os
	tijger
	konijn
	draak
	slang
	paard
	schaap
	aap
	haan
	hond
	varken


Er kunnen theoretisch (10×12=)120 combinaties met deze namen gemaakt worden. 
De naamgeving is echter niet (jia;zi), (jia;chou), (jia;yin) etc, maar (jia;zi ,(yi;chou), (bing;yin) etc. Nadat alle goden aan bod zijn geweest, zijn er nog twee dieren over. De naamgeving gaat (dus) verder met (jia; xu), (yi;hai), (bing;zi) etc. 

136 Laat zien dat de Chinese kalender een cyclus heeft van 60 jaar.
137 Welke combinaties worden niet gebruikt? (geef tenminste twee voorbeelden)

Om makkelijker met tijden en datums te kunnen rekenen geeft een spreadsheet als Excel ze (intern) weer als getal: hoeveel dagen er zijn verstreken sinds een bepaald tijdstip. 

138 Ga na in welk jaar het beginpunt van deze telling ongeveer ligt.
139 29-02-1900 krijgt van Excel de getalswaarde 60. Waarom is dit onjuist ?

	datum en tijd
	getal
	Seconden

	1-1-2000 0:00
	36526,000000
	3155846400

	1-1-2000 12:00
	36526,500000
	3155889600

	24-12-2008 10:19
	39806,430237
	3439275573

	1-1-2010 0:00
	40179,000000
	3471465600


140 Bereken met behup van onderstaande  tabel hoeveel uur er zit tussen 1-1-2000 12:00 en 24-12-2008 10:19.
141 Beschrijf hoe je het aantal seconden berekent op basis van de getalswaarden.

142 Bereken hoeveel seconden een jaar ongeveer duurt.
143 Bereken met behulp van een rekenblad als Excel  je leeftijd in dagen op dit moment.

7. Geluid

Wanneer je een snaar (bijvoorbeeld van een piano, of viool) snel genoeg laat trillen ontstaat er geluid. Hoe sneller de snaar trilt, hoe hoger het geluid klinkt. Hoe hard het geluid klinkt heeft te maken de maximale uitwijking van de trillende snaar.

Wanneer op een muziekinstrument een bepaalde toon wordt gespeeld (bijvoorbeeld op de piano de centrale C wordt aangeslagen) wordt er in feite een combinatie van veel tonen ten gehore gebracht. Instrumenten die geen combinatie van tonen, maar een enkele (in te stellen) toon voorbrengen, worden gebruikt voor het stemmen van muziekinstrumenten. In figuur 5 zie je een paar van deze ‘zuivere’ tonen weergegeven (ze klinken niet bepaald erg mooi!). Horizontaal is de tijd uitgezet, verticaal de uitwijking.
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figuur 5
De toonhoogte wordt bepaald door de frequentie (het aantal trillingen per seconde). Het aantal trillingen per seconde wordt aangeduid met Hertz (Hz) . 
In  figuur 5 zijn een A van 220 Hz, een E van 330 Hz en een (hogere) A van 440 Hz te zien.
144 Laat zien dat de periode van de E ca 0,003 sec bedraagt.
145 Ga na welke grafiek hoort bij de E.
146 Bereken de periodes van de twee A’s.
147 Welke frequentie hoort er bij een periode van 0,002 sec ?

148 En bij 0,007 sec ?

149 Laat zien hoe je snel kunt omrekenen tussen frequentie en periode.
De maximale uitwijking (amplitude) is een maat voor de geluidsterkte. Hoe groter de amplitude, hoe luider de toon is te horen. 
Voor het gemak noemen we de amplitude van de zachtste toon 1.

150 Hoe groot is de amplitude van de luidste toon in figuur 5?

Het (geleidelijk) harder spelen wordt in de muziek wel Crescendo genoemd
151 Hoe kun je dat (grafisch) weergeven ?

Geluid dat door een muziekinstrument wordt voortgebracht bestaat, zoals gezegd, uit een combinatie van een grondtoon met diverse boventonen. De frequenties van de boventonen zijn een veelvoud van die van de grondtoon. De amplitudes van de boventonen bepalen de “kleur” van het geluid, de klankkleur. Met behulp van deze kennis is het mogelijk om allerlei instrumenten na te bootsen (bijvoorbeeld op een synthesizer)

Hieronder zie je een geluid uitgebeeld dat bestaat uit een lage A (220 Hz) met twee boventonen.[image: image36.emf]4:00
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figuur 6
152 Ga in figuur 6 na dat de periode ongeveer 0,0045 sec. is.

153 Bereken hoeveel seconden een periode exact duurt. 
Bij muziek klinken vaak meerdere tonen tegelijkertijd (akkoorden). Soms klinken tonen goed samen, soms wat minder, en soms totaal niet. In het eerste geval spreekt men van consonanten, en het laatste geval van dissonanten. Een bekende consonant in de westerse muziek is het grote terts akkoord, een combinatie van drie tonen met  frequentieverhouding 4 : 5 : 6. Hieronder zie je de bijbehorende afbeelding (zonder boventonen). De laagste toon heeft een frequentie van 220 Hz. 

figuur [image: image37.png]


7
154 Wat zijn de frequenties van de andere twee tonen ?

155 Welke twee periodes horen daarbij ?

156 Maak m.b.v. figuur 7 een schatting van de periode van het totaal.
De periode van deze golfbeweging zou te berekenen moeten zijn met behulp van de periodes van de afzonderlijke tonen  Het kgv geeft in zo’n geval het gewenste antwoord. Maar hoe bereken je 
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Eerder heb je zoiets aangepakt door de breuken gelijknamig  te maken, maar het kan handiger, door de ggd van de frequenties te bepalen
157 Berekenen ggd(220;275;330)

De laagste toon is blijkbaar niet de A van 220 Hz, maar een van 55 Hz, twee octaven lager. Alle andere tonen hebben frequenties die veelvouden hiervan zijn. Dat levert een mooie consonant op, maar ook de oplossing van ons probleem:
158 Hoe groot is de periode van de cyclus van figuur 7 ?

159 Bereken 
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Het tegelijk laten horen van tonen die dicht bij elkaar zitten levert vaak niet zo’n fraai geluid op. Om dit illustreren nemen we toon van 400 Hz en een even harde van 391 Hz.

In onderstaande tekening is nog niet zoveel te zien:
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figuur 8
Het lijkt op een trilling met een periode van iets meer dan 0,0025 sec, maar schijn bedriegt:
Als we een langere periode bekijken  zien we :
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figuur 9
Na ca 0,055 sec is de amplitude 0, en is er dus niets te horen, en weer 0,055 sec. later is het geluid weer op volle sterkte. Dit noemt men een zweving
160 Hoe groot schat je op basis van figuur 9 de periode van deze zweving ?

161 Hoe groot zou de bijbehorende frequentie zijn ?
Het horen van 9 zwevingen per seconde maakt het luisteren erg irritant.

162 Bereken het aantal zwevingen per seconde  wanneer een toon van 440 Hz samenklinkt met een (even harde) van 447 Hz. 
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8. Seizoenen

Oorspronkelijk was in de westerse tijdrekening maart de eerste maand, en februari de laatste, en kortste. September was de zevende maand, oktober de achtste , november de negende, en  december de tiende. Op deze manier startte het jaar ook met de eerste lentemaand.
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Zoals bekend zijn in Nederland rond kerst de dagen kort en de nachten lang, en is het in juni omgekeerd. In figuur 10 staat voor de maanden maart t/m februari uitgezet wat de gemiddelde daglengte in die maand is. De daglengte is de tijd tussen zonsopgang en zonsondergang. Voor het gemak zeggen we dat het dan licht is, en tussen zonondergang en zonsopgang donker.

figuur 10
163 Wat zijn de drie ‘donkerste’ maanden ?

164 En drie ‘lichtste” ?

165 Hoeveel uur  per dag is het in juni gemiddeld langer licht dan in december ?

166 Hoe lang is het gemiddeld ongeveer licht over een heel jaar genomen ?

In figuur 11 is de daglengte in De Bilt van dag tot dag weergegeven. We beginnen op de eerste dag van de lente. De tijd dat het licht is (de daglengte) is dan gelijk aan het gemiddelde voor het hele jaar: ongeveer 12:15. We noemen dit de evenwichtswaarde. 
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. 
figuur 11
De helft van het jaar (tot het begin van de herfst) is de daglengte langer dan de evenwichtswaarde,  de andere helft korter.  Op de langste dag is het 4,5 uur langer licht  en op de kortste dag 4,5 uur minder. 

Zoals je ziet neemt de daglengte eerst sneller toe, en daarna langzamer.

In figuur 12 kun je dit nog wat beter zien. We rekenen daar in maanden vanaf het begin van de lente, en in minuten meer of minder licht t.o.v. de evenwichtswaarde. Ook hebben we de grafiek iets ‘mooier’ , regelmatiger gemaakt, zodat het een echte sinusoïde is geworden
[image: image42.jpg]


figuur 12
Je kunt nu goed zien dat de daglengte de eerste maand 135 minuten ( 3 x 45) toeneemt, de tweede maand ruim 90 minuten (2x45) en de derde maand bijna 45 minuten. Met behulp van deze regelmaat kun je de daglengte op een willekeurige datum redelijk benaderen.
167 Benader de daglengte één maand na het begin van de lente (ongeveer 20 april)

168 Ga na dat de daglengte in de maand maart met  circa 4,5  minuten per dag toeneemt

169 Benader de daglengte op 1 april.

170 Benader de daglengte rond 20 augustus

171 Benader de daglengte rond  1 september
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In figuur 13 zie je de tijden van zonsopkomst te de Bilt, gerekend vanaf  31-12-2008.

172 Verklaar de twee ‘sprongen’ in de grafiek.

figuur 13
173 Schets hoe de grafiek eruit gezien zou hebben zonder zomertijd

174 Bepaal de evenwichtswaarde en amplitude van deze grafiek (dus zonder ‘sprongen’)

In Rome varieert de daglengte tussen 9:08 (ca 20 december) en 15:14 (ca 20 juni)

175 Bepaal evenwichtswaarde en amplitude

176 Maak een schets van de grafiek

177 Benader de daglengte rond 20 april, en rond 20 mei 
Hieronder zie je de gemiddelde maandtemperatuur in ºC (te de Bilt) sinds 1980.

	jan
	feb
	mrt
	apr
	mei
	jun
	jul
	aug
	sep
	okt
	nov
	dec

	3,2
	3,4
	6,1
	9,0
	13,2
	15,6
	17,8
	17,5
	14,5
	10,7
	6,6
	3,9


178 Bereken het temperatuursverschil tussen de koudste en de warmste maand.

179 Maak een schatting van de gemiddelde jaartemperatuur.

180 Teken een grafiek bij deze tabel, en ga na in  hoeverre deze te benaderen is door een sinusoïde 
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Bijlage 1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30

	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40

	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50

	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60

	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70

	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78
	79
	80

	81
	82
	83
	84
	85
	86
	87
	88
	89
	90

	91
	92
	93
	94
	95
	96
	97
	98
	99
	100


Bijlage 2

aanwijzingen voor gebruik GR

Alle functies kunnen bij beide rekenmachines ook bereikt worden via de CATALOG

Modulo (rest) voorbeeld:  365 mod 23 
TI
· MATH

· > (cursor naar rechts): NUM

· 4: fPart 
· ENTER

· 365 ÷ 23

· ENTER

· MATH

· 4: Frac
· ENTER

· ENTER

Op het scherm staat 20/23. 

De rest is dus 20
CASIO (met OS2)

· Kies Menu 1 (RUN-MAT)

· 365

· OPTN

· F4: CALC
· F6:  >
· F6:  > 

· F2: Rmdr
· 23 

· EXE
OF

· Kies Menu 1 (RUN-MAT)

· OPTN

· F6: >
· F4: NUM
· F6:  > 

· F4:  MOD( 
· 365, 23)

· EXE
GGD voorbeeld:  ggd van 24 en 60
TI

· MATH
· > (cursor naar rechts): NUM

· Optie 9: gcd(
· 24, 60)
· ENTER

CASIO (met OS2)
· Kies Menu 1 (RUN-MAT)

· OPTN

· F6: >
· F4: NUM
· F6:  > 
· F2: GCD(
· 24, 60)
· EXE

KGV voorbeeld:  kgv van 24 en 60

TI

· MATH
· > (cursor naar rechts): NUM

· Optie 8: lcm(
· 24, 60)
· ENTER

CASIO (met OS2)
· Kies Menu 1 (RUN-MAT)

· OPTN

· F6: >
· F4: NUM
· F6:  > 
· F3: LCM(
· 24, 60)
· EXE
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ggd: algoritme van Euclides





voorbeeld 1: ggd(231,759)


759 modulo 231 = 66 (759=3×231+66)


	De gemeenschappelijke maat geldt dus ook voor 66.


	De volgende tekening kan dit verduidelijken:





759


�


��                  �|��                 �|��                  �|


����


             231				 231				231		        66





	We gaan verder met 231 en 66:


231 modulo 66 = 33


	De gemeenschappelijke maat geldt dus ook voor 33


	We gaan verder met 66 en 33, maar 66 is deelbaar door 33


66 modulo 33 = 0 


	Conclusie: de gemeenschappelijke maat is 33 


	ggd(231,759) = 33	





voorbeeld 2: ggd(8638,69272)


69272 modulo 8638 = 168  


8638 modulo 168 = 70


168 modulo 70 = 28


70 modulo 28 = 14


28 modulo 14 =0 dus ggd(8638, 69272) = 14





terugblik paragraaf 3





Alle getallen waardoor we een heel getal kunnen delen (met een heel getal als uitkomst) noemen de delers van dat getal.


Zo zijn de delers van 12:  1, 2, 3, 4, 6 en 12. De echte delers zijn 2, 3, 4, en 6.


Alleen 2 en 3 zijn priemdelers, ze hebben zelf geen echte delers.


Er zijn manieren om snel te zien of een getal deelbaar is door  2, 3, 4, 5,..,11 


Bij deelbaarheid door 3 of 9 speelt de som van de cijfers een belangrijke rol. 


Als de som van de cijfers deelbaar is door 3 of 9 geldt hetzelfde voor het getal zelf. Bij het begrijpen, maar ook het toepassen van deze regel kan modulo rekenen van pas komen. 


Zo kun je bijv snel nagaan dat 12345678  deelbaar is door 9.








Hoe kun je bijv. 365 modulo 23 berekenen ?


365/23 = 15,869..	Er passen dus 15 periode van 23 dagen in het jaar


15×23 = 345		Dat zijn 345 dagen


365 − 345 = 20	Er zijn dus nog 20 dagen over


Het kan ook anders:


365/23 =15,869..	Van de laatste cyclus is ca. 87%(0,869..) gedaan


0,869.. × 23 = 20	Dus 20 dagen.


Op veel rekenmachines is het mogelijk om dit direct te berekenen.�Zie bijlage 2.





terugblik paragraaf 2





Modulo rekenenen kan handig zijn bij het bepalen hoever een cyclus ten opzichte van een andere cyclus is verschoven.





Voorbeeld: 


Je bent vandaag (zondag) lichamelijk top. Hoe is dat over 13 weken?


	De lichamelijk cyclus heeft een periode van 23 dagen


	13 weken komt overeen met 13 × 7 = 91 dagen


	91 modulo 23 = 22 (of -1, dat komt op het zelfde neer)


	Je bent over 13 weken weer bijna op je top.





Modulo rekenen gebeurt vaak onbewust, onder andere bij het rekenen met tijden. Je bewust zijn van het modulo rekenen kan je soms helpen het rekenwerk te beperken.





Voorbeeld: 


Je bent vandaag (zondag) lichamelijk top. Welke dag van de week is het als we 13 cycli verder zijn?


	Het gaat om 13×23 modulo 7


	13 modulo 7 = 6  ( of  -1 dat komt op het zelfde neer)


	23 modulo 7 = 2


		6×2=12≡ 5 (mod. 7)   of : -1 × 2 = -2	≡ 5 (mod. 7)   


	Het is dus  5 weekdagen later (of twee eerder): vrijdag	


	





a = jaartal modulo19


b = jaartal modulo 7


c = jaartal modulo 4


d = 19a+24


e = d modulo 30


f = 4b+2c+6e+5


g= f  modulo 7


n= e + g








terugblik paragraaf 1





Je hebt in het dagelijks leven te maken met allerlei cyclische verschijnselen die niet altijd op elkaar passen: zoals dagen, weken, maanden, jaren, en diverse bioritmen. Door te letten op de verschillende periodes is er wel goed mee te rekenen. Het is daarbij handig om met verschuivingen te werken.





Voorbeeld: 


Je bent vandaag (zondag) lichamelijk top. Hoe is dat over 6 weken?


De lichamelijke cyclus heeft een periode van 23 dagen, dat is 3 weken plus 2 dagen. Je volgende top is dus 3 weken en twee dagen later en valt op een dinsdag. De daaropvolgende topdag schuift weer 2 weeekdagen op en valt op een donderdag. Over 6 weken en 4 dagen is er dus weer een top. Over precies 6 weken zit je dus nog 4 dagen vóór de top. Deze 4 dagen vormen ongeveer een zesde periode van de lichamelijke cyclus: 4/23 ≈ 1/6. In figuur 2 kun je zien dat je een zesde periode vóór de top (dus op tijdstip 1) op 50% zit, aan het begin van de gunstige tijd.





Het kalenderjaar telt normaal gesproken 365 dagen, dat is 52 weken plus een dag, maar om de 4 jaar telt een jaar een dag extra (schrikkeldag). Dit maakt het rekenen wat lastiger, maar als je sprongen van vier jaar maakt is er (tot 2100) weer een mooie regelmaat. Zo  kun je eenvoudig nagaan dat als je dit jaar op woensdag jarig bent, die dag over vier jaar op een maandag valt.





terugblik paragraaf 4 en 5





Ggd (grootste gemeenschappelijke deler) en kgv (kleinste gemeenschappelijke veelvoud) kunnen erg handig zijn bij het analyseren van cyclische processen.


Als het het ene proces een periode heeft van 280 minuten, en een het andere een periode van 520 minuten, geeft de ggd van 280 en 520 [=40] een geschikte gemeenschappelijke maat.


Het kgv van 280 en 520 [=3640] geeft aan na hoeveel minuten de cycli weer gelijk lopen. Dat is ook de periode van beide processen samen.


Je kunt ook bij meer dan twee getallen  spreken over ggd en kgv, en – met een beetje goede wil – hoeven de getallen ook niet geheel te zijn.


Als de getallen geen (echte) gemeenschappelijke delers hebben, de ggd is dan 1,  is het kgv ‘gewoon’ het product van deze getallen. 


Voor twee getallen a en b geldt altijd:  ggd(a,b) × kgv(a,b) = a×b














terugblik paragraaf 7





Bij geluid hebben we te maken met (een samenstelling) van trillingen met verschillende frequenties en amplitudes.


De frequentie (het aantal trillingen per seconde) bepaalt de hoogte van de toon, de amplitude (maximale uitwijking) de sterkte. De eenheid van frequentie is Hertz (Hz).


Omdat we vaak te maken hebben frequenties van een paar honderd Hz en meer gaat het om periodes van duizendsten van seconden.


Bij het berekenen van de periode van een combinatie van verschillende tonen is het vaak handig om te werken met de ggd van de frequenties, in plaats van het kgv van de afzonderlijke periodes.


De drieklank CEG met de frequenties 260, 325 en 390 heeft een gemeenschappelijke grondtoon met frequentie 65 : ggd(260;325;390)=65.


De bijbehorende periode is 1/65 ( ≈ 0,015) seconde.





Als twee frequenties van ongeveer even harde tonen dicht bij elkaar zitten kun je last krijgen van zwevingen. De frequentie van de zweving is het verschil van de frequenties van de afzonderlijke tonen.











terugblik paragraaf 8





Veel seizoensverschijnselen –zoals de daglengte – zijn te benaderen met een sinuskromme om een bepaalde evenwichtswaarde.


Wanneer amplitude en evenwichtswaarde bekend zijn, kunnen de uitkomsten voor een willekeurige datum redelijk benaderd worden op basis van de regelmaat die eigen is aan de sinusoïde. 


Een verdeling in 12 even lange perioden (‘maanden) is handig om de regelmaat goed in beeld te krijgen. Bij een echte sinusoïde neemt gaan de waarden in de eerste drie ‘maanden’ van evenwichtswaarde naar  maximum, met als tussenstops 50% en ruim 85%. De rest is met behulp van symmetrie makkelijk te zien.
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