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In opdracht van:

Commissie Toekomst Wiskunde Onderwijs
© geen, dit is vrij kopieerbaar materiaal geproduceerd in opdracht van de Commissie Toekomst Wiskunde Onderwijs
Algemeen
In het wiskunde-C programma  wordt uitdrukkelijk aandacht besteed aan rekenen. De laatste jaren wordt  roep om op havo en vwo meer aandacht te besteden aan rekenen veel gehoord. In de nieuwe programma’s voor de onderbouw komt hier ook weer meer ruimte voor.
Het zal niet moeilijk zijn bij veel leerlingen die wiskunde-C volgen rekenachterstanden te ontdekken. Vooral als de keuze voor wiskunde-C een negatieve is (wiskunde-A is nog te moeilijk, dan maar wiskunde-C, maar eigenlijk het liefste niets) is er een boel werk te doen

Er is bij dit  materiaal bewust gekozen voor een ‘positieve’ benadering, leerlingen worden aan de hand van (hopelijk) aansprekende onderwerpen uitgenodigd tot rekenen en redeneren, zonder dat erg uitdrukkelijk wordt stilgestaan bij zaken die ze “eigenlijk al lang hadden moeten weten of kunnen”. 
Dat neemt niet weg dat  het goed mogelijk is dat  je als docent tot de ontdekking komt  dat het sommige leerlingen ontbeert aan elementaire rekenkennis, -technieken of  -inzichten. In het materiaal wordt  vooral impliciet op deze problematiek ingegaan.
Een aantal onderwerpen die vroeger [en wellicht binnenkort weer]  in de onderbouw aan de orde kwamen (en nog vroeger op de basisschool) passeren de revue -  zoals  delers,  ggd en kgv . Een onderwerp dat  tijdelijk erg in de belangstelling stond op het voortgezet onderwijs (modulo rekenen) komt terug. Waarom? Omdat  het prettige hulpmiddelen blijken te zijn, en het inzicht kunnen vergroten
Een zeer belangrijk deel  van het materiaal gaat over diverse kalenders, waarbij rekenen/wiskunde gebruikt wordt om culturele verschillen  en historische ontwikkelingen beter te begrijpen. 

Daarnaast is er aandacht voor periodieke verbanden,  onder meer  aan de hand van geluiden en seizoensbewegingen. De sinusoïde wordt daarbij genoemd, maar de sinusfunctie wordt niet expliciet gebruikt
Het  materiaal is geschreven met in gedachte de situatie waarin wiskunde-C (ook in de vierde klas) als apart vak wordt gegeven. Dit  biedt de mogelijkheid om allerlei zaken uitgebreid te bespreken – zaken die problemen opleveren, maar ook onderwerpen die interessant blijken te zijn.
Als de leerlingen samen met wiskunde-A les hebben zal geïmproviseerd moeten worden. Het materiaal is niet ontworpen voor  “zelfstandig werken”, waarbij  alle mogelijke plooien van te voren zijn glad gestreken. Regelmatig contact met de docent is een vereiste.
Dit lesmateriaal is geschreven vanuit de overtuiging dat de rol van de docent essentieel is.

Veel meer dan wat ideeën en mogelijke lijnen aanbieden is het niet.  Hopelijk biedt een en ander voldoende inspiratie.
De benodigde tijd  ( in lessen of weken ) is van veel factoren afhankelijk. 

Als indicatie zou gedacht kunnen worden aan  12 -16 lessen (van 50 min)

De paragraaf over deelbaarheid kan eventueel (deels) overgeslagen worden.

Ik wens u plezierige lessen toe.
Op- en aanmerkingen zijn uiteraard welkom

Gerard Koolstra

gerardk@xs4all.nl
20-05-2009

Cyclische verschijnselen

Als belangrijke context voor de eerste paragrafen van doet dienst  de theorie van de diverse meerdaagse bioritmes. De wetenschappelijke basis voor deze theorieën is laten we zeggen wat  mager, maar ze zijn wel vrij bekend, en spreken veel C&M-leerlingen wel aan.
Zoals in een groot deel van het materiaal staat  Redenerend  Rekenen, en daarmee ook handig rekenen  centraal. Bij de antwoorden staan vaak voorbeelden van RR.
Hopelijk wordt door de nadruk op  RR  (en de context van datums) de neiging van sommigen om alles op de rekenmachine uit te rekenen wat onderdrukt.  Het is misschien goed hier ook expliciet enige aandacht aan te besteden. 
De (horizontale) verdeling van de sinuskromme in 12 gelijke delen  komt aan het einde van het boekje terug. Met behulp daarvan kunnen allerlei waarden worden geschat zonder een beroep te hoeven doen op de sinusfunctie.

In dit gedeelte wordt de term opschuiven gebruikt , maar niet gedefinieerd. Hopelijk helpt vraag 12 voldoende om  het begrip duidelijk te maken.

Modulo
Modulo rekenen is in feite een (wiskundige) vertaling van het RR in de vorige paragraaf.

Er zijn diverse manieren om bijv 365 modulo 23 te berekenen. In het kader en in bijlage 2 staat daar meer over. Het is wel de bedoeling dat modulo een hulpmiddel is geen doel op zich.
Een belangrijk punt van aandacht is het onderscheid (en verband) tussen bewust en onbewust modulo rekenen. Onbewust modulo rekenen vindt vaak plaats met tijden. Bij de introductie van modulo rekenen voor jongeren wordt ook vaak gesproken van klokrekenen.

Vermenigvuldigen en optellen modulo een bepaald getal is in wezen heel eenvoudig. Het begrijpen van het waarom wat minder. Daarbij kan gebruik gemaakt worden van wat algebra. De laatste vraag dan dit deel nodigt daartoe uit.  Of en op welke manier op deze uitnodiging wordt ingegaan is uiteraard aan de docent.

Delen  en vooral worteltrekken is  modulo heel wat minder simpel. Dit principe wordt o.a.  gebruikt bij het versleutelen van informatie.
Deelbaarheid

Voor de lijn van het verhaal kan  deze paragraaf grotendeels worden overgeslagen, maar het is aan te bevelen om in ieder geval om de eerste tien opgaven te laten maken. De leerlingen markeren daarbij – op een precies voorgeschreven manier  -  de veelvouden van (2), 3, 4 .. 9  Deze markeringen kunnen eventueel worden aangevuld met andere (bijv met kleuren),  en zijn hopelijk een steun bij het herkennen van patronen. De relatie tussen (kleur) patronen en de tafels (van vroeger ) is -zo is mijn indruk- voor veel leerlingen nieuw, en kan ook als hulpmiddel gebruikt worden.

Het onderscheid echte delers en delers wordt gemaakt voor de helderheid. Het  is niet de bedoeling om daar verder expliciet aandacht aan te besteden. Het zelfde geldt voor priem (deler/factor). Het is natuurlijk niet verkeerd dat de leerlingen weten wat een priemgetal is.
Er worden een paar regels over deelbaarheid opgehaald. Ook deze regels komen tegenwoordig vaak niet meer aan de orde in de onderbouw. Belangrijkste ambitie van de opgaven op pag. 9 (54-71) is het verklaren van de deelbaarheidsregels voor deling door 3, 9 en 11. De deelbaarheid van een getal door 11 is na te gaan door de cijfers van het getal afwisselend op te tellen en af te trekken. Als het resultaat deelbaar is door 11 , geldt het zelfde voor het getal.
Het is uiteraard ook mogelijk om deze opgaven te laten maken door een deel van de leerlingen. Mijn uitgangspunt is dat het wel lastig mag zijn, maar ook als voldoende interessant/ leuk/uitdagend moet worden ervaren. Het zou kunnen zijn dat bij dit type opgaven de meningen wat verdeeld zijn.
GGD en KGV
Kgv en ggd behoorden vroeger bij  de bekende begrippen van het rekenen. Kgv werd o.a. gebruikt bij het gelijknamig maken van breuken. De laatste decennia lijken de begrippen  wat in onbruik geraakt.

De nadruk ligt op het begrip. Ggd als gemeenschappelijk maat, en kgv als  gemeenschappelijke  periode. Voor het berekenen zijn allerlei methodes voorhanden. Ontbinden in factoren is daar een van. Daar wordt geen aandacht aan besteed. Het ontbinden van factoren is bij grote getallen behoorlijk lastig  Voor de  GGD bestaat eden zeer efficiënt algoritme ( van Euclides). Hieraan wordt wel aandacht besteed. Omdat altijd geldt: :
 GGD(a,b)× KGV(a,b) =a×b is dan ook het KGV eenvoudig te bepalen.
Op  veel  GR’s  zijn GGD en KGV vrij makkelijk  te berekenen. Wanneer het gaat om meer dan twee getallen, of om  gebroken getallen moeten (soms) wat extra stappen gedaan worden

Een paar opmerkingen meer in detail:

Opg 73 t/m 77

Deze opgaven zijn bedoeld om het concept gemeenschappelijke  maat  te laten rijpen. De opgaven zijn op te lossen zonder expliciet gebruik te maken van GGD., en de intuïtieve methode gaat vaak ook het snelst. De laatste vraag (77)  is  wat dit betreft een twijfel geval, zowel informele als meer formele aanpak zijn mogelijk. Overigens is voor het beantwoorden van vraag 76 en 77  enige kennis van de uurlonen (en werktijden) van jongeren van belang. Eventueel zou het verschil tussen GGD en GD( gemeenschappelijke) deler expliciet gemaakt kunnen worden.
Opg 78 t/m 84
De nog steeds veel gebruikte oude Angelsaksische maten ( foot, yard, mile) vormen de achtergrond van deze vragen. Hopelijk wordt duidelijk dat soms de GGD  als ‘eye-opener’ kan  werken. Hoe de GGD het beste berekend kan worden ( informeel of formeel) is een andere kwestie,. Een combinatie is misschien het beste. De uitkomst van vraag 84 is trouwens verrassend mooi. 

Opg  85 t/m 89
Hier komt het beroemde algoritme van Euclides (in een modern jasje) aan de orde. Als het concept van gemeenschappelijk maat helder is, zou  de grote lijn over moeten komen. 
Opg  90 t/m  95
Zijn gewijd aan het  bepalen van de GGD van meer dan 2 getallen. Dit kan op sommige GR’s direct (bijv. CASIO met OS 2), op andere is een stapsgewijze aanpak nodig.. Het is niet mijn bedoeling dat hier erg op getraind worden, het gaat om het begrip

Opg 108 en 109
Hier is even aandacht aan het  KGV van twee breuken. Bij het gedeelte over geluid komen we terug op deze materie. Daar blijkt (in die context ) het verband  met de GGD  van de omgekeerden
Opg 110  t/m 116
Zijn gewijd aan wat  onderlinge verbanden tussen kgv en ggd
Eventueel kan het een en ander met wat algebra ook worden bewezen

Kalenders
In zekere zin de kern van het boekje.  De ons bekende westerse kalender kwam al eerder aan de orde, en wordt verder onderzocht,  maar er komen diverse andere kalenders aan bod. Met name wordt aandacht besteed aan het  verband tussen het (zonne)jaar en de (maan) maand.  De keuze voor een kalender op basis van de zon, of op basis van de maan, of een combinatie van beide  heeft wetenschappers en machthebbers in vele culturen beziggehouden.

Als het goed is kunnen de leerlingen na het doorwerken van dit hoofdstuk een aantal zaken waarvan ze vaag op de hoogte waren beter plaatsen. Wellicht geldt iets dergelijk voor de docent.

Tenslotte wordt enige aandacht besteed aan de “moderne methode’ om elke moment uit te drukken in het aantal etmalen dat is verstreken sinds een bepaald  moment.  Uitgaande van de regel dat elke dag bestaat uit 24×60×60 ( =86400)  seconden is zo elke moment van elke dag in een getal uit te drukken. Helaas duurt  af en toe  ( ongeveer een keer in de 18 maanden) een dag 1 seconde extra ( de schrikkelseconde die sinds 1974 al 24 keer is toegevoegd – zie verder Wikipedia ). Mogelijk wordt de schrikkelseconde binnenkort afgeschaft. Een en ander heeft te maken met de vraag wat de “ware’ tijd is,  de tijd  op micro schaal (trillingen binnen atomen) of op macroschaal  ( zonnestelsel e.d.), ander gezegd  een strijd  tussen fysici en astronomen.
De achtergrond van vraag 138 is dat Excel (in navolging van een voorganger) ervan uitgaat dat 29 febr. 1900 heeft bestaan. Omdat 1900 niet deelbaar is door 400 (en wel door 100), was dat  jaar geen schrikkeljaar, en had februari slechts 28 dagen. Het zelfde zal gelden voor het jaar 2100, tenzij men voor die tijd een totaal andere tijdrekening heeft ingevoerd.
Geluid

Hoewel het onderwerp misschien wat  bèta-achtig aandoet  is het wenselijk dat  ook C&M –leerlingen iets weten over de natuurkundige achtergronden van geluid (en muziek).
In de natuurkunde is het gebruikelijk om te spreken over trillingstijd i.p.v. periode. Desgewenst kan die term ook gebruikt worden.

Kernbegrippen zij uiteraard frequentie  (als omgekeerde van periode/trillingtijd) en amplitude.

Tegen het einde van dit gedeelte komen de begrippen ggd en kgv weer terug

Een aardig verband is dat je met behulp van de ggd van de frequenties  het kgv van de periodes ( dus de gemeenschappelijke periode) kunt bepalen. 

Die gemeenschappelijk periode is wel belangrijk, maar soms minder (geluids) bepalend

Als twee tonen niet al te veel van elkaar verschillen (bijv  10 Hz) is het verschil tussen beide frequenties (en dat hoeft niet de GGD te zijn) bepalend voor (frequentie van) de zwevingen, en zo voor het (gebrek aan) luistergenot. Wanneer (ongeveer even harde)  tonen van 375 en 385 Hz tegelijkertijd ten gehore worden gebracht is de periode van de het totaal  0,2 sec [het omgekeerde van de GGD] , maar de tijd tussen  twee zwevingen is 0,1 sec ( het omgekeerde van het verschil)
Een grafische voorstelling maakt duidelijk dat de periode 0,2 sec is, maar dat 0,1 als een “bijna periode”  kan worden beschouwd:. Het onderscheid tussen beide vraagt wel nauwkeurige inspectie.
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Seizoenen

Tenslotte aandacht voor  een aantal cycli met een periode van een jaar.

Hierbij speelt naast amplitude de evenwichtswaarde een belangrijke rol

De daglengte kan  (op onze geografische breedte) redelijk door een sinuskromme worden benaderd. Iets dergelijks geldt voor de zonsopgang en zonsondergang. Het is wel van belang te weten dat deze drie niet synchroon lopen. Begin december gaat de zon het vroegst onder, vlak voor kerst is de “kortste dag”  en  rond driekoningen ( begin januari) komt de zon het laatst op.

Met behulp van de in paragraaf 1 geïntroduceerde (tijds)verdeling in kunnen allerlei vragen weer met Redenerend Rekenen worden opgelost.  Hiermee is in zekere zin de cirkel rond, en dat past mooi bij het onderwerp.

Tenslotte een voorbeeld ( gemiddelde maandtemperatuur) dat wat minder goed past bij een sinusoïde.  Eventueel kan nog gezocht worden naar periodieke verschijnselen die weinig met een sinuskromme te doen hebben ( hartslag ?;  vat dat periodiek vol en leeg loopt)
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