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Hoofdstuk 0 Logische puzzels
Wiskundigen vertellen graag dat je van wiskunde leert redeneren. Niet iedereen zal het hiermee eens zijn.
Je herkent misschien wel dat het binnen de wiskunde voorkomt dat een persoon een oplossing logisch
vindt, terwijl een ander er niets van begrijpt. Kan die andere persoon dus niet redeneren? Nee. Kennis
over de logica in redeneringen is niet het enige dat telt. De volgende puzzels hebben iets te maken met
‘logisch redeneren’. Na deze puzzels laten we zien dat inzicht in de kunst van het redeneren in allerlei
situaties van belang is: niet alleen in de wiskunde, maar ook in rechtszaken, kunst en politiek.

1 Ali, Ben, Cé en Daantje hebben een cadeau voor hun vader gekocht. Een van de vier kinderen heeft
het cadeau verstopt. Toen hun moeder vroeg wie dat had gedaan, antwoordden ze als volgt:
Ali: “Ik was het niet.”
Ben: “Ik was het niet.”
Cé: “Daantje heeft het gedaan.”
Daantje: “Ben heeft het gedaan.”
a. De uitspraken van Cé en Daantje kunnen niet allebei tegelijk waar zijn. Geef nog zo’n voorbeeld.
b. Stel: precies één van de kinderen heeft gelogen. Wie heeft dan het cadeau verstopt?

2 John en Leny nemen de getallen 3 en 11 in gedachten en bedenken:
* de som (3 + 11) is even
* het product (3 x 11) is oneven
John zegt: “Als de som van twee gehele getallen even is, is hun product oneven.”
Leny zegt: “Als het product van twee gehele getallen oneven is, is hun som even.”
Hebben John en Leny gelijk?

3 Er zijn 2 rode en 3 zwarte petjes. Drie kinderen kennen de petjes en zitten in
een rij. Ieder kind krijgt een petje op. Ze kunnen alleen de petjes zien van de-
genen die voor ze zitten. 
Aan het achterste kind wordt gevraagd: “weet jij welke kleur pet je op hebt?”
Ze kijkt naar de 2 petjes voor zich, denkt even na en zegt dan: “nee.” Vervol-
gens wordt dit aan de middelste gevraagd. Die ziet maar 1 petje voor zich,
denkt na en antwoordt ook ontkennend. 
De voorste is even stil en zegt: “dan weet ik de kleur van mijn petje!” Welke kleur is dat?

4 De strip hieronder is van Peter van Straaten en gaat over vader en zoon.
Lees de strip en geef commentaar op de redenering van vader.
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Extra opdrachten

5 Een moordzaak.
Ad en Ben zijn verdachten in een moordzaak. Ze leggen onder ede de volgende verklaringen af:
Ad: Ben is schuldig en Cor is onschuldig.
Ben: Als Ad schuldig is, dan is Cor ook schuldig.
Cor: Ik ben onschuldig, maar minstens één van de anderen is schuldig.

a. Stel dat alle drie de verdachten onschuldig zijn, wie pleegde(n) er dan meideed?

b. Stel dat ze alle drie de waarheid spraken, wie is/zijn er dan schuldig?

c. Stel dat de onschuldigen de waarheid spraken en de schuldigen logen, wie is/zijn er dan schuldig?

6 Een klassieker: de prinses en de tijger.
De koning van Indrahadad had een idee. Hij riep zijn minister van justitie en zei: ´We hebben teveel
gevangenen. Als we ze nu eens laten kiezen tussen twee kamers. In de ene kamer zit een prinses en
in de andere kamer zit een tijger. Kiest hij de prinses, dan mag hij haar trouwen. Kiest hij de tijger,
dan wordt hij waarschijnlijk opgegeten´. ´Maar het lijkt me beter´, zei hij, ´om de beslissing niet aan
het toeval over te laten. We zetten bordjes op de deuren, waar de gevangen het een en ander uit af
kunnen leiden. Een slimme gevangene kan zo zijn leven redden´. 
´Een voortreffelijke gedachte, majesteit´, zei de minister. 

In principe zit in de ene kamer een prinses zitten en in de ander een tijger. Maar er kan in elke kamer
een tijger zitten en het is ook mogelijk dat in beide kamers prinsessen zitten. In elk gaval kan er in
een kamer nooit meer dan een prinses of tijger zitten. 
´Als er nu in beide kamers tijgers zitten´, zei de gevangene, ´wat moet ik dan doen?´ 
´Tja, dan heb je pech gehad!´, zei de koning. 
´En als er in elke kamer een prinses zit?´ 
´Dan zit je natuurlijk op fluweel, dat had je zelf ook kunnen bedenken.´ 
´Maar als in de ene een prinses en in de andere een tijger zit? Wat dan?´ 
´Ja, in dat geval moet je proberen de goede te kiezen aan de hand van de bordjes op de deuren.´ 
´Is het waar wat er op de bordjes staat?´ vroeg de gevangene. 

a. Op deur 1: In deze kamer zit een prinses en in de andere kamer een tijger.
Op deur 2: In één van de kamers zit een prinses en in de andere een tijger.

Koning: ´Eén van de twee bordjes is onwaar en de andere is waar.´
Welke deur moet de gevangene kiezen?

b. Op deur 1: In minstens één van de twee kamers zit een prinses.
Op deur 2: In de andere kamer zit een tijger.

De gevangen krijgt te horen dat beide bordjes waar of beide onwaar zijn.
Welke deur moet hij nu kiezen?

[Meer prinses-en-tijger-puzzels zijn snel op internet te vinden.]
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Hoofdstuk 1 Nogal logisch

De conclusie van de dokter is begrijpelijk, maar is die wel volgens de regels van de logica? Het kan best
zijn dat je ook beter wordt van een paar dagen rust. Zijn eerste uitspraak sluit dat niet uit. Dus dat je beter
bent dankzij zijn medicijn is niet helemaal zeker.

7 In het volgende tekstfragment komt de term logisch voor.
Waarom wordt hier het woord ‘logisch’ gebruikt? Geef commentaar op de logica.

“De meeste studenten hebben een bijbaan tijdens hun studie. Nogal logisch als je kijkt naar de hoogte
van de studiefinanciering.”

De volgende opgaven zijn gebaseerd op tekstfragementen en krantenartikelen. De vragen gaan over de
redeneringen in de teksten. Is er sprake van enige logica? Het zal blijken dat het niet altijd eenvoudig is
om de redenering van de auteur te volgen. Dit is een oriëntatie op het onderwerp logisch redeneren in de
dagelijkse praktijk. In volgende hoofdstukken zullen we de regels van de logica scherper stellen. Dat zal
helpen bij het analyseren en beoordelen van redeneringen.

8 Uit de Trouw van 12 augustus 2006:

Wat wordt in deze tekst bedoeld met ‘ondernemerslogica’?

9 Uit de krant:

a. Wat zijn de redeneerstappen in dit krantenartikel?

b. De redenering is strikt genomen niet correct, want onvolledig. Maar de welwillende lezer begrijpt
best wat de schrijver bedoelt. Welke redeneerstap ontbreekt eigenlijk?

De dokter zegt: “Als je mijn medicijn slikt, dan word je beter.”
Een week later kom je de dokter tegen bij de supermarkt.
De dokter kijkt je aan en concludeert: “Je ziet er goed uit. Je hebt dus mijn medicijn
geslikt.”

per saldo
Na jaren matigen heeft de werknemer nu alle recht loonherstel te eisen
Als het bedrijfsleven het moeilijk heeft, moeten de lonen worden verlaagd.
En als het economisch weer wat beter gaat, moeten ze vooral niet te snel weer
worden verhoogd.
Met voorspelbare ondernemerslogica verwijzen de werkgeversorganisaties
VNO-NCW en AWVN looneisen van CNV en FNV naar de prullenbak. Vol-
gens de vakcentrales is het tijd dat de werknemers meeprofiteren van de her-
stellende economie.

Logisch
Slechts 11 % van de Nederlanders reist met de bus of trein. Dat is 
de helft van het gemiddelde in Europa. 
Logisch! Voor de prijs van een enkeltje Lelystad-Weesp (€ 6,50) 
maak je in een gebied van 40 km rondom Rome, 24 uur lang gebruik 
van al het openbaar vervoer (met uitzondering van vliegtuigen en 
taxi’s). En voor die prijs kun je met je gezin de hele dag op een 
gezinskaart  rondtoeren in Dresden. Ik snap het wel.
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10 Logica kan ook gebruikt worden voor indoctrinatie. Hieronder twee voorbeelden uit een Russisch
leerboek uit de tijd van de Sovjet-Unie.

- “Geen enkel land van het Amerikaanse continent kun je democratisch noemen, want alle
landen van het Amerikaanse continent zijn kapitalistische landen en in geen enkel kap-
italistisch land is de democratie consequent verwezenlijkt.” 

- “Alle landen van de volksdemocratie zijn van het juk van het imperialisme bevrijd. Dit
land is een land van de volksdemocratie, dus heeft dit land geen last van imperialisme.” 

a. Ondersteep bij beide voorbeelden de conclusie van de redenering.

b. Over welke uitgangspunten in de twee voorbeelden kun je twijfelen?

11 Bedenk enkele uitdrukkingen die dezelfde betekenis hebben als ‘logisch’.

12 In een boek over meetkunde staat de volgende stelling:

Als ik een vierhoek heb, dan is de som van de hoeken 360 graden.

Het bewijs van deze stelling gaat als volgt:
Teken een willekeurige vierhoek en benoem de hoekpunten achtereenvolgens A, B, C en D.

Deze vierhoek kun je altijd in twee driehoeken verdelen met de diagonaal AC. Zo krijg je de drie-
hoeken ABC en ACD. De som van de hoeken in een driehoek is 180 graden. Dus A1 + C1 + D
= 180o en A2 + C2 + B = 180o. Hieruit volgt dat A + B + C + D gelijk is aan 360 graden.
a. Verklaar de laatste redeneerstap.

Iemand twijfelt aan het bewijs. Stel dat punt D binnen de driehoek ABC ligt. Waar zijn dan de
twee driehoeken?

b. Pas de stelling of het bewijs aan, zodat deze twijfel is weggenomen.

13 In de 18e eeuw vond Euler een bijzondere formule voor veelvlakken:
het aantal zijvlakken − het aantal ribben + het aantal hoekpunten = 2
Euler was zo verrast door de eenvoud van deze formule dat hij het onbegrijpelijk vond dat nog nie-
mand eerder dit gevonden had.
a. Controleer de formule voor de kubus en de piramide.

b. Onderzoek voor een aantal andere ruimtelijke figuren of je de formule van Euler kunt gebruiken
en, zo ja, of hij wel of niet waar is.

c. Kun je uit je bevindingen tot nu toe concluderen dat de formule van Euler waar moet zijn voor alle
ruimtelijke figuren? 

A

B

C

D

1

1

2

2

∠ ∠ ∠
∠ ∠ ∠ ∠ ∠ ∠ ∠
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14 “Het vogelbekdier is een uniek dier. Het heeft de kenmerken van drie andere be-
kende diersoorten: de snavel van een eend, het lijf van een mol en de staart van
een bever. Toch is het vogelbekdier ook weer heel anders. Ze zogen hun jongen
hoewel ze eieren leggen en niet levend baren. Bovendien hebben ze maar één
uitgang die gebruikt wordt voor paren, eieren leggen en uitwerpselen. Het vo-
gelbekdier komt van nature alleen in Australië voor.”

De ontdekking van het vogelbekdier zorgde voor veel hoofdbrekens bij de biologen die ons dierenrijk
indeelden. Geef commentaar op de volgende uitspraken:
“Zoogdieren zogen hun jongen, dus het vogelbekdier is een zoogdier.”
“Het vogelbekdier is een vogel, want het heeft een snavel.”
“Voor het vogelbekdier moet een nieuwe soortnaam bedacht worden.”

15 Hieronder staat een deel van een manuscript uit 1786.
Neem aan dat het gaat om twee evenwijdige lijnen gesneden door een derde.:

Onderzoek of de redenering correct is.
Ben je van mening dat dit niet het geval is, kijk dan of je er nog iets aan kunt doen.

Samenvatting

Woorden die bij bij het onderwerp logica een rol spelen zijn: 
redenering, conclusie, uitgangspunt, redeneerstap, correct en volledig.

Als een redenering logisch is, dan betekent dat nog niet dat de conclusie waar is. Je kunt nog steeds van
mening verschillen over de uitgangspunten in een redenering.

Vragen waarop we in het vervolg antwoorden proberen te vinden zijn:
– Wat is een redenering en hoe is die opgebouwd?
– Wat is een redeneerstap en wanneer is die correct?
– Wat is een (on)volledige redenering?
– Wat is het verschil tussen een voorbeeld en een tegenvoorbeeld in een redenering?

We weten dat 1+2+3+4 = vier rechte hoeken.
Dan 2+4 = twee rechte hoeken.
Dit is openbaar uit het eerste, want zo de 4 binnen  ken
vier rechte hoeken zijn, volgt dat een scherpe en 
wijde  als bfg + dgf gelijk is aan twee rechte hoeken.

∠

∠
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Twee extra opdrachten

16 Uit Het Parool van 3 augustus 2006:

‘Geen straf voor M’ kan twee reacties oproepen:

1. Dat is niet eerlijk. Hij moet wel straf hebben.

2. Dat is terecht. Je kunt zoiets toch niet verwachten?

a. Probeer standpunt 1 te verdedigen met een redenering.

b. Doe hetzelfde voor standpunt 2.

c. Geef in je antwoorden van a en b aan wat de uitgangspunten en de redeneerstappen zijn en wat de
conclusie is.

d. Hoe zeker kun je zijn van de redenering? Bekijk nog eens de uitgangspunten en de redeneerstap-
pen. Geef met een getal tussen 0 en 1 aan hoe zeker je van die uitgangspunten en redeneerstappen
bent en bepaal daarmee welke uitspraak de rechter vermoedelijk zal doen.

G e e n  s t r a f  n a  o n g e v a l  m e t  
s p r i n g s c h a n s  o p  f i e t s p a d

Slachtoffer had op de weg moeten letten, niet op Di-rect
AMSTERDAM − Het was ‘een naar
ongeval’, daar was de verdachte
Alwin M. (29) het met de politierech-
ter over eens. Een springschans op het
fietspad zetten was inderdaad onver-
standig. De schuldigverklaring was
echter onvoldoende reden voor ver-
dere strafvervolging.
Het leek de Vara leuk voor het televi-
sieprogramma VARA Live op 12 april
vorig jaar iets te doen met een schans
en de skateboardende jongens van de
popgroep Di-rect, die in de uitzending
te gast waren.
Buiten op de stoep voor het B&W-
café lag echter te veel zand om goed
vaart te kunnen maken met de skate-
boards. Daarom verplaatste M. − die
avond aan het werk als setdresser − de
schans vlak voor de uitzending naar
de fietsstrook op de Plantage Ker-

klaan. Hij verzuimde aan te geven dat
het obstakel daar stond.
Toen M. even naar binnen ging om te
kijken of daar alles goed ging, zag hij
vanuit zijn ooghoeken het meisje op
de fiets wel aankomen. Op dat
moment was ze echter nog een meter
of zestig van de schans verwijderd en
was de verkeerssituatie ter plaatse
overzichtelijk.
Uit verklaringen van getuigen en het
achttienjarige slachtoffer zelf bleek
dat ze niet meer op de weg lette toen
ze de bandleden van Direct in de
gaten kreeg.
Ze kwam tot halverwege de schans en
verloor toen haar evenwicht.
Eenmaal gevallen had ze meteen door
wat er mis was: “Mijn tanden, mijn
tanden!” Aan de val hield ze vier
gebroken tanden - waarvan

twee definitief zijn afgestorven en een
blijvend litteken in de vorm van een
winkelhaak op haar kin over.
Omdat M. na alle tumult een verkla-
ring bij de politie had afgelegd, stond
alleen hij gisteren voor de rechter -
terwijl de schans niet zijn idee was en
hij deze samen met een andere Vara-
medewerker had verplaatst.
Politierechter J. Hillenius bevond M.
aansprakelijk en dus schuldig, maar
gezien de omstandigheden moet het
daar bij blijven. Dat het slachtoffer
zelf volstrekt onvoldoende had opge-
let was een belangrijke factor in het
afzien van verdere strafvervolging.
Ze had even goed tegen een container
of een andere fietser kunnen knallen.
De civielrechtelijke zaak tegen de
Vara voor een schadevergoeding
loopt nog.
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17 Vergelijk de strafmaat in de twee onderstaande krantenartikelen.

Op het eerste gezicht is het verschil in strafmaat in vreemd. Het lijkt logisch om het gestolen bedrag
te koppelen aan de straf. Geef je eigen commentaar hierop.
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Hoofdstuk 2 De opbouw van een redenering: OF en EN
Met ervaring en intuitie heb je de problemen in het vorige hoofdstuk aangepakt. In dit hoofdstuk worden
de zaken scherper gesteld. We bekijken eerst een zeer eenvoudige tekst om de opbouw te onderzoeken:

Deze redenering bestaat uit drie bouwstenen. De drie bouwstenen zijn ingekaderd en het woordje “dus”
is vervangen door een ‘hieruit-volgt-pijl’:

In de kaders staan zinnen die waar of onwaar kunnen zijn. Een zin met deze eigenschap heet een PRO-
POSITIE. In dit voorbeeld is de derde propositie de CONCLUSIE van de redenering. De eerste twee zijn
UITGANGSPUNTEN.

De redenering zegt nu: ALS de uitgangspunten waar zijn, DAN is de conclusie ook waar.

De redenering zelf zegt niet dat de uitgangspunten altijd waar zijn!

18 Hieronder staan nog een keer twee teksten uit het vorige hoofdstuk.
Zet beide redeneringen in een vorm met hokken en een ‘hieruit-volgt-pijl’.

a. “Geen enkel land van het Amerikaanse continent kun je democratisch noemen, want alle landen
van het Amerikaanse continent zijn kapitalistische landen en in geen enkel kapitalistisch land is
de democratie consequent verwezenlijkt.”

b. “Alle landen van de volksdemocratie zijn van het juk van het imperialisme bevrijd. Dit land is een
land van de volksdemocratie, dus heeft dit land geen last van imperialisme.”

In de twee bovenstaande teksten spelen “want” en “dus” een sleutelrol.
c. Noem nog een paar uitdrukkingen die de rol van “dus” kunnen spelen en gebruik die in de twee

teksten.

19 De volgende uitspraak bestaat uit een aantal proposities:
“Ik ga op de fiets en ik neem een boek mee, of ik kom op een andere manier en neem geen boek mee,
maar wel een bos bloemen.”
De uitspraak is af te korten tot: “[A en B] of [ (niet A) en (niet B) en C ]”

Voor welke proposities staan A, B en C?

Als ik op de knop druk, dan rinkelt de bel.

Ik druk op de knop.

Dus de bel gaat.

,
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In de volgende tekst komen een aantal proposities voor.

‘Hij is dichter en wiskundige’ kunnen we herschrijven met twee proposities:

Als we voor de twee proposities de afkortingen D en W gebruiken, dan kun je ze lezen als de samenstel-
ling ‘D EN W’. Een propositie kan waar of onwaar zijn. Hoe zit dat voor deze samenstelling?

20 Ga na of de volgende tabel de waarheid van de samenstelling ‘D EN W’ goed weergeeft en vul de
lege plekken in.

Voor EN wordt het symbool gebruikt.
Voor ‘o’ en ‘w’ worden vaak de getallen 0 en 1 gebruikt.
De waarheidstabel of waarheidstafel voor proposities A (dichter) en B (wiskundige) komt er dan zo uit
te zien:

21 De overgang van de gewone taal naar deze notaties gaat niet automatisch door de proposities te her-
schrijven en EN te vervangen door .
a. Veranderen de waarden in de waarheidstafel als je  vervangt door ?

In de gewone taal kan die verwisseling een betekenisverandering veroorzaken.
b. Vergelijk “Willem reed door en ramde het hek”

met “Willem ramde het hek en reed door”
Hebben deze twee zinnen dezelfde betekenis?

“…Hij is mathematicus en geen dichter.”
“Je vergist je; ik ken hem heel goed. Hij is dichter en wiskundige en het was daarom te verwachten
dat hij logisch zou redeneren. Wanneer hij alleen mathematicus was geweest, had hij helemaal
niet kunnen redeneren en dan had de prefect het gemakkelijk van hem kunnen winnen.”
“Dat lijkt me een zonderlinge opvatting”, zei ik. “Door alle eeuwen heen is men er toch altijd alge-
meen van overtuigd geweest dat de mathematische manier van redeneren alle andere overtreft.”
“Men kan er zeker van zijn”, antwoordde Dupin, een uitspraak van Chamfort citerend, “dat alles
waarvan men algemeen overtuigd is en waarover iedereen het eens is altijd onzin is, omdat het de
mening van de grote massa vertegenwoordigt.” En hij vervolgde: “Ik geef toe, dat de wiskundigen
al hun best hebben gedaan om de gangbare dwaling omtrent de voortreffelijkheid van hun ver-
stand te helpen verbreiden: maar dit neemt niet weg, dat het een dwaling is.”

Edgar Allan Poe (dichter en géén wiskundige)

hij is dichter EN  hij is wiskundige

D EN WD W

o
o
w
w

o
o
...
w

o
w
o
...

‘o’ is onwaar
‘w’ is waar

∧

A B

0
0
1
1

0
0
0
1

0
1
0
1

A B∧

∧
A B∧ B A∧
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Bij de uitspraak  EN kunnen we de tweede propositie ook
schrijven als:

NIET

Voor deze ontkenning gebruiken we het -teken.
De uitspraak is dan te beschrijven met de volgende vorm: .

22 Maak de waarheidstafel voor B.

23 Voor de samenstelling  wordt het al iets lastiger om de waarheidstafel te maken. Extra ko-
lommen helpen daarbij. Hieronder is een begin gemaakt. Vul de open plaatsen in. 

24 In de volgende twee uitspraken wordt of gebruikt.
“Je mag gebruik maken van het openbaar vervoer als je een plaatsbewijs hebt of als je een identiteits-
bewijs bij je hebt.”
“Je mag gebruik maken van korting als je jonger bent dan 12 jaar of als je ouder dan 65 jaar bent.”

a. Het onderstreepte deel van de 1e zin kunnen we afkorten tot P of I. Wanneer is deze samenstelling
waar? Hieronder staat de waarheidstafel.

Maak aannemelijk dat ? de waarde 1 heeft.

Voor OF wordt het symbool  gebruikt: .

b. Het onderstreepte deel in de 2e zin is bedoeld als: Het is één van beide, maar niet beide. 
Welke aanpassing van de waarheidstafel voor die of is nodig? 

Men spreekt wel van een inclusieve of (de eerste) en een exclusieve of (de tweede).
In de praktijk zijn er meestal aanwijzingen om te kunnen beslissen welke of het is.

Ezelsbruggetje

EN bevat de n-klank en heeft het symbool dat op een n lijkt: .
OF bevat de v-klank en heeft het symbool dat op de v lijkt: .
Tweede bruggetje: EN en OF vormen samen de hoofdletter n: 

hij is dichter hij is geen wiskundige

hij is wiskundige

¬
A B¬∧

¬

B

0

1

B¬

...

...

A B¬∧

A B

0
0
1
1

0
0
1
...

0
1
0
1

A B¬∧B¬
1
0
1
...

P I

0
0
1
1

0
1
1
?

0
1
0
1

P of I

∨ P I∨

∧
∨

∨∧
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25 Nog een of-combinatie:

In het artikel wordt gebruik gemaakt van de combinatie:
[Het is wel vandalisme] of [het is geen vandalisme].
Hoe kun je beslissen welke of het is?

26 Tot slot onderstaand raadsel (zie http://www.puzzle.dse.nl/logical/index_nl.html )

Hier staan 3 antwoorden:
A. Antwoord A
B. Antwoord A of B
C. Antwoord B of C
Er is slechts één goed antwoord op de volgende vraag: 
Welk antwoord kan alleen goed zijn?
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Hoofdstuk 3 De implicatie
In een milieudiscussie komt deze zin voor:

We kunnen deze samengestelde propositie splitsen in twee proposities:

Deze samenstelling heeft een implicatie. Hierbij hoort een nieuw symbool , het implicatie-teken.
Met de gebruikelijke afkortingen wordt het geheel  (A impliceert B).

De waarheidstafel van 

27 Ga na of de derde en vierde regel sporen met wat je van een als ... dan ... redenering verwacht.

28 Op de grond liggen vier zeer zware stenen. Op de ene kant is altijd een dier (vis, vlinder, ...) getekend
en op de andere kant een hemellichaam (maan, zon, ...).
Iemand beweert: “Als aan de ene kant een maan staat, dan staat aan de andere kant een vis.”

a. Stel de eerste twee stenen voldoen aan de bewering. Wat kan er dan aan de andere kant van de
steen staan?

b. Kan aan de andere kant van steen 4 een vis staan?

c. Bij welke stenen kan aan de andere kant een maan staan?

De eerste en tweede regel in de waarheidstafel van de implicatie (A is onwaar) zijn vreemd. Als je die
situaties niet zou invullen, dan kunnen ze later storend zijn. De knoop moet worden doorgehakt.

Het bleek het beste om  in die lastige gevallen de waarheidswaarde 1 te geven. Als A onwaar is,
dan is  altijd waar, ongeacht de waarheidswaarde van B. 

In de praktijk zie je dat terug in zinnen als:
“Als de maan van kaas is, dan ben ik een boon.”
“Als jij 200 jaar wordt, dan krijg je van mij 1000 euro.”
Je kunt niet zeggen dat de zinnen onwaar zijn, dus zeggen we dat ze waar zijn. 

Als het reizen vermindert, dan vermindert de werkgelegenheid.

Als  het reizen vermindert , dan de werkgelegenheid vermindert.

⇒
A B⇒

A B⇒

A B

0
0
1
1

...

...
0
1

0
1
0
1

A B⇒

A B⇒
A B⇒
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29 Bekijk onderstaande situatie met twee locomotieven op één treinbaan.
Botsen van locomotief A met locomotief B is verboden.

a. De waarden 0 en 1 geven bij A en B de rijrichting aan. Bekijk alle mogelijke bewegingen van lo-
comotief A en B en vul de tabel verder in:

b. Vergelijk de waarheidstabel met die van de implicatie. 
Verklaar overeenkomsten en verschillen (als die er zijn).

Let op:
betekent dat je in ieder geval weet: als A dan B.

Maar je weet niet of het de enige manier is om bij B te komen.

In het voorbeeld hierboven kunnen er ook andere redenen zijn om iemand 1000 euro te geven.
Dus als je iemand 1000 euro geeft, dan hoeft dat niet te betekenen dat die gever 200 jaar geworden is.

30 Bekijk de twee strips van Peter van Straaten aan het begin van dit boekje. 
Geef commentaar op de implicatie in de strips.

31 Er zijn veel varianten van ‘als-dan-redeneringen’. Schrijf onderstaande teksten in de vorm .

a. “Als de lichten in het centrum uitgaan schiet de criminaliteit omhoog.”

b. “Mensen die hun spaargeld beleggen in aandelen nemen de verkeerde beslissingen als zij zich
door hun emoties laten leiden.”

c. “Je werkt een levenlang hard en spaart wat geld waarover je belasting betaalt. Als je daarvan iets
wilt nalaten aan je kinderen komt de fiscus nogmaals langs om de helft van dat geld op te halen.”

32 Bij grotere teksten kun je de proposities onderstrepen en nummeren. 
Omcirkel bovendien de termen die een implicatie aangeven.

a. “Wanneer een tot het Gerecht gericht verzoekschrift of ander processtuk bij vergissing wordt
neergelegd bij de griffier van het Hof van Justitie, wordt het onverwijld doorgezonden naar de
griffier van het Gerecht.” (Bron: Europese grondwet)

b. “Indien voor bepaalde grondstoffen een gemeenschappelijke ordening in het leven wordt geroe-
pen voordat er een gemeenschappelijke ordening voor de overeenkomstige verwerkte producten
bestaat, mogen de betrokken grondstoffen die gebruikt worden voor de producten welke voor de
uitvoer naar derde landen zijn bestemd van buiten de Unie worden ingevoerd.”

waaronwaar

10

A B

A B

0
...
...
...

...

...

...

...

0
...
...
...

Het gaat goed (geen botsing)

A B⇒

A B⇒
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De taal van de logica
De taal van de logica voor zover we die nu hebben ontwikkeld bestaat uit:

Propositieletters, ,  , , , ( en ).

Je kunt met deze woordenschat heel veel uitdrukkingen maken, maar je kunt niet in het wilde weg iets
opschrijven. Deze taal heeft namelijk ook een grammatica.

A is onzin.

A kan wel als we ook nog beschikken over haakjes. Die zijn voortaan ook voorradig:

( ( A ) )

De logica waar we mee bezig zijn hoort bij een geïdealiseerde wereld. Zo hebben we immers afgespro-
ken dat een propositie waar of onwaar is, hoewel we in de werkelijkheid ook wel eens aannemen dat een
propositie niet zeker waar, maar wel erg aannemelijk is.
Ook zijn niet alle zinnen te symboliseren in de taal van de logica. Bekijk bijvoorbeeld:

“Jan komt, maar Marie komt niet.”
“Hoewel Jan op tijd is, zal het feest toch niet doorgaan.”

∧ ¬ ∨ ⇒

∧ ∧ ∧

¬ ¬ ¬

¬ ¬ ¬
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Hoofdstuk 4 Kenmerken van redeneringen
Hoever zijn we gekomen met de vragen aan het eind van hoofdstuk 2?
Een redenering bestaat uit een weg van uitgangspunten naar een conclusie. Proposities en en samenstel-
lingen zijn verbonden door de term ‘hieruit volgt’ of een uitdrukking met dezelfde betekenis, zoals ‘dus’.
Een propositie kan een fijnere structuur hebben, het kan namelijk een samenstelling zijn van uitganspun-
ten door middel van ‘en’, ‘of’ en ‘als ... dan ...’. 
Bij een eerste lezing van een betoog zijn woorden als ‘dus’, ‘en’, ‘of’ en hun soortgenoten belangrijke
herkenningspunten. 
Voorzichtigheid is geboden bij het omzetten van gewone taal naar logische taal. Je hebt soms achter-
grondkennis nodig om de juiste interpretatie te kiezen.

Een extreem voorbeeld van deze problematiek is het volgende.

33 Tekenen is een wereldtaal.

In de drie plaatjes zie je mogelijke interpretaties van de zin: “Het poppetje zag de rode piramide op
de heuvel met een verrekijker.”
a. Teken een vierde plaatje dat een mogelijke interpretatie kan zijn.

b. De meerduidigheid van de zin is een gevolg van de structuur die je in de zin aanbrengt. Bijvoor-
beeld:

Ga hiermee eens experimenteren. Moeilijkheden zijn onvermijdelijk.

c. Maak een versie van de zin die niet tot misverstanden leidt.

Behalve uitgangspunten, proposities en conclusie is er meer nodig, zoals aanduidingen waarom een
bepaalde stap in een redenering gezet mag worden. Vaak zijn aanduidingen niet compleet. De uiteinde-
lijk vorm van de redenering kan heel verschillend zijn.

In het algemeen is dit schema niet de
volledige redenering.

Het poppetje zag de rode piramide op de heuvel met een verrekijker

RP H V

(PV)(RH)

,
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Meestal zijn er meer uitganspunten, dan is er sprake van een meervoudige redenering. De plaats van uit-
gangspunten en conclusie kunnen in een tekst variëren. De redenering is ook zo te beschrijven:

Hoe kom je aan de overkant? Dat is één van de kernvragen in de logica. Om die te beantwoorden moeten
we eerst iets meer over proposities weten.

De correctheid van een redenering
Een redenering is correct als er een verantwoorde weg is van uitgangspunten naar conclusie. Soms moet
je de uitgangspunten aanvullen met kennis van het betreffende onderwerp.
Bekijk bijvoorbeeld een opgave uit hoofdstuk 1:

Kennis over de situatie helpt bij het beschrijven van de weg naar de conclusie:

In zuivere logische redeneringen weet je niet eens waar de letters voor staan. 
Je hebt dan geen extra kennis.

We onderzoeken de werking van de implicatie in redeneringen.
We nemen  is waar. Dus regel 3 in de waarheidstafel hier-
naast vervalt.
We onderzoeken conclusies van een redenering met  en 
verschillende waarden voor A en B. Stel: 
A is onwaar (0) en  is waar (1). 
Dan kunnen we geen uitspraak doen over de waarheid van B.
Als A waar is (1) en is waar (1) , dan kunnen we concluderen dat B waar is. 
Kortom:
A = 1 en  = 1: dan regel 4, dus B = 1.
B = 1 en  = 1: geen uitspraak over A.
B = 0 en  = 1: dan regel 1, dus A = 0.

uitgangspunt 1
uitgangspunt 2
uitgangspunt 3

conclusie?

Logisch
[Slechts 11 % van de Nederlanders reist met de bus of trein. Dat is 
de helft van het gemiddelde in Europa.]
Logisch! [Voor de prijs van een enkeltje Lelystad-Weesp (€ 6,50) 
maak je in een gebied van 40 km rondom Rome, 24 uur lang gebruik 
van al het openbaar vervoer (met uitzondering van vliegtuigen en 
taxi’s).] En [voor die prijs kun je met je gezin de hele dag op een 
gezinskaart  rondtoeren in Dresden.] Ik snap het wel.

C

R

D

uitgangspunt R

uitgangspunt D
conclusie C

[ .... Rome ...]

[ .... Dresden.]

R }
D

[Nederland is duur] C

A B

0
0
1
1

1
1
0
1

0
1
0
1

A B⇒
A B⇒

A B⇒

A B⇒

A B⇒

A B⇒
A B⇒
A B⇒
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We houden twee bruikbare redeneringen over. Met de “hier-uit-volgt” pijl zijn die:

en

Een verleidelijke maar foutieve redenering is:

34 We bekijken nog eens de puzzel van de rode en zwarte petjes uit het begin van dit boekje:

Een deel van de redenering van het middelste kind is:
1. Als [ de achterste twee rode petjes voor zich ziet ], dan [ de achterste weet welk petje hij op heeft ].
2. niet [ de achterste weet welk petje hij op heeft ].
3. Dus: niet [ de achterste ziet twee rode petjes voor zich ].

Deze redenering heeft de vorm van modus tollens.

Beschrijf zo ook de redenering (modus tollens) van het voorste kind met het antwoord van het mid-
delste kind.

35 Bekijk de volgende uitspraak:
“Als het regent, dan gaat Jona met de bus naar school.”

Wat kun je zeggen over het vervoer van Jona naar school, of over het weer in de volgende situaties:
a. Jona komt met de bus naar school.

b. De zon schijnt.

c. Het regent.

d. Jona komt met de fiets naar school.

A , B (de oude naam is Modus Ponens)A B⇒

 , (de oude naam is Modus Tollens)B¬ A B⇒ A¬

B , A (die mag je noemen: Modus Nonsens)A B⇒

Er zijn 2 rode en 3 zwarte petjes. Drie kinderen kennen de petjes en zit-
ten in een rij. Ieder kind krijgt een petje op. Ze kunnen alleen de petjes 
zien van degenen die voor ze zitten. 
Aan het achterste kind wordt gevraagd: “weet jij welke kleur pet je op 
hebt?” Ze kijkt naar de 2 petjes voor zich, denkt even na en zegt dan: 
“nee.” Vervolgens wordt dit aan de middelste gevraagd. Die ziet maar 
1 petje voor zich, denkt na en antwoordt ook ontkennend. 
De voorste is even stil en zegt: “dan weet ik de kleur van mijn petje!” Welke kleur is dat?
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36 Een agrarische setting:
“Als een zeug meer dan 30 dagen geleden gebigd heeft, dan is de melkproductie per dag minder dan
5 kg.”

Deze uitspraak is waar zolang je met deze opgave bezig bent.
In de volgende situaties weet je iets over het aantal dagen geleden dat er gebigd is of over de grootte
van de melkproductie. Probeer telkens iets te concluderen met behulp van bovenstaande uitspraak.

a. De zeug heeft 35 dagen geleden gebigd.

b. De zeug heeft 23 dagen geleden gebigd.

c. De melkproductie is 5 kg per dag.

d. De zeug heeft 8 dagen geleden gebigd.

e. De melkproductie is meer dan 5 kg per dag.

f. De zeug heeft minder dan 30 dagen geleden gebigd.

Samenvatting
We herhalen twee vragen uit het eind van hoofdstuk 2:
– Wat is een redenering en hoe is die opgebouwd?

Een redenering bevat uitganspunten, waaruit een conclusie volgt. Daartussen zitten redeneerstappen. 
– Wat is een redeneerstap en wanneer is die correct?

In een redeneerstap vervang je een of meer uitganspunten door een andere (samengestelde) proposi-
tie, die ook altijd waar is, als de uitganspunten waar zijn.

De kenmerken van voorbeeld en tegenvoorbeeld komen onder andere in hoofdstuk 6 aan de orde.
Eerst wordt in hoofdstuk 5 aandacht besteed aan het vervangen van proposities door andere proposities.

37 Ontleed de volgende tekst (van uitgangspunten via redeneer-
stappen naar conclusie).

a. Een onderdeel van de redenering is:
Als mensen gestresst zijn, dan krijgen ze een hoge bloed-
druk.
Beschrijf ook de overige onderdelen van de redenering in
zo’n vorm, en laat zien wat de uitgangspunten van het ge-
heel zijn en hoe de conclusie daaruit volgt (volgens de re-
denering).

b. Wat vind jij van de redenering?

c. Waarom heeft de journalist het woord ‘mogelijk’ in de
kop gezet?

1
2
---

1
2
---
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Hoofdstuk 5 Oefeningen en equivalentie
Het bepalen van waarheidstafels bij ingewikkelde samenstellingen kan met een programma op internet:
de TRUTHTABLE CONSTRUCTOR van Brian Borowski ( http://www.brian-borowski.com/Truth/ ).
Dat programma maakt geen extra kolommen maar werkt direct in de samenstelling (en gebruikt &, v en
~ voor respectievelijk ,  en  ).

Hieronder is te zien hoe het programma bovenstaande waarheidstafel bepaald. Onder de samenstelling
wordt eerst de kolom voor geschreven, waarna de waarden voor de volledige samenstelling volgen.

Zo bepaalt het programma ook waarheidstafels voor ingewikkelde samenstellingen:

38 a. Verklaar waarom er 8 rijen nodig zijn om alle waarheidswaarden weer te geven.
b. Bepaal (met de Truthtabel Constructor) de waarheidstafel van

39 Een oefening met haakjes: we vergelijken de combinatie met .

a. Maak de waarheidstafel af (gebruik eventueel de Truthtabel Constructor).

b. Leg uit waarom de twee samenstellingen verschillend zijn.

∧ ∨ ¬

B¬

stap 1: stap 2: conclusie: 
A B¬∧

0
0
1
0

A B

0
0
1
1

0
1
0
1

A B C∨( )∧

A B C∨( )∧ A B∧( ) C∨

A C

0
0
0
0

0
0
0
0

0
1
0
1

A B C∨( )∧
0
0
1
1

0
1
0

0
0
0
0

B

0
0
1
1

1
1
1
1

0
0
1
1

0
1
0
1

A B∧( ) C∨

1
1
1
1

0
1
1
1

0
0
1
1

1
0
1
0
1

0
1
1
1
0
1
1
1

0
0
1
1

0
1
0

0
0
0
0
1
1
1
1

0
0
1
1

1
0
1
0
1
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c. Er wordt gesteld dat hetzelfde is als .
Is dat zo?
Zie je een overeenkomst tussen dit gebruik van haakjes en de haakjes bij het rekenen?

In opgave 39 komen de volgende paren samengestelde uitgangspunten voor:
en

en

Je hebt gezien dat voor alle waarden van proposities A, B en C deze twee samenstellingen dezelfde waar-
heidswaarde hebben. De samenstellingen heten dan equivalent.

40 Equivalenties kunnen we gebruiken bij redeneringen. Heb je bijvoorbeeld een samenstelling van de
vorm  dan kun je die inruilen voor .
Maak twee versies van een zin die deze equivalentie illustreert.

41 Een simpel voorbeeld: de luchtsluis als ingang van een gebouw.
In gebouwen, bijvoorbeeld ziekenhuizen of bibliotheken, wordt bij de ingang wel eens gebruik ge-
maakt van een luchtsluis om tocht te voorkomen. Er zijn dan twee deuren: een buitendeur en een bin-
nendeur.
We maken deze afkortingen: A betekent dat de buitendeur open is en B dat de binnendeur open is.
De deuren mogen niet tegelijk open staan: .
Dit kan vervangen worden door .

a. Beschrijf in woorden wat  betekent.

De staat hier voor de inclusieve OF.
b. Is dat juist?

Wat zou het betekenen als hier de exclusieve OF had gestaan?

c. (extra) We hebben geen speciaal symbool voor de exclusieve OF. Maar het is mogelijk om een
samenstelling te maken met , , en die dezelfde waarheidstafel heeft als de exclusieve
OF. Probeer maar eens.

Een voorbeeld van een equivalente uitruil is de volgende:
De drie uitgangspunten A,  en  zijn equivalent met C.

De verantwoorde stappen in de weg van uitgangspunten naar equivalente uitspraken (conclusie) zijn
kleine logische redeneringen. Die noemen we redeneerregels.

42 a. Hoe kun je (met waarheidstafels) zulke redeneerregels testen?
b. De hierboven gebruikte redeneerregel heeft de algemene vorm:

Uit [ ] en [ ] volgt [ B ].
Ga dat na.

A B C∨( )∧ A B∧( ) A C∧( )∨

A B C∨( )∧ A B∧( ) A C∧( )∨
A B∧( )¬ A¬ B¬∨

A B∧( )¬ A¬ B¬∨

A B∧( )¬
A¬ B¬∨

A¬ B¬∨

∨

∨ ∧ ¬

A¬ B∨ B¬ C∨

C}A

A¬ B∨

B¬ C∨

A

A¬ B∨
B

B¬ C∨
} C

A B∨ A¬
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De volgende twee opgaven zijn oefeningen met de taal van de logica.

43 Een uitspraak van Loesje in de rubriek ‘Grootse daden van de kleine burger’:
“De conciërge van het willem III college heeft een doos vol smoesjes voor als je te laat bent en hij
geen zin heeft om streng te zijn.”
Schrijf deze uitspraak in de taal van de logica.

44 Deze strip gaat over vrouwen met kinderen.

Voor de symbolisatie van de tekst gebruiken we twee proposities
H: ze is hoger opgeleid T: ze blijft thuis

a. Er wordt schande gesproken van H T.
Zusje zegt eigenlijk ( H T ).
Is haar besluit correct volgens (ons kleine wereldje van) de logica?

b. Laat met een waarheidstafel zien waar haar besluit zit.

c. Een algemene regels is dus:
is hetzelfde als .

Controleer deze equivalentie met een twee waarheidstafels.

45 Bekijk nog eens de de puzzels van de prinses en de tijger uit het begin van dit boekje.

a. Gebruik de taal van de logica om de twee situaties te beschrijven.
Tip: Kies P1 voor ‘in kamer 1 zit een prinses’.

b. Bereken met waarheidstafels welke deur de gevangene in de twee situaties veilig kan openen.

46 Uit een advertentie voor een automatisch horloge:

Maak hiervan een volledige redenering.

∧
¬ ∧

A B∧( )¬ A¬ B¬∨

Als dit horloge stil blijft staan, moet u een dokter bellen. 
Want dan hebt u zich al zeven dagen niet bewogen.
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47 Gegeven zijn vier kaarten met aan de ene kant de naam van een land en aan de andere kant de huwbare
leeftijd in dat land (bovenkant eerst): 
[Nederland, 18] , [Afghanistan, 12] , [19, USA] , [14, Slowakije].
Stel: je ziet alleen de bovenkant van de vier kaarten. 
Welke kaart(en) moet je omdraaien om te controleren: In Europa mag je pas trouwen na je 16e.

48 Op de grond liggen wee vier zeer zware stenen. Op de ene kant is altijd een dier (vis, vlinder, ...) ge-
tekend en op de andere kant een hemellichaam (maan, zon, ...).
Iemand beweert: “Als aan de ene kant een maan staat, dan staat aan de andere kant een vis.”

Welke stenen moet je omdraaien om de bewering te controleren?

Gegeven zijn vier kaarten met op iedere kant een leeftijd en een bijbehorend drankje. 
Regel: als je jonger dan 16 bent, dan mag je geen alcoholische drankjes drinken.
Op de vier kaarten is te zien: 14 , 19 , bier , cola .
Welke kaarten moet je omdraaien om dat te controleren?

49 Eerste premisse (uitgangspunt):Als de lonen omhoog zullen gaan, zullen de prijzen stijgen.
Tweede premisse: De lonen gaan omhoog.
Conclusie: De prijzen zullen stijgen.
Deze conclusie is logisch gerechtvaardigd. Vervang de tweede premisse en de conclusie achtereen-
volgens door de volgende uitspraken en onderzoek of de redenering dan nog steeds logisch correct is
(gebruik eventueel een waarheidstafel).

a. Tweede premisse: De prijzen stijgen.
Conclusie: De lonen zijn omhoog gegaan.

b. Tweede premisse: De lonen gaan niet omhoog.
Conclusie: De prijzen stijgen niet.

c. Tweede premisse: De prijzen gaan niet omhoog.
Conclusie: De lonen zijn niet omhoog gegaan.

50 Een dokter zegt: “Als je mijn medicijn slikt, dan wordt je beter.”
DUS

- Als je beter bent, dan heb je zijn medicijn geslikt
- Als je zijn medicijn niet slikt, wordt je niet beter
- Als je niet beter bent, dan slikte je niet zijn medicijn

Wat volgt er wel, wat volgt er niet?

Maar let op: Als iemand koorts heeft, dan voelt hij warm aan. Dus zal de arts, als zij vindt dat je
warm aanvoelt, denken dat je koorts hebt. Koorts is een mogelijke en voor de hand liggende oorzaak.
Deze redeneervorm wordt vaak gebruikt in de medische discipline!
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Samenvatting
Met een waarheidstafel kun je zien onder welke condities een logische zin waar is.
Twee logische zinnen zijn equivalent als ze onder dezelfde condities waar zijn.
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Hoofdstuk 6  Verdieping en gemengde opdrachten
51 Bekijk de strip hiernaast.

a. Weet de vrouw met de geruite rol in alle gevallen waar
hij is?

b. Stel dat je weet dat de hoed weg is, maar van jas en pa-
raplu weet je nog niets. Kun je dan al concluderen dat
hij een kopje koffie is gaan drinken?

De voorwaarde “er hangt niets meer” is voldoende om te
weten dat hij weg is en die dag niet meer terug komt.
De hoed moet ook weg zijn, maar dat is onvoldoende om te
concluderen dat hij weg is.

Men maakt hierbij een onderscheid tussen een nodige voor-
waarde (hoed is weg) en een voldoende voorwaarde (alles
is weg).

52 Moedermelk lijkt van invloed op het IQ van kinderen.

Is borstvoeding een nodige of een voldoende voorwaarde voor een goed IQ volgens de onderzoekers?
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53 Chloorpromazine lijkt te helpen bij het verlagen van de neiging tot het plegen van strafbare feiten.

a. Herschrijf de eerste alinea in de vorm , waarbij A en B goede Nederlandse zinnen zijn.

b. In je symbolisatie stelt A de te toetsen theorie voor. Het experiment bevestigde deze theorie.
Maak duidelijk dat de bevestiging van de theorie niet hetzelfde is als een logisch bewijs van de
theorie.

54 Een voorbeeld kan een stelling, vermoeden of theorie bevestigen of illustreren. Slechts één tegen-
voorbeeld is voldoende om een theorie te weerleggen.
Het vermoeden van Goldbach is dat ieder even getal te schrijven is als de som van twee priemgetallen.
a. Geef drie voorbeelden van dit vermoeden.

b. Wat zou één tegenvoorbeeld betekenen voor dit vermoeden?

55 In de volgende zinnen wordt gebruik gemaakt van verschillende voegwoorden.
Schrijf deze zinnen in de taal van de logica. Laat daarmee duidelijk zien wat de conclusie is en onder
welke voorwaarde die bereikt wordt.

a. “Bezwaarschriften worden niet in behandeling genomen, tenzij deze tijdig worden ingeleverd.”

b. “U krijgt in de maand april bericht over eventuele belastingteruggave, mits u het daartoe strekken-
de aanvraagformulier tijdig indient.”

c. “Zij laat nooit verstek gaan, behalve als ze echt ziek is.”

d. “Je hebt recht op een versnapering, als je tenminste een consumptiebon bij je hebt.”

e. “Het leven is zo prachtig wanneer alles goed gaat.”

A B⇒
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56 De ziekte van Lyme wordt overgedragen door de teek. Hoewel het diertje onschuldig lijkt, is het in
staat om de bacterie die de ziekte van Lyme veroorzaakt − de bacterie Borrelia burgdorferi − op men-
sen over te dragen. Zeker in de zomer en het najaar is het oppassen geblazen. Dan kan een gezellige
wandeling door het bos, uitlopen op een regelrechte ramp. Je kunt er behoorlijk ziek van worden.
In een folder over tekenbeten staat dat je het beste contact met je huisarts kunt opnemen als:

- een rode vlek op de huid ontstaat die steeds groter wordt (S1);
- een grieperig gevoel ontstaat met koorts of spierpijn (S2);
- u dubbel gaat zien of een scheef aangezicht krijgt (S3);
- u pijn, krachtverlies of tintelingen in uw ledematen krijgt (S4);
- er gewrichtsklachten ontstaan (S5).

a. We hebben de vijf symptomen genummerd. Ga na dat we dan krijgen:
, , , en , waarin D de gang naar de dokter betekent.

We willen dit eenvoudiger schrijven in één samenstelling:

Maar nu ontstaat de vraag welke propositieletter we op de plaats van de stipjes moeten zetten.
b. Onderzoek wat het in de praktijk betekent als je voor een kiest.

c. Idem voor een .

d. Zijn deze resultaten realistisch?

e. Weet je een beter alternatief?

57 Yvonne Keuls schreef het boek Mevrouw mijn moeder over haar Indische wortels en de repatriëring
naar Nederland. Hieronder volgt een citaat uit het boek.

Beschrijf hoe de logica van de moeder verschilt van die van vriendin Willie.

S1 D⇒ S2 D⇒ S3 D⇒ S4 D⇒ S5 D⇒

S1…S2…S3…S4…S5( ) D⇒

∨

∧
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58 Een groot ruimteschip is geland op een verre planeet. De dampkring heeft zoveel overeenkomst met
die van de aarde, dat het dragen van een ruimtepak niet nodig is. De mensen kunnen zich weer eens
echt aards bewegen. Na twee weken is er een aantal mensen met overwegend huidklachten. Gelukkig
zijn die ongemakken na een dag of vier weer voorbij. Maar dan, ongeveer een maand na de landing,
komen er mensen met ernstige kwalen: doofheid, blindheid en verlamming van de ledematen.
Nu bleken de slachtoffers veertien dagen geleden allerlei klachten te hebben die misschien als symp-
tomen van die ernstige kwalen beschouwd kunnen worden.
Deze symptomen waren: gereduceerde transpiratie, ontkleuring van de huid, sterke haaruitval en leer-
achtige huid.

De artsen beschikken eigenlijk over te weinig waarnemingen over het verband tussen symptomen en
kwalen. En het weinige dat ze weten lijkt wel een tegentrijdig. Maar toch maken ze een voorlopige
balans op:

I. Als iemand doof wordt, dan heeft hij gereduceerde transpiratie en geen ontkleur-
ing van de huid.

II. Als iemand niet doof wordt, maar wel verlamming van de ledematen krijgt, dan
heeft hij een leerachtige huid.

III. Als iemand niet blind wordt, maar wel een verlamming van de ledematen krijgt,
dan heeft hij gereduceerde transpiratie en sterke haaruitval.

IV. Als iemand blind wordt en dat samen gaat met doofheid of met normaal blijven
van de ledematen, dan heeft hij geen gereduceerde transpiratie, maar wel een
leerachtige huid.

Om deze regels in te voeren in de boordcomputer, moeten ze eerst vertaald worden in de taal van de
logica.

a. Doe dat door voor de kwalen te gebruiken K1, K2 en K3 en voor de symptomen S1, S2, S3, en S4.

b. Iemand heeft ontkleuring van de huid, maar beslist geen sterke haaruitval en ook geen leerachtige
huid. De transpiratie is een twijfelgeval.
Onderzoek van de computer kan meedelen over de eveneutele kwalen van de deze ruimtevaarder,
als alleen de regels I, II en III gebruikt worden.

c. Als de regels I, II en III aangevuld worden met regel IV, dan ontstaan er tegenstrijdigheden.
Toon dat aan.

59 a. Beredeneer of laat met waarheidstafels zien dat equivalent (zie p. 15) zijn:
 en  en .

b. Illustreer met een voorbeeld dat deze drie samenstellingen equivalent zijn door het voorbeeld op
drie manieren te beschrijven.

c. Gebruik je voorbeeld om aan te tonen dat  niet equivalent is met .

d. Onderzoek of  en  equivalentie zijn.

A B⇒ A¬ B∨ B¬ A¬⇒

A B⇒ B A⇒

A B⇒ A¬ B¬⇒
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60 Een redeneervorm in de wiskunde is het bewijs uit het ongerijmde.
Hieronder volgen een stelling en een bewijs als voorbeeld.
Stelling: Als p en q twee priemgetallen zijn (en ), dan is p/q geen geheel getal.
Bewijs: Stel p/q is wel een geheel getal, dan is q een deler van p. Maar dat kan niet, want p is priem.

a. Laat eerst met een voorbeeld zien van de stelling. 

b. Geef in eigen woorden aan wat ‘een bewijs uit het ongerijmde’ zou kunnen betekenen.

61 Een bewijs uit het ongerijmde van Simon Stevin: de clootcrans.
De stelling luidt: Twee lichamen op een hellend vlak houden elkaar
in evenwicht als hun gewichten zich verhouden als de lengte van de
vlakken.
Het bewijs van Stevin verloopt als volgt. Gegeven is een driehoek
(zie de illustratie hiernaast). Zij de driehoek omhangen met een kra-
lensnoer, waarvan de kralen even zwaar zijn en op gelijke afstand
liggen. We nemen aan dat het snoer zich vrij kan bewegen.
Omdat de kralen op gelijke afstand van elkaar staan, is het aantal kra-
len op elk van beide schuine zijden evenredig met de lengte van die
zijden. 
Stel dat de kralen elkaar niet in evenwicht zouden houden. Dan moet
het kralensnoer in beweging komen en zijn de kralen snel precies één
plaats opgeschoven. Omdat de kralen even zwaar zijn, is daarmee de
beginsituatie weer bereikt. Maar dat zou betekenen dat het snoer
voortdurend in beweging blijft (Stevin: “de cloten sullen uyt haer
selven een eeuwich roersel maken, t'welck valsch is”). De conclusie
dat de kralen in voortdurende beweging geraken, is het gevolg van onze aanname dat het snoer niet
in evenwicht zou zijn en dus moet die aanname fout zijn. Stevin concludeert dat het kralensnoer in
rust blijft en dus .... 

Onderzoek wat de logische vorm is van deze redenering uit het ongerijmde. Benoem daarbij de pro-
posities die een rol spelen in de redenering en geef in een schema aan welke hier-uit-volgt redenerin-
gen of welke equivalenties een rol spelen.

Samenvatting
In dit hoofdstuk zijn een aantal nieuwe begrippen behandeld:
– het onderscheid tussen een nodige en een voldoende voorwaarde
– het verschil tussen een voorbeeld (een illustratie) en een tegevoorbeeld (weerlegt een theorie)
– een bewijs uit het ongerijmde (neem het tegengestelde aan en laat zien dat dit tot een onmogelijke

situatie leidt)

p q≠

Een Belg en een Nederlander zitten samen in de trein, de Belg leest een boek over logica. Logica, vraagt de Nederlander,
wat is logica? Wel, zegt de Belg, heb je goudvissen? Ja. Wel, dan houd je van dieren. Ja, dat klopt. Wel, als je van dieren
houd, houd je ook van mensen. Ja, dat klopt ook. En als je van mensen houd, dan houd je ook van kinderen. Ja, ik houd
van kinderen. Wel, en als je van kinderen houd, heb je natuurlijk ook kinderen. Ja, dat klopt. Wel, en als je kinderen hebt,
ben je getrouwd. Ja, dat klopt ook. Wel, als je getrouwd bent, ben je geen homo. Nee, zegt de Nederlander, ik ben geen
homo! Wel, zegt de Belg, dat is logica. 
Stapt de Belg uit en komt er een andere Nederlander tegenover de eerste zitten. Nou, zegt Nederlander 1, er was net een
Belg, en die las een boek over logica, kei interessant! Logica, vraagt Nederlander 2, wat is dat? Nou, heb je goudvissen?
Nee. Wel, dan ben je een homo.
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Hoofdstuk 7  Uitbreiding met kwantoren
62 Zie het krantenartikel hiernaast. 

Neem aan dat die kop letterlijk waar is.
Je bent er achtergekomen dat Nico 
een Amsterdammer is. 
Wat kun je zeggen over de eerlijkheid 
van Nico?

Als je de krantenkop letterlijk neemt, dan zeg je eigenlijk:
“Alle Amsterdammers zijn niet eerlijk.”

Zulke proposities met alle of synoniemen daarvan, komen veel voor. Daarom is er een speciale notatie
ingevoerd:

Dit kun je lezen als: 
voor alle x-en (uit een bepaald domein) geldt: als x een Amsterdammer is, dan is x Oneerlijk.
Nog korter:

Met de voor de hand liggende afkortingen. Hierbij moet het domein bekend zijn. Bijvoorbeeld de inwo-
ners van de randstad.

63 Geef nog een paar voorbeelden van bruikbare domeinen voor bovenstaande logische zin.

heet de al-kwantor. Het begrip kwantor zegt iets over aantallen.

Terug naar de krantenkop. Het artikel beschrijft een experiment. In enkele Europese steden is een aantal
mobieltjes neergelegd alsof iemand ze verloren is. Vervolgens telde men het aantal mobieltjes dat werd
teruggebracht nadat iemand er één gevonden had. Daarbij scoorde Amsterdam het laagst. Aardig detail:
onder de terugbrengers in Amsterdam bevonden zich veel buitenlanders.

64 a. Wat is nu je commentaar op de krantenkop?

b. Geef ook commentaar op het experiment.

65 Voor de balans hiernaast een stukje over Rotterdammers.
Bij deze opdracht heb je even geen kwantoren nodig.
Geef met behulp van enkele afkortingen de uitganspunten in de redenering.
Om de redenering compleet te krijgen moet je enkele verzwegen premissen
boven water halen. Behandel die net zoals de andere.
Stel nu op overzichtelijke wijze de volledige redenering op.

x x is een Amsterdammer x is Oneerlijk⇒[ ]∀

x A x( ) O x( )⇒[ ]∀

∀
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Kwantoren worden ook gebruikt in de taalkunde.

Uit dit boek zullen we een aantal voorbeelden gebruiken.

Bekijk de zinnen a, b, c en d. De inhoud lijkt erg gekunsteld. Bedenk dat het hier gaat om de structuur
van de zinnen.

66 Een puzzeltje vooraf: 
a. In de symbolisaties a’, b’, c,’ en d’ komen een aantal afkortingen voor. Maak daarvoor een ver-

taalsleutel.
b. Bestudeer de paren zinnen en bedek een symbolische vorm en probeer die terug te vinden uit de

tekst. Doe het zelfde met enkele gewone zinnen.
c. Schrijf zelf twee zinnen op die het gebruik van de al-kwantor illustreren.

67 ........... Amsterdammers zijn niet eerlijk.
a. Op de stippen kan een synoniem van alle staan. Geef enkele voorbeelden.
b. Op de stippen kunnen ook andere uitdrukkingen over aantallen ingevuld worden. De betekenis

van de zin verandert dan. Geef hiervan enkele voorbeelden. (Je mag de zin aanpassen.)

In de volgende opgave introduceren we nog een kwantor.

68 Een groep mensen zit in zaal 24 (niet roken). Je komt binnen en merkt op: 
“Iemand heeft hier gerookt.”
a. Hoeveel personen komen in aanmerking?
b. Kunnen er twee personen gerookt hebben?
c. Kan er één persoon gerookt hebben?
d. Kan niemand van deze groep gerookt hebben?
e. Kan de hele groep gerookt hebben?

De oorsponkelijke zin kan zo gelezen worden:
“Er bestaat minstens één persoon die gerookt heeft.”

In symbolische taal schrijft men:

Stel persoon a heeft gerookt. Dan geldt x = a, dus R(a). En dat is weer een vertrouwde propositie.
heet de existentiële kwantor.

xR x( )∃

∃
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De mensen die zich in de kamer bevinden vormen het domein waaruit x gekozen wordt.
Het domein kan, indien gewenst, in de formule worden aangeduid: .
Dan is de volgende grafische voorstelling voor de hand liggend:

Deze tekeningen heten Venn-diagrammen.
Binnen de cirkel K bevinden zich alle in de kamer aanwezige personen. Binnen R alle rokers (bijv. in het
gebouw).

69 Waarom past het tweede plaatje beter bij het ver-
haal?

70 a. In het plaatje hiernaast zijn een aantal elementen
(personen) getekend.
Welke eigenschappen hebben de elementen a, b,
c en d?

b. Een mogelijke notatie is .
Of in woorden: 
a bevindt zich in de kamer, maar is geen roker.
Schrijf ook zo’n logisch zin voor de elementen b, c en d.

Bij het tekenen van Venn-diagrammen zijn enkele afspraken:
– De grote rechthoekige omheining laat men vaak weg. Toch kan die nuttig zijn.
– Stel dat in de loop van de opgave blijkt dat K en R geen gemeenschappelijk element hebben en je hebt

al het linker diagram getekend, dan kun je opnieuw beginnen met het middelste diagram, maar han-
diger is om aan te geven dat dat de doorsnede leeg is zoals in het rechterdiagram.

71 Hieronder zie je weer een kopie uit het taalkunde boek. 

Bestudeer ook deze paren van zinnen.

x K x( ) R x( )∧( )∃

of

K R K R

K R

a b
c

d
K a( ) R a( )¬∧
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72 Bij het zoeken op internet kun je meestal gebruik maken van AND en OR.
Op woensdag 9 april 2008 gaf dat de volgende resultaten:

Amsterdammer: 341.000 hits.
leugenaar: 174.000 hits
Amsterdammer AND leugenaar: 39.000 hits
Amsterdammer OR leugenaar: 476.000 hits

Verklaar deze getallen.

In een juridische handboek staat het volgende over zoeken op internet:

Booleaanse operatoren zijn logische zoekoperatoren, genoemd naar de Engelse wiskundige
George Boole(1816-1854). Met behulp van de operatoren AND, OR en NOT kunnen relaties tus-
sen zoektermen worden aangegeven, waardoor er preciezer gezocht kan worden. 
AND = alle zoektermen gecombineerd met AND moeten in een pagina voorkomen.
OR = bij zoektermen gecombineerd met OR hoeft maar één van de termen voor te komen. 
NOT = met NOT geef je aan dat een zoekterm niet in een pagina voor mag komen. 
Bijvoorbeeld de zoekvraag: appels AND peren heeft als resultaat pagina's waarin de termen
appels en peren beide voorkomen. In onderstaande figuur is dit geïllustreerd.

Zoekvraag: appels OR peren. Resultaat: pagina's waarin in ieder geval één van beide termen
voorkomt. Pagina's waarin beide termen voorkomen behoren natuurlijk ook tot de resultaten. 

Zoekvraag: appels NOT peren. Resultaat: pagina's waarin wel de term appels voorkomt, maar
niet de term peren. 

AltaVista heeft een afwijkende not-operator. Daar dien je AND NOT te gebruiken om een term
uit te sluiten. Bovenstaande zoekvraag zou bij AltaVista als volgt geformuleerd moeten worden:
appels AND NOT peren.



34

73 Verderop in het juridische handboek staat:
Je kunt de verschillende operatoren ook combineren in één zoekvraag. Zoek je bijvoorbeeld informa-
tie over campings op Terschelling of Ameland, dan zou je zoekvraag er zo uit kunnen zien: 
camping AND (Ameland OR Terschelling) 
Het trefwoord camping moet voorkomen, in combinatie met of Ameland, of Terschelling, of beide.
Gebruik je de OR operator in combinatie met AND of NOT, plaats dan de OR-verklaring altijd tussen
haakjes. 

Laat met een voorbeeld zien waarom de haakjes nodig zijn.

74 In plaats van de operatoren AND en NOT maken sommige zoekmachines gebruik van het plusteken
(+) en het minteken (-). Een plusteken (+) direct voor een trefwoord betekent dat dit trefwoord in een
pagina voor moet komen. Een minteken (-) direct voor een trefwoord betekent dat dit trefwoord niet
voor mag komen. 
Schrijf de zoekvraag: +appels +peren -bananen met AND, OR en NOT 

75 Logische redeneringen zijn vaak een onderdeel van intelligentie tests! 
Zie bijvoorbeeld:
http://www.123test.nl/iq-test/index.php#vragengroep-0 
Onderstaande vragen komen uit zo’n intelligentietest.

a. Welke conclusies kun je met echte zekerheid trekken bijde twee gegeven zinnen?
1. Geen van de Eskimo's is een drinker. 
2. Alle dichters zijn drinkers. 

Mogelijke conclusies:
- Alle dichters zijn Eskimo's. 
- Sommige Eskimo's zijn geen drinkers. 
- Sommige dichters zijn Eskimo's 
- Sommige niet drinkers zijn dichters 
- Geen stelling is zeker. 

b. Welke conclusies kun je met echte zekerheid trekken bijde twee gegeven zinnen?
1. Alle voetballers zijn gezellige mensen. 
2. Sommige voetballers zijn lang. 

Mogelijke conclusies:
- Geen van de gezellige mensen is lang. 
- Alle gezellige mensen zijn klein. 
- Sommige gezellige mensen zijn lang. 
- Geen voetballer is lang. 
- Geen stelling is zeker. 
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Hoofdstuk 8 Gemengde opdrachten en wiskundige verdiepingen
Hierkomen gemengde opdrachten met kwantoren en Venn-diagrammen.
Ook een aantal wiskundige opdrachten!

76 Bekijk de volgende uitspraak:
“Alle ongelovigen zijn honden.”

Deze uitspraak is waar zolang je met deze opgave bezig bent.
Wat kun je zeggen over de volgende uitspraken:

a. Er zijn honden die ongelovig zijn.

b. Alle gelovigen zijn honden.

c. Er zijn gelovigen die geen hond zijn.

d. Als iemand geen hond is, dan is hij niet gelovig.

77 Het domein bestaat uit de gebouwen in een stad.
De eigenschap waar het om draait is het hebben van drie woonlagen, afgekort D(x).
Door de al-kwantor te gebruiken kunnen we onderstaande proposities maken. 
Geef vertalingen van die proposities in normaal Nederlands.

a.

b.

c.

d. Doe hetzelfde met . 
Schrijf de drie logische zinnen en hun vertalingen in het Nederlands.

e. Vergelijk de uitkomsten bij de twee verschillende kwantoren. Wat merk je op?

78 De verzameling zoogdieren omvat de ver-
zameling apen. 
De apen worden onderverdeeld volgens dit
schema:

Schrijf in de taal van de predikaatlogica:

Alle mensapen zijn apen.
Er zijn smalneuzige mensapen.
Een breedneuzige aap is geen hondskapaap.
Niet alle apen zijn breedneuzig

x D x( )[ ]∀¬

x D¬ x( )[ ]∀¬

x D¬ x( )[ ]∀

x∃ D x( )[ ]

apen

breedneuzige apen smalneuzige apen

mensapen hondskapapen
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79 Gegeven is de functie f(x) = 1/6 x3 + 1/2 x2 − 2/3 x +1
Er wordt beweerd dat als je voor x een geheel getal invult, f(x) ook weer een geheel getal is.
Een groot aantal waarden van x wordt over de klas verdeeld.
Het blijkt waarachter te kloppen voor al die waarden!
Een leerling zegt: “het lijkt me sterk dat de bewering onwaar is, dus ik teken ervoor.”
De docent(e): “ik ben niet overtuigd.”

a. Maak het verschil van mening duidelijk met behulp van logische zinnen met kwantoren.

b. Kun jij beslissen welke van de twee zinnen waar is?

80 De punten A, B en C zijn de hoekpunten van een driehoek.
x is een punt binnen deze driehoek.
a. Is deze uitspraak waar?

(met xA wordt bedoeld: de afstand van x tot A)

b. Kun je in gewone bewoordingen de uitspraak verscherpen?

c. Hoe worden de antwoorden van a en b als x zich ook in de ruimte kan bevinden?

81 Een partij zaden is ingedeeld naar zes eigenschappen. 
Eigenschappen W, G en Z sluiten elkaar uit. 
Dat is ook het geval voor S, B en R.

a. Onderzoek de waarheid van de volgende beweringen.

-

-

-

-

-

b. Symboliseer onderstaande uitspraken in de taal van de logica.

- Alle zwarte zaden zijn rimpelig.
- Niet alle stekelige zaden zijn grijs.
- Alle stekelige zaden zijn niet wit.
- Er zijn geen behaarde zwarte zaden.
- Er zijn geen stekelige grijze zaden.

x xA xB xC= =[ ]∃

x W x( ) B x( )∧[ ]∃

x W x( ) B¬ x( )∧[ ]∃¬

x∀ B x( ) G x( )⇒[ ]

x∀ B¬ x( ) W x( ) Z x( )∨( )∧[ ]

x B x( ) W x( )⇒[ ]∃
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82 Waar zit jij in onderstaand Venn-diagram?

83 Welke kwantoren kunnen op de stippeltjes staan?

a.

b.

c.

84 Onderzoek de volgende proposities op waarheid.

a.

b.

c.

d.

e.

f.

... x 2x 3+ 4x 1–=[ ]

... x 2x 3+ 2 x 1+( ) 1+=[ ]

... x x2 9=( ) x 3=( )⇒[ ]

x y,( )∀ x y even=+( ) x y× oneven=( )⇒[ ]

x y,( )∃ x y even=+( ) x y× oneven=( )⇒[ ]

x y,( )∀ x y oneven=×( ) x y even=+( )⇒[ ]

x y,( )∃ x y oneven=×( ) x y even=+( )⇒[ ]

x∀ x a b+=( ) Priem a( ) Priem b( )∧∧( ) x even=( )⇒[ ]

x∀ x even=( ) x a b+=( ) Priem a( ) Priem b( )∧∧( )⇒[ ]
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85 Onderzoek de volgende proposities op waarheid.
Het domein bestaat uit de getallenparen ( x, y).

a.

b.

c.

86 Veelhoeken die vierhoeken (V) zijn en diagonalen die elkaar middendoor snijden (DM).
Onderzoek de volgende uitspraken op waarheid.

a.

b.

c.

d.

87 Er zijn verschillende soorten driehoeken. Hieronder is een begin gemaakt van een Venn-diagram.
Teken dit begin in je schrift en voeg nog een paar verzamelingen toe (in ieder geval die van de gelijk-
zijdige driehoeken) en teken op iedere plek in het diagram een voorbeeld.

88 Komt nog: een opgave over tegenstellingen in het denken over de zorg.

89 Onderzoek de volgende uitspraken en verbeter ze als ze in deze vorm niet waar zijn.

a. “Het getal a is een drievoud mits a niet even is.”

b. “Als (x + 1)*(x − 2) = 0, dan x = 2.”

c. “De lengte is drie, want de lengte in het kwadraat is negen en de lengte moet groter dan nul zijn.”

d. “Stel p is even en q is oneven en p kun je delen door q en p/q = r. Dan is r ook oneven, want als r
even zou zijn, dan zou r*q oneven zijn, terwijl r*q gelijk moet zijn aan p en die was even.”

e. Schrijf zelf een paar ‘wiskundige’ zinnen die waar lijken, maar het niet zijn door verkeerd gebruik
van de logica.

x y,( )∃ 2x y– 7=( ) 3x 2y+ 28=( )∧[ ]

x y,( )∃ 2x y– 7=( ) 4x 2y– 17=( )∧[ ]

x y,( )∀ 2x y– 7=( ) 6x 3y– 21=( )⇒[ ]

x∀ V x( ) DM x( )⇒[ ]

x∀ V x( ) DM x( )∧[ ]

x∀ V x( ) DM x( )∨[ ]

x∀ DM x( ) V¬ x( )∨[ ]

rechthoekig
gelijkbenig

driehoeken
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Samenvatting
Je hebt 7 soorten mensen...



40

Hoofdstuk 9 Tautologie, contradictie en paradox
In de titel van dit hoofdstuk staan drie termen die voorkomen in klassieke teksten over logica. Enkele
historische logici zullen in dit hoofdstuk de revue passeren. Eerst volgen enkele opgaven die bedoeld
zijn om zelf een idee te krijgen waarover de termen gaan en welke logische problemen ermee geïdenti-
ficeerd worden.

90 Als je onderstaande plaatjes logisch bekijkt, dan is er iets vreemds aan de hand. Probeer dat onder
woorden te brengen.

91 Twee uitspraken over een wedstrijd:
“Wij hebben gewonnen en zij hebben verloren.”
“Wij schakelen ze uit, we maken ze in en we verpletteren ze.”

Beschrijf de twee uitspraken met een combinatie van proposities en geef ‘logisch’ commentaar op
beide zinnen.

92 Dichterlijke taal:
“Want wat dood is is dood, maar wat vermoord is leeft voort.” (M. Nijhoff)
“Ik verga en duur.” (Ellen Warmond)
“Sinds je er bent, ben ik weer alleen.” (Ellen Warmond)
“The more I give to thee, the more I have.” (Shakespeare)
“I am not who I am.”
“Voorspellen is moeilijk, zeker als het om de toekomst gaat.” (Wim Kan)

Deze dichters kramen geen onzin uit. Waarom dan toch deze uitspraken? 
Bedenk zinnige betekenissen van de uitspraken.
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In de eerste opgave van dit hoofdstuk staan twee strips. Een woord of begrip is door een netwerk ver-
bonden met andere woorden. Daardoor kan een woord een ander woord oproepen. Hier kan ‘tank’ leiden
tot ‘oorlog’. Zo ontstaat de tegenstelling oorlog <> vrede en dat is de bedoeling van de cartoonist.
De andere strip gaat over het voorkomen van het zaaien van haat. De strip laat zien dat het aanpakken
van haatzaaiers juist leidt tot haatzaaien: als P dan niet Q <> als P dan Q.

Bij de tweede opgave zijn meerdere symbolisaties mogelijk. Eigenlijk komt het telkens neer op A & A
& A & ... In beide gevallen is de vorm equivalent met A (we hebben gewonnen). Vooral bij de tweede
zin is gebruik gemaakt van een recept uit de retoriek (de kunst van het overtuigen), namelijk: herhaling
met toenemende sterkte.

In de derde opgave lijken de uitspraken op het eerste gezicht ‘dubbelop’ of een ‘tegenstelling’. Bij nadere
beschouwing is dat echter anders te interpreteren doordat bijvoorbeeld het woord ‘dood’ in verschillende
netwerken kan voorkomen. Deze methode van verrassing daagt uit om de zin nog eens te lezen en om
de lezer beter te raken. Een ‘dubbelop’ en een ‘tegenstelling’ blijven beter in ons brein hangen. En dat
is natuurlijk de bedoeling van de auteur: aansporen tot verder lezen.

Kunnen we met onze logica enige greep krijgen op deze verschijnselen.
Bekijk eens de volgende waarheidstabellen:

Er zijn dus proposities die altijd waar zijn (1), en die nooit waar zijn (3).
Een propositie die altijd waar is, noemen we een tautologie en een propositie die nooit waar is een con-
tradictie (tegenstelling).

93 Een oefening voor de twee soorten proposities. Bepaal voor elk van de onderstaande zes of het een
contradictie of een tautologie is.

We missen in de waarheidstabellen proposities die op het eerste gezicht een contradictie vormen, maar
het bij doordenken niet blijken te zijn.

94 Het citaat van Nijhoff:
“Want wat dood is is dood, maar wat vermoord is leeft voort.”
In het tweede deel staat zo’n schijncontradictie.

a. Wat is de contradictie?

b. Waarom is het een schijncontradictie?

De officiële naam voor een schijncontradictie is paradox. Soms wordt het begrip uitgebreid tot situaties
waarbij een vraag een niet verwacht antwoord heeft. De volgende opgave is daarvan een illustratie.

A B

0
0
1
1

0
0
1
1

0
1
0
1

A A B∧( )∨A A B∨( )⇒
1
1
1
1

A B∧( ) A¬ B¬∨( )∧

0
0
0
0

(1) (2) (3)

A A∨

A A∧

A A⇒

A A¬∨

A A¬∧

A A¬⇒
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95 Twee guldens (ken je ze nog?) liggen tegen elkaar aan. De linker gulden ligt vast. De rechter gulden
gaat nu, zonder slippen, om de linker rollen. De vraag is: hoeveel omwentelingen heeft deze gulden
nodig om in de oorspronkelijke positie terecht te komen?

Je denkt dat het antwoord zal zijn: één. Maar ....

In de oudheid hielden Grieken zich al bezig met paradoxen. De bekendste Griek is misschien wel Zeno
van Elea (ca.490v.Chr. - ca.430v.Chr.). Zijn uiteenzettingen over de onmogelijkheid van beweging, zoals
in het verhaal van Achilles en de schildpad, zijn beroemd en berucht.

1G
1998

1
G

1998
De schildpad daagde Achilles uit voor een hardloopwedstrijd. Hij beweerde dat hij zou winnen als Achilles hem

een kleine voorsprong gaf. Achilles moest lachen, want hij was natuurlijk een machtige strijder, snel van voet,

terwijl de Schildpad zwaar en langzaam was.

"Hoeveel voorsprong?" vroeg hij de Schildpad met een glimlach.

"Tien meter," antwoordde deze. Achilles lachte harder dan ooit.

"Dan ga jij zeker verliezen, vriend" vertelde hij de Schildpad, "maar laten we vooral rennen, als je graag wilt."

"In tegendeel," zei de Schildpad, "ik zal winnen, en ik kan het je met een eenvoudige redenering bewijzen."

"Kom op dan ," antwoordde Achilles, die al iets minder vertrouwen voelde dan voordien. Hij wist hij de superi-

eure atleet was, maar hij wist ook de Schildpad een scherper verstand had, en dat hij al vaak een discussie

met het dier had verloren.

"Veronderstel," begon de Schildpad, "dat u me een voorsprong van 10 meter geeft. Zou u zeggen dat u die 10

meters tussen ons snel kan afleggen?"

"Zeer snel," bevestigde Achilles.

"En hoeveel meter heb ik in die tijd afgelegd, denkt u?"

"Misschien een meter - niet meer," zei Achilles na even nagedacht te hebben.

"Zeer goed," antwoordde de Schildpad, "dus nu is er een meter afstand tussen ons. En zou u die achterstand

snel inlopen ?"

"Zeer snel inderdaad!"

"En toch zal ik in die tijd verder gegaan zijn , zodat u DIE afstand moet inhalen, ja?"

"Eeh ja" zei Achilles langzaam.

"En terwijl u dat doet, zal ik een stukje verder gegaan zijn, zodat u steeds een nieuwe achterstand moet inlo-

pen" ging de Schildpad stug door.

Achilles zei niets.

"En zo ziet u, elke periode dat u bezig bent uw achterstand in te halen zal ik gebruiken om een nieuwe afstand,

hoe klein ook, aan die achterstand toe te voegen."

"Inderdaad, daar valt geen speld tussen te krijgen," antwoordde Achilles, nu al vermoeid.

"En zo kunt u nooit de achterstand inlopen," besloot de Schildpad met een sympathieke glimlach.

"U heeft gelijk, zoals altijd," besloot Achilles droevig - en gaf de race gewonnen.
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Conclusie: de achterstand wordt kleiner, maar Achilles haalt de schildpad nooit in. Dit is een paradox,
want in werkelijkheid zou Achilles de schildpad wel inhalen. Deze paradox is met een wiskundige rede-
nering op te lossen, maar dat is niet eenvoudig.

96 Probeer de paradox zelf op te lossen (of zoek op internet de oplossing van deze paradox van Achilles
en de schildpad).

97 In het krantenartikel hiernaast is ook sprake van een paradox.
Waarom wordt hier van een paradox gesproken?

98 Lees dit artikel over slim-
me meters van energiele-
verancier Essent.
In het artikel wordt ge-
schreven over een contra-
dictie.

a. Leg uit waarom hier
sprake is van een con-
tradictie.

a. Hoe kun je deze para-
dox oplossen?
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99 Onderstaande tekst komt uit het boek Magie van het gezond verstand door Georges Charpak en Henri
Boch. Ze signaleren dat in onze samenleving het bijgeloof in opmars is, terwijl het aantal verschijn-
selen waarop dat geloof gebaseerd is juist afneemt.
Ze benoemen deze paradox als een schijnbare tegenstrijdigheid. Waarom schijnbaar?



45

Hoofstuk 10 Grammatica: analyse en constructie [nog uitwerken!!!]

Taal en grammatica

De term grammatica is de benaming voor de studie, beschrijving en verklaring van de systematiek van
een taal, te weten van de beregeling en de principes die de innerlijke structuur van woorden en zinnen
van een taal definiëren.

Taal als parasiet
IN DE EVOLUTIONAIRE TAALWETENSCHAP DRAAIT ALLES OM BETEKENIS
Hoe is menselijke taal ontstaan? Volgens de Leidse school van de evolutionaire taalwetenschap is betekenis de
drijvende kracht. 'Betekenissen verrijken de mens maar kapselen hem ook in.' 

Van Driem ziet de ontwikkeling van taal als een geleidelijk proces, gestuurd door natuurlijke selectie. Met kracht
verwerpt hij de visie van generatieve taalkundigen à la Noam Chomsky, die stellen dat taal zich ergens in de
afgelopen 200.000 jaar plotseling aandiende, toen de mens syntaxis (grammatica) leerde hanteren. Van Driem:
''Generativisten doen heel ingewikkeld over syntaxis. Maar in vergelijking met zoiets ingewikkelds als betekenis
is het Spielerei, ook al omdat het wiskundig zo eenvoudig is. Ze negeren dat de cognitieve voorwaarden voor
het ontstaan van taal bij primaten allang aanwezig waren. Ook chimpansees en bonobo's kunnen betekenisvol
met woordvolgordes omgaan.''
De oorsprong van taal heeft volgens Van Driem dus niets te maken met het verwerven van het vermogen om
grammatica te hanteren. Voor de evolutie van de menselijke spraakorganen geldt hetzelfde. Het gaat dan om
de positie van het strottenhoofd. Waar mensapen door hun neus 'praten' en vooral de toonhoogte van hun klan-
ken kunnen variëren, is de mens tot veel meer in staat. De relatief diepe ligging van het strottenhoofd in onze
keel -- met het risico van verslikken -- verschaft ons een lang spraakkanaal dat lucht via de mond voert, waardoor
een veelheid aan spraakklanken kan worden geproduceerd. ''Maar'', zegt Van Driem, ''eerst kwam de taal om
vervolgens via natuurlijke selectie de ontwikkeling van het spraakkanaal verder te sturen. Trouwens, ook honden
kunnen zich lelijk verslikken en het Boston Aquarium had een rob, Hoover genaamd, die zó goed de menselijke
stem kon nabootsen dat menige bezoeker erin tuinde.''
En dan zijn er nog degenen die beweren dat taal is ontstaan omdat roddelen in sociale groepen nuttig zou zijn,
of dat taal een bijproduct is van het ontstaan van rituelen. Van Driem hecht er weinig waarde aan. ''Wie goed
naar dieren kijkt ziet dat taal niet per se nodig is voor sociale ontwikkeling, de geluiden die ze nu maken volstaan.
En rituelen komen in essentie neer op pathologisch gedrag, het zijn bijproducten van taal, van gedachten die zijn
overgedragen en die het onvermijdelijke resultaat zijn van de manier waarop betekenis werkt.''
Onder welke condities kon taal gedijen? Mentale voorlopers zijn volgens Van Driem categorisch denken, met
zijn indeling in bijvoorbeeld 'giftige' en 'niet giftige' bladeren, en herinneringen. Ook het vermogen te bedriegen
speelde een rol. Dat Homo ergaster en zijn opvolger erectus gereedschap hanteerden is op zichzelf geen voor-
waarde, eerder een indicatie dat intellectueel het niveau in zicht kwam waarop taal kon ontstaan. Het zijn cog-
nitieve vaardigheden die ook aanwezig zijn bij andere primaten. Dat die geen taal ontwikkelden komt volgens
Van Driem omdat alleen de mens op een zeker moment in zijn evolutie over zulke grote hersenen beschikte dat
zoiets complex als taal tot de mogelijkheden ging behoren.
''Waar het om gaat is de vergroting van de hersenschors, gepaard gaande met een enorme toename van het
aantal mogelijke neuronale verbindingen. Dat graduele proces van natuurlijke selectie in de prehistorie van de
hominiden mondde uit in een brein dat rijp was om door taal gekoloniseerd te worden. Vervolgens werd taal,
door het voordeel dat zij bood, de dominante factor in de evolutie van het brein. De enorme verdere ontwikkeling
van de prefontale hersenschors is aan taal te danken, niet andersom.''
Taal, zo is het uitgangspunt, is op te vatten als een parasiet die zich in de linkerhelft van de hersenen heeft
genesteld. Taal onderscheidt zich van mazelen of pokken doordat het niet via lichamelijk contact wordt overge-
bracht maar door geluidsgolven, en doordat de wederzijdse acceptatie tussen taal en brein stabieler verloopt.
Griep gaan over, taal niet.
De essentie van de Leidse theorie wordt gevormd door het 'niet-construeerbaar zijn van betekenissen'. Dat
houdt in dat je vooraf niet weet welke entiteiten -- dingen buiten de taal -- met een betekenis aangeduid worden:
die verzameling voorwerpen is niet te 'omheinen'. Als je 'stoel' zegt, is voor een ander niet te voorspellen welk
ding ermee wordt bedoeld. Je bent vrij als taalgebruiker het begrip te gebruiken op de manier die jou goeddunkt:
duid je er een omgekeerde emmer mee aan, dan is dat op dat moment een 'stoel'. Op dezelfde manier kan een
kartonnen doos een huis worden -- al helemaal voor een Amsterdamse zwerver -- en kan een gesloten deur die
niet op slot zit 'open' zijn maar ook 'dicht'. Van Driem: ''Zowel door een betekenis als door haar ontkenning kan
naar éénzelfde situatie worden verwezen. Betekenis is daarmee zeer dynamisch.''
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Daarnaast is een grammatica een beschrijving van de systematiek van een specifieke taal; dit kan een
volledig formeel-wiskundige beschrijving zijn, een in natuurlijke opgeschreven beschrijving, of een
combinatie daarvan. Ook een (studie)werk waarin een grammatica van een taal wordt gegeven wordt zelf
grammatica genoemd.

In het boek G¨odel, Escher, Bach van D. R. Hofstadter wordt een bepaalde verzameling L van
strings recursief gedefinieerd als volgt (hier zijn x en y willekeurige, mogelijk lege strings):
1. MI 2L,
2. als xI 2 L dan xIU 2 L,
3. als Mx 2 L dan Mxx 2 L,
4. als xIIIy 2 L dan xUy 2 L,
5. als xUUy 2 L dan xy 2 L.
L bevat geen andere elementen dan door toepassing van bovengenoemde regels kunnen worden
verkregen.
C1. Laat zien dat MIU, MII, MIUIU, MIIII en MUI tot L behoren.
C2. Bewijs met inductie dat alle strings uit L met een M beginnen.
C3. Bewijs met inductie dat in de strings uit L het aantal I’s nooit een 3-voud is. Concludeer
dat MU /2 L.
2

Systematiek in muziek

Bouwregels
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Dans en algoritme
structuurdenken<2> Forsythe beschikt over systeemkaarten ter ondersteuning van de choreografie, koestert
een grote interesse in de grammatica en het functioneren van beweging, beeld en geluid. Beweging en geluid
worden gegenereerd in een voortdurend proces van transformatie. Op zich elementair ('simpel') materiaal
wordt onder hun handen en in de lijven van de dansers, via betrekkelijk eenvoudige operaties tot complexe,
gelaagde, polyvalente constructies in tijd. 

1e amendement<8> Dans is een taal van gecodeerde bewegingen. De academische techniek definieert basis-
bewegingen aan de hand van horizontale, verticale en transversale assen en vlakken ten opzichte van de
(rechtopstaande) rug. De benen worden het liefst uitgedraaid, en de danser presenteert zich bij voorkeur dia-
gonaal of frontaal aan het publiek. Deze drie punten vormen de basis voor een gedetailleerd vocabulaire van
gecodeerde bewegingen. 

2e amendement<6> Eén enkele beweging of combinatie van bewegingen kan naar believen de bouwsteen
vormen voor een choreografie volgens simpele compositie-regels. Een van Forsythe's geliefde choreografi-
sche methodes is de contrapuntische: een aan de muziek ontleend compositieprincipe voor het creëren en
fraseren van melodieën bovenop een basismelodie. Het contrapuntisch instrumentarium steunt daarbij vooral
op variaties in timing, frasering van het materiaal en elementaire richtingswisselingen (links-rechts, voor-ach-
ter, diagonalen), ruimtelijke spiegelingen, canonstructuren, ingebouwde herhalingen. Een choreograaf kan
aldus asymmetrieën tevoorschijn toveren uit een perfecte harmonie, en vice versa.

4e amendement <23> Ieder lichaamsdeel kan ieder waargenomen of denkbeeldig punt, lijn of vorm traceren.
Dit punt-punt-lijn principe borduurt verder op >Rudolf von Laban's notie van trace-forms. Stel je twee punten
in de ruimte voor. Je neemt een lichaamsdeel en verbindt de twee punten: de voet veegt een lijn achterwaarts
over de vloer, de atlaswervel traceert de contouren van het plafond. Je kunt ook letters of woorden met een
lichaamsdeel beschrijven. Nadere specificaties of inperkingen kunnen gegeven worden in termen van het aan-
tal lichaamsdelen dat opeenvolgend of simultaan in actie komt, de ruimtelijke vlakken waarin bewogen wordt,
het behouden van een bepaald volume. Bijvoorbeeld 9-point deployment of de kubus: een danser stelt zich
een kubusvormige figuur voor rond het lichaam, met de ruggengraat als verticale as. Ieder van de zes vlakken
heeft negen punten: op de uiteinden en midden op iedere lijn. Handen, voeten, of willekeurig welk lichaams-
deel kunnen van punt naar punt bewegen.

5e amendement<26> Ieder gebaar, manipulatie of andere handeling kan materiaal zijn voor een dans. Func-
tionele bewegingen (een voorwerp manipuleren, een gebaar maken), die oorspronkelijk een lichamelijke
betrokkenheid veronderstellen, worden geïsoleerd uit de betekenisvolle omgeving waartoe men zich verhoudt,
en getransformeerd tot abstracties. Forsythe’s methoden spelen in op het vermogen tot verbeelden van de
dansers, hun herinnering, associatievermogen, fantasie en taal. [>alfabet]

alfabet<27> Een methode die Forsythe soms hanteert voor het creëren van materiaal. Een bewegingsalfabet
wordt gevormd door een verzameling van 26 reeksen geabstraheerde gebaren, manipulaties en andere
('denkbeeldige') handelingen. Voor iedere letter van het alfabet kan een woord worden verzonnen - overwe-
gend namen, werkwoorden, zelfstandige en bijvoeglijke naamwoorden. Daarbij komt een beweging. Bijvoor-
beeld: s = scratch: krab-bewegingen. Het eerste woord of beweging in een reeks roept een andere beweging
of een volgend woord op. Bijvoorbeeld: scratch = dj > d = disk: van krabben naar platen draaien naar knieschijf,
en/of j = jockey: paardenrace. Reeds spoedig ontstaat een associatief verbonden familie van 26 'gedanste
woorden'. 

algoritme<28> Regel of verzameling regels voor het genereren van in de tijd opeenvolgende configuraties. De
regels schrijven onder meer het aantal herhalingen voor, de lengte, de aard van de variaties en ruimte voor
eventuele externe ingrepen. Elementaire formeel-geometrische operaties zijn bijvoorbeeld: iedere frase 'ver-
menigvuldigt' (herhaalt) zichzelf; iedere frase wordt, gelijk een anagram, verlengd met een in de tijd omge-
keerde versie van zichzelf; iedere frase wordt verlengd met het eigen ruimtelijk spiegelbeeld achter het origi-
neel; iedere frase 'vermenigvuldigt zichzelf' bij een volgende danser met vaste vertraging. De contrapuntische
methode [>2e amendement] is een specifiek formeel-geometrisch algoritmisch ontwerp. Ook via woordver-
banden kunnen connecties worden gecreëerd, zoals in een domino-spel: zoek een woord dat begint met de
laatste letter van het voorgaande, enzovoort. Juist zulke procedures lenen zich voor een associatief verloop.
Met het introduceren van dergelijke choreografische systemen geeft de choreograaf in zekere zin de touwtjes
uit handen. Hij of zij bepaalt de parameters, de begincondities, de context; het actuele, vaak niet en detail voor-
spelbare verloop ontvouwt zich volgens de regels van het spel en de keuzes van de uitvoerenden. 
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Wiskundige systemen

<<Meetkunde: zie dat historische boekje>>

De elementen: definities en postulaten.
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Tot slot

100In het begin van dit boekje stond een opgave over verschillen in strafmaat.
Zie bijgaand krantenartikel. Verklaard dit de verschillen die in het begin van dit boekje stonden?
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101“Als de brug open is, dan staat het sein op onveilig.”
Hieronder staan twee bladzijden uit het boekje Exacte Logica van de wiskundige Hans Freudenthal.
Lees de tekst en geef je commentaar op het voorbeeld dat hij gebruikt om de waarheidswaarden van
de als-dan-vorm te motiveren.


