Uitwiskeling 16/4 (oktober 2000)


Complexe veeltermfuncties

Net zoals bij reële functies is het ook bij complexe functies belangrijk de nulpunten te kunnen berekenen, in het bijzonder die van veeltermfuncties. In tegenstelling met de reële analyse, waarin veeltermfuncties niet altijd nulpunten hebben, kan men stellen dat een complexe veeltermfunctie altijd minstens één nulpunt heeft. Onlangs heb je aangetoond dat complexe tweedegraadsfuncties altijd twee nulpunten hebben (die kunnen gevonden worden via een complexe discriminant). Deze uitspraak is veralgemeenbaar: een veeltermfunctie van graad n heeft in het complexe vlak altijd n nulpunten (multipliciteiten meegerekend). Deze eigenschap wordt nu de ‘hoofdstelling van de algebra’ of de ‘stelling van d’Alembert’ genoemd naar Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), hoewel de vroegste vermelding van deze stelling (1632) kwam van de Vlaamse wiskundige Albert Girard (1595-1632). In de jaren nadien hebben vele wiskundigen hun tanden stuk gebeten op een sluitend bewijs. Het eerste bewijs voor veeltermen met reële coëfficiënten werd gepubliceerd door de toen 22-jarige Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Het was een topologisch bewijs dat enkele slordigheden vertoonde die nu niet meer aanvaard zouden worden. Na de publicatie in zijn ‘dissertatie van Helmstedt’ (1799) kon Gauss niet genoeg krijgen van de hoofdstelling van de algebra en verzon hij nog twee betere bewijzen. Ditmaal werden veeltermfuncties met complexe coëfficiënten onder de loep genomen. Een van de bewijzen steunde op integralen in het complexe vlak. 

Wij proberen in deze werktekst met eenvoudige middelen de ‘hoofdstelling van de algebra’ plausibel te maken voor derdegraadsveeltermfuncties.
1. Open een leeg blad in Cabri en maak een assenstelsel zichtbaar. Teken vier willekeurige punten A, B, C en D, die de coëfficiënten voorstellen van de complexe veelterm van de derde graad 
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. Benoem deze punten. Duid een willekeurig punt Z aan als meetkundige voorstelling van het complexe getal z waarvan we het beeld zullen berekenen en tekenen. Om dit beeld 
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 te tekenen mag je alle eerder ontworpen macro’s inschakelen. Maak een macro voor deze derdegraadsfunctie. Let op dat je de inputgegevens telkens in dezelfde volgorde aanklikt: de getallen a, b, c, d en z zijn namelijk niet verwisselbaar. Net zoals in eerdere macrodefinities weet je dat ook hier het assenstelsel een inputgegeven is. Test deze macro uit en kijk na of je beeldpunt P toevallig in de oorsprong ligt.

(De kans dat het beeldpunt P in de oorsprong of in de buurt van de oorsprong ligt is zeer klein. Volgens de eerder geciteerde ‘stelling van d’Alembert’ zijn er slechts drie (nul‑)punten Z waarvan het beeld de oorsprong is. Waarschijnlijk zal niemand in de klas het geluk hebben meteen in de onmiddellijke omgeving van een nulpunt te belanden.) 

2. Verschuif het originele punt Z tot het beeldpunt P in de oorsprong ligt. Was deze positie voor Z gemakkelijk te vinden? Kun je grafisch achterhalen of er meerder punten Z zijn waarvan het beeldpunt P in de oorsprong ligt?

(Het is niet altijd gemakkelijk om het punt Z naar de juiste positie te schuiven zodat P in de oorsprong ligt. Mocht het dan toch gelukt zijn dan heb je een nulpunt gevonden. Een tweede nulpunt vinden is bijzonder moeilijk. De bewegingen van Z en P zijn soms nogal tegendraads aan elkaar gekoppeld.)
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3. Je krijgt een beter inzicht in complexe derdegraadsfuncties door het beeld van een willekeurig punt Z te vervangen door het beeld van een willekeurige cirkel rond de oorsprong. Maak hiervoor een macro. Test hem uit. Gaat het beeld van je cirkel door de oorsprong? Wat besluit je hieruit? Zou het zinvol zijn een punt op het cirkeltje te laten ronddraaien en de beweging van het beeldpunt te volgen?

4. Teken een klein cirkeltje rond de oorsprong. Trek met het muisgestuurde handje aan deze cirkel zodat de straal groter wordt. Wat gebeurt er ondertussen met de beeldkromme? Beschrijf dit fenomeen nauwkeurig en leg het verband uit met het aantal nulpunten van een complexe derdegraadsfunctie.

(Wanneer je een klein cirkeltje rond de oorsprong tekent zal het beeld een kleine gesloten kromme zijn rond het complexe punt D. Dit is vrij evident. Het beeld van het complexe getal 0 door de functie 
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 is immers het complexe getal d. En een continue aanzwelling in de bron brengt een continue aanzwelling in het beeld teweeg. Oorspronkelijk lijkt de beeldkromme wel een beetje op een cirkel maar ze is het niet. Alleen bij eerstegraadsfuncties zal het beeld van een cirkel altijd een cirkel zijn. Meestal zal geen van de punten van de originele kleine cirkel afgebeeld worden op de oorsprong: de oorsprong ligt buiten de beeldkromme. 

[image: image6.png]abri Geometry Il Plus

A MO A =] | A
[ ’ 8
IL
A
A
=
< 3
1 kol
'A_‘ A
— B C
E a





Wanneer de broncirkel aangroeit merk je dat er een dubbele lus verschijnt in de beeldkromme. Het punt D wordt na verloop van tijd driedubbel omwonden door deze gesloten grafiek. We zeggen dat het ‘windingsgetal’ van de beeldgrafiek rond D gelijk is aan 3. De oorsprong ligt in het uitwendige gebied van de driedubbele lus. Daarom zeggen we dat het windingsgetal van de beeldkromme rond de oorsprong 0 is.
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Door de broncirkel stelselmatig te vergroten, merk je dat het windingsgetal van de beeldkromme ten opzichte van de oorsprong uiteindelijk gelijk wordt aan 3. De oorsprong ligt dan in het binnenste hartje van de driedubbele lus. Tijdens de overgang van windingsgetal 0 naar windingsgetal 3 zal de oorsprong 3 keer op de beeldkromme terecht komen. Bij elk van deze overgangen kunnen we een nulpunt vinden door het origineel Z zo over de cirkel te bewegen dat P in de oorsprong terecht komt. Er zijn dus aanwijzingen dat er onder alle omstandigheden 3 nulpunten zijn. 
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Theoretisch gezien gaat de redenering echter heel wat stroever. Het cruciale begrip ‘windingsgetal’ wordt gedefinieerd als een ‘complexe’ (zowel letterlijk als figuurlijk) integraal, waarvan men kan bewijzen dat de getalwaarde steeds geheel is, voer voor specialisten dus.)
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