Uitwiskeling 16/4 (oktober 2000)


De Joukowskitransformatie

In de werktekst ‘complexe functies in twee vensters’ hebben we gezien dat conforme transformaties hoeken bewaren en stroomlijnen afbeelden op stroomlijnen. Deze kennis zullen we benutten om te berekenen hoe een evenwijdige stroom zich aanpast rond een cilindervormig obstakel. Ook zullen we nagaan wat er gebeurt indien de cilinder vervangen wordt door een vliegtuigvleugel. 

In de praktijk zou je natuurlijk ook een cilinder of een vliegtuigvleugel in een windtunnel kunnen stoppen om de stroomlijnen in kaart te brengen. Wij kiezen hier echter voor een analytische benadering, ontleend aan de Russische wiskundige Nikolaï Joukowski (1847-1921), die een eeuw geleden onderzoek deed op het gebied van de aërodynamica. Hij ontdekte dat de vorm van vliegtuigvleugels bepalend was voor de ‘lift’, zeg maar de opwaartse kracht tijdens het vliegen. Elke vorm van vliegtuigvleugel genereert een eigen stroomlijnenpatroon. Op tekeningen van dwarsdoorsneden van vliegtuigvleugels merk je dat de bolle kant van de vleugel naar boven gericht is, wat betekent dat de stroomlijnen van de afbuigende lucht dichter bij elkaar liggen aan de bovenkant van deze vleugels. En dit is precies wat nodig is om op te stijgen. Een grotere densiteit van stroomlijnen betekent immers dat de snelheid van de luchtdeeltjes toeneemt. Je kunt dit vergelijken met een vloeistofstroom met een constant debiet die door een pijp met een vernauwing vloeit. Op de plaats van de vernauwing liggen de stroomlijnen dicht bij elkaar en zal de stroming moeten versnellen om het debiet te kunnen behouden. De luchtdeeltjes die versnellen aan de bovenkant van de vliegtuigvleugel zorgen voor een onderdruk. Deze onderdruk kun je dan weer vergelijken met de onderdruk die ontstaat wanneer je onder de douche staat en de waterstraal sneller laat stromen. Het douchegordijn wordt dan naar je toegezogen. De onderdruk boven de vliegtuigvleugel zorgt ervoor dat de vliegtuigvleugel naar boven wordt gezogen … tenminste wanneer de liftkracht opweegt tegen de zwaartekracht die op het vliegtuig inwerkt. Samengevat: de vorm van de vliegtuigvleugel bepaalt de vorm van de stroomlijnen, de vorm van de stroomlijnen bepaalt de luchtsnelheid, de luchtsnelheid bepaalt de onderdruk, de onderdruk bepaalt de liftkracht en de liftkracht bepaalt de vliegtuigbeweging.

In 1906 publiceerde Nikolai Joukowski samen met de Pool Martin Kutta een formule om de liftkracht van een cilinder en de lift van een vliegtuigvleugel te berekenen. Ter illustratie geven we hier de formule van Joukowski-Kutta voor de liftkracht L van een roterende cilinder (zie [3]):
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ω : hoeksnelheid cilinder
















r : straal cilinder
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In het vervolg van deze werktekst laten we de liftkracht even vallen en komen we weer met beide voeten op de grond. We concentreren ons alleen op stroomlijnen en op conforme transformaties.
1. Voor welke waarden z is een analytische complexe functie 
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De transformatie van Joukowski voldoet aan het eenvoudige voorschrift:
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2. Onderzoek op welke plaatsen deze transformatie hoekbewarend is.

(De Joukowskitransformatie is overal conform behalve in de twee wortels van het getal a. Dit kun je nagaan door de volgende vergelijking op te lossen: 
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3. Ook de inverse van de Joukowskitransformatie wordt vaak gebruikt in de stroomlijnentheorie. Vervang 
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 door de variabele w, schrijf z in functie van w en bereken zo het voorschrift van de inverse Joukowskitransformatie 
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(Door de noemer weg te werken en een vierkantsvergelijking in z op te lossen vinden we 
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. De inverse transformatie wordt gegeven door 
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4. In welke punten is de inverse Joukowskitransformatie hoekbewarend?

(Deze functies zijn overal conform: de afgeleide functies hebben geen nulpunten.)

Na deze eerder theoretische inleiding gaan we over op meer praktische opdrachten. Hiervoor mag je Cabri gebruiken, uitgerust met enkele bijkomende knoppen die je zelf ontwikkelde: som, quotiënt, kwadraat, wortel van complexe getallen. We onderzoeken eerst hoe bepaalde vormen in andere vormen overgaan door de twee bovenstaande transformaties.
5. Teken een eenheidscirkel rond de oorsprong. Bepaal het beeld onder de Joukowskitransformatie met a = 1.

(Het beeld is een lijnstuk tussen –2 en 2 op de x-as.)

6. Teken een eenheidscirkel die niet precies rond de oorsprong ligt. Bepaal het beeld onder de Joukowskitransformatie met a gelijk aan 1. Welke vormen verkrijg je?

(Er zijn verschillende vormen mogelijk: een liggende acht, een banaan, een dubbele lus of een dwarsdoorsnede van een vliegtuigvleugel. Dit laatste treedt enkel op wanneer de basiscirkel door de punten 1 of –1 gaat, zie paragraaf 3.)
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7. Krijg je soortgelijke beelden indien a niet gelijk is aan 1?

(Ja. Er is slechts één klein verschilpuntje te merken. De vliegtuigvleugel met de spitse punt treedt niet meer op wanneer de basiscirkel door het complexe punt 1 of –1 gaat maar wel wanneer deze cirkel door één van de wortels van a gaat.)

8. Met welke complexe transformatie kun je het lijnstuk 
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 op de x-as afbeelden op een vliegtuigvleugel? Je mag meerdere complexe transformaties na elkaar toepassen.

(Voor deze opdracht heb je een samenstelling van drie verschillende transformaties nodig. De eerste is de inverse Joukowskitransformatie. Die beeldt het lijnstuk af op een cirkel rond de oorsprong. Daarna volgt de optelling met een complex getal verschillend van de oorsprong. Ze zorgt ervoor dat de gevonden cirkel uit het centrum weggeschoven wordt. En tot slot passen we de Joukowskitransformatie toe (met een willekeurige a-waarde) om de excentrische cirkel te laten overgaan in een vleugelvorm.)

9. Teken het lijnstuk [–2, 2] op de x-as en dompel het onder in een luchtstroom met evenwijdige stroomlijnen in de richting van het lijnstuk. Stel deze stroomlijnen voor als lijnstukken.
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10. Pas op deze rechte stroomlijnen de inverse Joukowskitransformatie toe met a = 1. Maak, om tijd en werk te besparen, een macro die op elke stroomlijn afzonderlijk kan inwerken. Je zal merken dat de dwarsdoorsnede van de cilinder, waarvoor de stroom moet wijken, bestaat uit twee halve cirkels. Om in het vervolg iets makkelijker te werken kun je deze twee halve cirkels overdekken met een hele cirkel. Maak de oorspronkelijke stroomlijnen dun en de nieuwe dik.
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11. Leg in de oorsprong een vector vast waarover de cirkel moet verschoven worden. Leg op de x-as een punt a vast dat dienst doet in de volgende Joukowskitransformatie. Dit punt a is nog aanpasbaar nadat de hele transformatie naar een vliegtuigvleugel is afgewerkt. Waarom zal de transformatie van de stroomlijnen de werkelijkheid beter beschrijven wanneer a binnen de eenheidscirkel ligt?

(De Joukowskitransformatie gedraagt zich ‘niet conform’ in de twee wortels van het complexe getal a. Indien het getal a samen met zijn wortels buiten de eenheidscirkel ligt, zullen we dit kunnen merken aan de stroomlijnen rond de vliegtuigvleugel. De stroomlijnen zullen de vliegtuigvleugel snijden. Indien het getal a samen met zijn wortels dicht bij de oorsprong liggen, zullen de weerbarstige punten veilig in het inwendige van de vliegtuigvleugel opgesloten zitten en zullen er geen effecten optreden die natuurkundig ongewenst zijn en zullen de stroomlijnen netjes rond de vleugel glijden.)

12. Pas op het stroomlijnendiagram rond de cirkel een dubbele transformatie toe: een verschuiving over de vastgelegde verschuivingvector en een Joukowskitransformatie met een variabele waarde a. Het is interessant voor deze dubbele transformatie weer een macro te ontwerpen. Indien je vliegtuigvleugel er banaanachtig of lassovormig uitziet dan moet je nadien de verschuivingsvector aanpassen. Indien de stroomlijnen de vliegtuigvleugel snijden dan pas je de waarde van a aan. Maak de oorspronkelijke stroomlijnen dun en de nieuwe dik.
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