1.1 Differentiéren, geknipt voor jou
Je hebt leren omgaan met hellingfuncties of, wat hetzelfdeis: afgeleide functies.

We frissen de begrippen en rekenmethoden die hierbij horen nu wat op. Stel dat je met
een (gewone) schaar precies langs de grafiek van een functie f wilt knippen.

Tijdens het knippen verandert de schaar steeds van richting. In elk punt wordt de ‘ide-
ale kniprichting’ aangegeven door de raaklijn aan de grafiek in dat punt.

y-as

X-as
De helling (of richting) van een rechte lijn in het Oxy-vlak wordt uitgedrukt in een ge-
tal: de hellingscoéfficient (of richtingscoéfficiént) van die lijn. In de tekening zijn de
bijbehorende hellingscoéfficiénten tussen haakjes genoteerd.

hc

!
Q

X

©)
D

Je kunt nu de hellingscoéfficiént (van de raaklijn) van een grafiek uitzetten tegen x:

y-as

a 1) @)

©y

Zo ontstaat de hellinggrafiek bij f.
De functie die bij elke x-waarde de hellingcoéfficiént (van f) geeft, is de hellingsfunc-
tie of afgeleide functief’.
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f ' geeft dus aan hoe je bij elk punt (x,y) op de grafiek van f zou moeten knippen als
je met een schaar precies die grafiek wilt volgen.

Van een aantal functies heb je geleerd hoe je snel de hellingfunctie kunt bereken. Het
berekenen van de hellingfunctie wordt differentiéren genoemd. V oorbeel den:
differentiéren

%

f(x)=4x° f(x)=12x°
f(X)=x°+4x f'(x)=5x"+4
f(x)=sinx f '(X) = cosx

In de terugblik bij dit hoofdstuk vind je een volledig overzicht van de regels voor het
differentiéren diejetot nu toe hebt gehad.

Differentieer:

a f(x) =11 g f(x)=sin(x+5)

b f(x)=x>-11 h f(x)=sin5x

c f(x)=x>+11x i f(x)=1000x"°-10

d f(x)=3-x" jF()=4x"+3x*+1

e f(x)=5snx k f(X)=cosx+sin2x

f f(X)=sinx+5 | f(X)=2x-cosix
Hiernaast is de grafiek van f (x) = x> —15x

getekend. lemand wil met een schaar precies 2007

langs de grafiek knippen.

a Op een gegeven moment is de schaar in
het punt (5,50). Door welk getal wordt
de (ideale) kniprichting in dat punt
bepaal d?

b In twee punten van de grafiek is de
kniprichting evenwijdig met de x-as.
Welke punten zijn dat?

100+

-10 -5 5 10

-100+

-200+




1.2 Differentiaalquotiénten
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Differentiéren is een manier om veranderingen bij te houden. Met veranderingen
wordt dan bedoeld: zeer kleine veranderingen. In dit hoofdstuk gaan we hier wat die-
per opin.

We bekijken de functie f(X) = x°

x | ()

3 F=9

4 4? =16

5 5 =25
verandering x | verandering f(x)
4-3=1 f(4)-1(3)=16-9=7
5-3=1 f(5)-f(4)=25-16=9

Om veranderingen te vergelijken, bekijk je de gemiddelde veranderingen per periode.

f(4-1(3) 16-9 _7
4-3 1

Hoe kleiner het interval, hoe nauwkeuriger de verandering. Met klein bedoelen we

hier zo dicht mogelijk bij 0.

Zo is de gemiddelde verandering op het interval [3,4]:

Zo is de gemiddelde verandering op het interval [3;3,01]:
f(3,0)-f(3) _ 9,061-9 6,01
3,01-3 0,01

Uitgaande van x = 3, zal hoe kleiner het interval is, hoe meer de gemiddelde verande-
ring naar 6 zal naderen.

Gegevenis: f(X)=x

Bereken de gemiddel de verandering op de volgende intervallen:

a [8;8,01] c [4;-3,999]

b [6;6,001] d [-2;-2,0001]

De verandering van x noemen we AX en de verandering f(x) noemen we Af (X)

De gemiddelde verandering op een interval noemen we diffentiequotiént en schrijven

weads Af (%) of (ﬂ
AX

AX
Hoe kleiner het interval, hoe dichter we de hellingscoéfficiént van de raaklijn in een
bepaald punt benaderen.

Deze limiet, (de grenswaarde van % ) is de hellingscoéfficiént van de raaklijn. Die
X

limiet noteren we als ? .

X




Samengevat:
De hellingscoéfficiént van de raaklijn kan willekeurig dicht worden benaderd door het

differentiequotiént ﬂ
AX

Delimiet van % wordt vaak ook genoteerd a's quotiént, nl. ﬂ :
X X
Dit quotiént wordt differentiaal quotiént genoemd.

Het differentiaalquotiént % is de hellingscoéfficiént van de grafiek in het punt (x,y)
X

he= (dy)(dx)

Voor defunctie y = x* geldt:

as x=3, dan Q:6
dx

as x=10, dan Q:ZO
dx

Kortom ﬂ = 2X
dx

Als f' deafgeleidefunctieisvan f, dan geldt: %: f'(x)
X
Dus bijvoorbed d:
Voor y= X geldt & _ 3x°
dx
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Voor u=sint geldt %: cost

Gegeven y =0,25x"

a Druk ﬂ uitinx.
dx
b Bereken de hellingscoéfficiént van de grafiek van y =0,25x* in het punt met
X=2.

c Neem Xx=10 en Ax=0,1. Hoe groot zal Ay ongeveer zijn?

4
Het volume V van een bol met straal r wordt gegeven door de formule: V = §7ZT3 .

a Bereken d_V
dr

Een stalen bol heeft een straal van 20cm.
Door verhitting zet de bol uit, naar alle kanten met 0,1mm.

b Met hoeveel cm® neemt het volume van de bol toe? (Bereken je antwoord op
twee verschillende manieren).

We geven nog een nieuwe notatie:

Jeweet: ds y=4x>+19x—7 dan ?:12x2+19.
X
d(4x® +19x-7)

dx

Dit kun je als én formule schrijven: =12x*+19

Meer gebruikelijk is:
di[4x3 +19x—7] =12x> +19
X

i (spreek uit: dé-dé-iks) moet je lezen ds: ‘voer de handeling differentiéren uit’.
X
Bereken:

a i[x2 +CosX]
dx

i §X4_ EXG]

dx 4 3

c i[q8—q5—85
dq

%[mt2 +20t +30sint]




1.3 De produktregel

1.7
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1.9

1.10

Eerder heb je geleerd dat je de som van twee (of meer) functies kunt differentiéren,
door termsgewijste differentiéren.
Bijvoorbeeld:

di[x2 + X% = 2x+3%x°
X

Een dergelijke mooie regel geldt niet voor produkten van functies. Bij een produkt
mag je hiet factorsgewijs differentiéren.

Laat zien dat bijvoorbeeld di[xz-x?’] niet gelijk isaan 2x-3x*
X

Om te komen tot een regel voor het differentiéren van een produkt van twee (of meer)
functies, kijken we eerst in drie opgaven hoe een produkt verandert als de beide facto-
ren veranderen.

De gemiddel de afmetingen van een voetbaveld zijn 60 bij 100m.
In een zeker land heeft de voetbalbond bepaald dat lengte en breedte niet meer dan 5%
hiervan mogen afwijken.
Hoevedl % wijkt de oppervlakte maximaal af ?

Lancering van de Saturnus V-raket. Een wet uit de
natuurkunde zegt dat de voortstuwingskracht (=F)
gelijk is aan het produkt van de massa (=m) en de
versnelling(=a). Informule: F =m-a
Door brandstofgebruik neemt de massa van de raket
af: mis een dalende functie van detijd t. Ook F en a
zijn functies van t. aanvankelijk zullen F en a
toenemen, maar later as gevolg van het opraken van
de brandstof weer afnemen.
a Veronderstel dat in een zeker tijdsinterval de
massa afneemt met 2% en de versnelling met
1%. Met hoeveel % is de voortstuwingskracht
afgenomen?
b Veronderstel dat de massa verandert met
Amen de versnelling met Aa. Toon aan:
AF =Am-a+m-Aa+Am-Aa

Met de SaturnusV werden zes bemande Apolle-
vluchten naar de maan uvitgevoerd, Op de foto
hierboven wordt een SaturnusV-raket naar het
lanceerplatform gereden

De verkoop van sportschoenen van het type Superrunner is afhankelijk van de prijs.
Gaat de prijs omlaag(omhoog), dan zal de verkoop stijgen (dalen).

Stel p = de prijs van een paar Superrunners en N = het door een warenhuisconcern
verkochte aantal per week.

De omzet per week is:

R=N-p




a Veronderstel dat de prijs stijgt met 5% en de verkoop daat met 2%.
Met hoeveel % verandert de omzet?

b Bij een verandering Ap van de prijs en een verandering AN van de verkoop

hoort een verandering AR van de omzet.
Toonaan: AR=AN-p+N-Ap+AN-Ap

Nu komen we tot de produktregel.

Stel uenvzijnfunctiesvanxenstel y=u-v

Bij een verandering AX van x horen veranderingen Au,Av (en Ay).

Er geldt (zie ook de opgaven 3 en 4):

Ay=AU-V+U-Av+Au-Av (1)

Deze formule voor de verandering van een produkt kun je bij positieve waarden van u,
v, Au, Ay, mooi ‘zien’ in onderstaand plaatje:

u-Av\ AU * AV
AV N ol
V u-v —
AU -V
u AU

Determen U-Av en Au-V zijn de witte staafjesin de figuur.
Determ Au-AvV ishet grijze blokje in de hoek.

Als door verkleining van AX, de toename Au en Av beide bijvoorbeeld ongeveer 100
keer zo klein worden, dan worden de staafjes U- Av en V- Au ongeveer 100 keer zo
dun.

Het blokje Au- Av wordt dan in twee richtingen verkleind en ongeveer 10.000 keer zo
klein!

Daarom mag in de formule (1) determ Au- Av worden verwaarloosd en kont er:
Ay = AU-V+U-Av ()]

Nadeling, links en rechts door AX komt er:
A AU AV
Y “V+U- 3

AX  AX AX
De benadering is in het dgemeen nauwkeuriger naarmate AX kleiner is. In de limiet
zZijn linker- en rechterlid exact gdlijk:
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K ortom: ﬂ:%-V+U-ﬂ 4)

dx dx dx
Bij het differentiéren van een produkt U -V worden beide factoren u en v dus wél ge-
differentieerd, maar niét gelijktijdig. Je kunt de produktregel ook in deze vorm ont-

houden:

dy = 09 V) + U VY

| |
eerste factor tweede factor

gedifferentieerd gedifferentieerd

Berekenﬁ VOoor:

dx
ay=3-sinx dy=7x" (1 x*+17)
b y=5-sinx e y=7x-sinx

c y=81-dnx f y=(2+3X)-(4—5x+6%°)

u(x) =5x*+1; v(x) = 4x> +1; p(x)=u(x)-v(x)
Bereken op twee manieren p'(X):

a met behulp van de somregel;

b met behulp van de produktregel.

a  bereken di[(x2 +2x+3)%] voor x=1
X
b  Bereken i[Sin2 X] voor x=17
dx
c  Bereken di[(x—sinx)z] voor Xx=1r
X

Je weset a dat:

i[si n(ax)] = a-cosax en
dx

i[cos(ax)] =-—a-sinax
dx

Bereken: d£[sin2x-cos3x] voor X=¢7
X




1.15 Neem onderstaande tabel over en vul in (vereenvoudig waar mogelijk):

f(X) f'(x) f"(X)

2X 2

COS X

X2 4+ COSX

X2 —COSX

X-Sin X

X2+ Xsinx

(x> +X)sinx

1.16 De prijsvan een zeker artikel is onderhevig aan flinke schommelingen. Een econoom,
die de prijsbeweging heeft bestudeerd, beweert dat de prijs zich bij benadering ge-
draagt volgens de formule:

P=100+45sinZ (tisdetijdin dagen)

a

Tussen welke bedragen schommelt P? Hoeveel dagen duurt één periode van die

prijsbeweging?

Verklaar: a =3 cosﬂ
dt 15

Het verband tussen het aantal verkochte artikelen per dag en de prijs per stuk

wordt volgens de genoemde econoom gegeven door de formule:

N+ P =160

Tussen welke aantallen schommelt N?

Druk d—Nuit int

dt
Laat R de omzet op het tijdstipt zijn: R=N-P
Druk d—R uitint

dt

Toon aan: B:O gesft COSE=O of Sinﬂz—%
dt 15 15

Schets het tekenverloop van % voor 0<t<30

Bereken de maximal e waarde die de omzet kan hebben.
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1.19

1.20
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De produktregel kan worden uitgebreid voor een produkt van meer dan twee functies.
In schema:

y=f(x)-9( -h(x)

/N

g_lyx =f'090-9( - + T()-g® -h(®¥ + F()-g() N

| | 1

éerste functie tweede functi derde functi'e
differentiérer] differentiéren differentiéren

D

Je kunt bovenstaande regel vinden door twee keer de produktregel van twee functies
toe te passen. Laat dit zien.

a  Bereken de hellingfunctie van: p(X) = (X* +2)(x® +2)(x* +3)
b Ookvan: p(X)=XSinXcosx
¢ Enookvan: p(x)=cos’x

Hoe luidt de produktregel voor een produkt van 4 functies, zeg
y=a(x)-b(x)-c(x)-d(x) ?

De grafiek van de functie f (X) = (x—1)(Xx—2)(x—3)(x—4) snijdt de x-asin 4 pun-
ten.
a Bereken de hellingscoéfficiént van de raaklijn in elk van die 4 punten.
b Alsje opgave a goed hebt uitgerekend, vind je afwisselend een negatieve en een
positieve hellingscoéfficiént.
Licht dat toe door een ruwe schets van de grafiek van f te maken.
c Hoeveel oplossingen zal f '(x) = 0 hebben?

Gegeven: f(X)=(2x+1)*.
Bereken f '(-1)

10



1.3.1 Terugblik

Produktregel

, _| hcorafiekf | _| hcraaklijn | _| d
PO =] inGy) | =] in(ky) | = | o
i
X

1
X

% (in een zeker punt) wordt exact berekend door differentiéren (en invullen van de
X

x-codrdinaat).

dy . Ay . o

— (in een zeker punt) wordt benaderd door Ax te berekenen in een klein interval
X X

(om dat punt).

Laat u, v, w functies zijn van x.
Voor het differentiéren van de produkten u-v en u-v-w gelden deregels:

%[u(x)-v(x)] =U'(¥) V() +U(x)-v'(x)
%[U(x)-v(x)-w(x)] = U’ V(X)- W) +U(X) V(%) - W(x) + U () V(x)- W)
Kortweg:

(uv)'=u'v+uv'
(uvw)'=u'vw+uv'w+ uvw'

11



1.3.2 Opgaven
a  y=01-XA+X)A+x)y=1-x)1+x)(1+x)

Bereken ﬂ voor x = 1.
dx
b. f (X) = (1—x)sin x+ (1+ x) cosXx.

Laat zien dat geldt: f '(X) = (2—x)cosx—(2+ X)Sin X

12



1.4 Differentiéren van machtsfuncties

1.22

De zo zoetjesaan welbekende regel voor het differentiéren van machtsfuncties luidt:
i[x“] =nx"" (n=1,23,...)
dx

Deze regel kun je vrij gemakkelijk "herontdekken’ met behulp van de (uitgebreide)
produktregel.
Voor n=1isderegel direct aan de grafiek te zien.

L =1

——— dehélingisoveral 1

O FRP N WO O

12 3 456

Voor n=2, 3, 4, enz. werkt de produktregel:

i[><2] =i[x- X] =1- X+ x-1=2x

dx dx

d . d i
—[X°]=—[x-x-X] =1 X- X+ X-1- X+ X- X-1=3X

dx dx

i[x“] :i[x- X-X- X] =1- X- X- X4 X-1- X- X+ X X-1- X+ X- X- X-1=4%°
dx dx

enzovoort.

In dit onderdeel gaat het vooral over machtsfuncties met negatieve en/of gebroken ex-
ponenten. Dus functiesals y=X7, y=X2, y=Xx2

Devraag is nu of voor deze functies dezelfderegel van kracht is, dus of geldt:

9 nx™ voor n=-— 1,-21 enz.
dx

De eerstvolgende opgaven en stukjes theorie willen je overtuigen dat dit inderdaad het
geval is. De latere opgaven van dit hoofdstuk zijn bedoeld als oefeningen en toepas-
singen van de regel.
5 -
Voor n=-1 zou de regel betekenen:

d -1 -2
—[X7]=-1-X

dx[ ]

a  Bekijkdegrafiek van f(x)=x".
Meet de hellingin (1,1) enin (2,2) engana 3
of de reged in de gevdlen
Zo'n beetje klopt.

=

13



b Neem het interval [4,99; 5,01] en bereken het differentiequotiént % op dit in-
X

terval.
c Ganaof de uitkomst ongeveer gelijk isaan —1- X voor x=5

Het lijkt er op of de regel di[x“] =n-x"" klopt voor n=-1
X

Voor het bewijs gebruiken we het volgende principe:

V oorbeeld: x2.x = x3

|

2X-X + x2-1=3x2

Differentieer twee vormen die aan elkaar gelijk zijn en je krijgt weer twee gelijke
vormen!

1
X
Alsjenulinkerlid en rechterlid wil differentiéren, zit je met het probleem dat je de af-

Neemnu: X* ==X

geleide van 1 niet kent.
X

>

1
2x-~+x2-?=1

Op de plaats van ? past de afgeleide van 1
X

Je kunt die afgeleide nu vinden door (*) op te vatten als een vergelijking met ? als on-
bekende en de vormen met x als bekende.

2x-)l(+x2 -:1

2 opgelost geeft 2 +X2':1
X -:-1

14
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1.26

Bekijk het voorgaande bewijs goed.

Hoekun je E[EJ ook vinden door uit te gaan van x-1 =1
dx | x X

1

X2

X |~

2
X

a Laat met behulp van de produktregel zien dat di[in =—
X | X

. . . d _
b Isdit resultaat in overeenstemming met d—[x”]:n-x” 2
X

c  Watzal deafgeleidefunctiezijnvan f(X) = i“
X

Degrafiek van f(X) = iz is symmetrisch ten opzichte van de y-as.
X

Hoe kun je dat zien aan de formule?
Welke asymptoten heeft de grafiek?
Teken de grafiek van f.

o O0OTo

pectievelijk in B en C.
Bereken de opperviakte van driehoek ABC.

Hiernaast zie je de grafiek van f (X) = X .

a Neem de grafiek van y:x% over en
teken in dezelfde figuur ook de grafiek E
van y=x* voor x>0 . L,
De twee grafieken zjn elkaars
spiegelbeeld. Ten opzichte van welke

spiegelas?
b De hellingscoéfficiént van de raaklijn

aan y=x° in het punt (1,1) is gelijk
aan 2. Als je die raaklijn spiegelt in de
lijn y=X krijg je de raaklijn aan

De raaklijnen in de punten (£,4) en (-1, 4) snijden elkaar in A en de x-as res-

1 2 3 4

y=x
Hoe groot is de hellingscoéfficiént van dat spiegelbeeld?

c De hellingscoéfficiént van y = X° in het punt (5,25) is 10.Hoe kun je hieruit de

hellingscoéfficiént van y = X2 vinden in het punt (25,5)?

De regel di[xn] =n-X"" isook geldigvoor n=1%.
X

De resultaten van opgave 5b en 5¢c wijzen in die richting (controleer!).

Het bewijs gaat weer met de produktregel.

15



Er geldt:
9 Vx - Vx

1
x

1

2] x +x 7]
2Vx17= 1

= _1

2./x

Dus i isde afgeleide van \/§

2Jx
1

d
Kortom: — \/; =——
V= o0
1

of: i[x%] =Z.x?
dx 2

1.27 Op dezelfde manier kun je de afgeleide functie van f (X) = x* vinden.
Je begint nu zo: XXX =X
a Differentieer nu met de produktregel en laat zien dat geldt: di[xé] = % X3
X
b Wat zal de afgeleide functie zijnvan f (X) = X* ?

Envan f(X)=x* ?

1.28 Bekijk opnieuw de grafiek van y = X (opgave 5).
In welk punt van de grafiek heeft de raaklijn een hellingshoek van 45°?
1.29 f(x)= Xt kun je differentiéren met de produktregel, immers: f(X) = XX
Voer de berekening uit en laat zien dat di[x”] =n-X"" ook klopt voor n=2
X

Voortaan mag je direct de volgende regel toepassen.

16



Voorbeelden:

1.30

131

Voor alle  postief gehele
negatief gehele
positief gebroken
negatief gebroken

exponenten r geldt:

d r r-1
—| X |=1IX
dx[ ]

M =60

Om te kunnen differentiéren, schrijf je: f(X) =6-X

2
3

2 1 4
Ervolgt: f'(X)=6-—=X3=—
gt f'(x) 3 P
3
(2) f(X) :—4
X
Om te kunnen differentiéren, schrijf je: f(X) =3x™.

Ervolgt: f'(X)=3--4x°=-12x"°= _X_SZ

Differentieer nu de volgende functies.

a  f=ix © f(x)=10-x"* € f(x):iz+ﬂ
XX X
b 5 d f(x)=0,2.-x° f 1
f()== ’ f(X)=VX+——=
(9= () =+/x N
X2+ x+1

Voorbedd: f(X)=*%

Om f te kunnen differentiéren, kun je eerst als volgt herleiden:
2

f(x)=X—+§+1=x+1+x’1.
X X X
Ervolgt nu: f'(X)=1+0-x" :1—i2
X
Herleid en differentieer:
X2 +1 c X2 —x+1
(x) (x) 7
X3 +1 d X2 +4x2 —3x
(x) Z (x) X

17



1.32

133

1.34

135

1.36

137

1.38

Jekunt y= XX op twee manieren differentiéren.
(i) door x\/; op te vatten as het produkt van x en \/; .

(ii) door XX op te vatten als macht van X(= xl%) :
Differentieer de functie op beide manieren en laat zien dat je resultaten gelijk zijn.

f(x):% en f(x) =X
Bereken f "(X) en g"(X)

Bereken:

2 i[\/F] voor Xx=1 ¢ i[x%/;] voor Xx=9
dx dx

b

dx| x?

i voor x=a4 ¢ d {ﬂ J voor =9

F0)=2x, g9 =x, v(x) = f () -g(¥).
a Teken in één figuur de grafieken van f, genv.
b Toon aan dat de maximale waarde van v(X) gelijk isaan 1.

f(X)=x"-3x (x=0).
a Vulin X 0| 1| 4]9]16
f(x)
/()

b Teken een grafiek van f
o Wat is het bereik van f ?

In een destilleerderij kan per dag 1000 liter jonge jenever worden gestookt. De pro-
duktiekosten K (in guldens) en de opbrengst O (in guldens) zijn functies van de ge-
produceerde hoeveelheid g (in liters).

De economisch adviseur van het bedrijf heeft een wiskundig model opgesteld:

K =g’ en O=4q?

a Teken de grafieken van K en O alsfunctie van q.
b  Teken ook een grafiek van de wing W(=0O-K) as functie van q.
Bij welke produktieomvang is W maximaal ?

Op de emballage-afdeling van een fabriek vervaardigt men onder andere kartonnen

dozen met een inhoud van 36 dm®. De dozen zijn aan de bovenkant open. De bodem
van zo0' n doos moet een vaste vorm hebben (lengte en breedte moeten zich verhouden
as2:1)

a Stel de breedte van de doos x dm.
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Toon aan dat de hoogte van de doos gelijk moet zijn aan 2 dm?

b Druk de benodigde hoeveelheid karton (=k) voor de zijkanten en bodem uit in x.

c Bereken —

d De fabrikant concludeert dat hij het voordeligst uit is als hij dozen produceert
die 3 dm breed, 6 dm lang en 2 dm hoog zijn. Hoe volgt dit uit b en c?

1.39 Zie de volgende tabel met zestien functies.
Differentieer ze alle zestien en vereenvoudig zo mogelijk de resultaten.

0,7
1 1 10x 12
X/X X X

x+1 (%) 3/8x 3

)—1(+ sinx | 1.sinx | -2 cosx 2C0SX

Jx Jx

Xi=
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1.5 Kettingregel

Dit hoofdstuk gaat over het differentiéren van functies as:

y=+/x*+64

y=sin(x*)
B 1
Y= o8’ (3%)

enz., kortom over het differentiéren van kettingfuncties.
De regel die hierop betrekking heeft, de zogenaamde kettingregel, kan worden duide-
lijk gemaakt met behul p van machines. Hieronder zie je twee van zulke ‘ machines'.

A B
[ [

2
FUNCTIE:|U=X"+64 || FUNCTIE:

De afspraak is nu dat de 'uitvoer’ van machine A as 'invoer’ van B wordt gekozen.
Zoishij deinvoer x =6 op machine A, de uitvoer u= 100. Deze waarde, als invoer
bij B gebruikt, levert daar de uitvoer y = 10 op. Schematisch:

X u y
6 A 100 B 10

1.40 Wegaan nu deinvoer van A een beetje veranderen, bijvoorbeeld +0,1 dusinvoer x =
6,1. Kort gezegd: Ax=0,1.

a Ganadat bij kleine verandering van Ax = 0,1 vanuit de stand x = 6 geldt:
Au=12-Ax en Ay =0,05-Au

b De bewering van a houdt verband met: %:12 voor X=06 en %:O, 05
X u

voor u=10.
Hoe kun je hieruit % berekenen voor Xx=67
X

De afspraak ‘uitvoer A = invoer B’ voor de machines A en B uit het vorige voorbeeld,
komt neer op het schakelen van die twee machines. De aan elkaar geschakelde machi-
nes A en B kunnen worden vervangen door één machine C.

C
[

FUNCTIE: | Y= Vx? +64 |
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141

1.42

In opgave 1.40 heb je gezien hoe je % kunt berekenen voor X=6 door vermenig-
X

vuldiging van de differentiaal quotiénten d_u en ﬂ
dx du

Dat zijn de differentiaalquotiénten van de beide schakels waaruit de functie

y=+/X*+64 is opgebouwd. Dit geldt natuurlijk niet alleen voor X= 6, maar voor

e ke waarde van x.
In formule

dy _ du d — '
Y= & a% kettingregel

In woorden:

de verandering vany ten opzichte vanx =
de verandering vanu ten opzichte vanx
maal

de verandering vany ten opzichte van u.

Bekijk nogmaals de functie y =/ X* + 64

a Bereken d voor X=4.
dx
. dy 9
b Laat zien dat voor x = 9 geldt: —=-—= en dat voor x = 10 geldt:
dx /145
g_ 10
dx 164

c Heb je enig idee hoe % kan worden uitgedrukt in x?

X
Voor je nu verder leert, hoe je de kettingregel kunt gebruiken in uiteenlopende situa-
ties, eerst nog een tweede voorbeeld om de kettingregel duidelijk te maken.

Een groot bedrijf werd getroffen door een hevige griepgolf. Toen de epidemie zijn top
bereikte, was zo' n 80% van het totale werknemersbestand geveld door de griep. In de
volgende figuur (1) zie je de grafiek van het aantal aanwezige werknemers (= w) als
functie van de tijd in dagen (= t) in de dagen na het uitbreken van de epidemie.

a Hoeveel werknemerstelt het bedrijf ongeveer?

b Wanneer was het ziekteverzuim het grootst?

c Wanneer nam het ziekteverzuim het sterkst toe?
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f Grafiek 1
[ 8000
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- BE00
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00
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EI -;1 Eli é 1III] 1|2 1::1 1IE 1IE EIU EIE 2::1 i
—r
1.43 De bedrijfdeider was de eerste dagen nauwelijks verontrust door het ziekteverzuim.
Hij beschikte namelijk over de gegevens betreffende de produktie (= p) als functie van

het aantal werknemers (zie grafiek I1).

Grafiek 2
8000

L7000 T
6000
5000

-4000

_}p

-3000
-2000

-1000

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
=W

a Verklaar waarom de bedrijfsleider de eerste dagen nog niet zo somber gestemd

was.

b Hoeveel dagen na het uitbreken van de epidemie bereikte de produktie een
maximum?

c Schets de grafiek van p a's functie van t (voor de desbetreffende periode van 22
dagen).

Let nog eens op het verband tussen w en t (grafiek ). In drie punten van de grafiek is
de helling gemeten. Resultaat:
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] ow | W

2 6200 =300
4 4500 —-1200
10 1800 300

a  Welke betekenis kun je hechten aan de getallen in de derde kolom (dus aan -300,
-1200, 300)?
Ook in grafiek |1 is op drie plaatsen de helling gemeten. Resultaat:

wl p | &

6200 7190 0,1
4500 6750 0,6
1800 3670 17

b Beredeneer dat op het tijdstip t = 4 de produktie afnam met 720 stuks per dag.
c Op het tijdstip t =10 nam de produktie weer toe. In welke mate?
d Nam de produktie op het tijdstip t = 2 toe of af ? In welke mate?
e Welk verband bestaat er tussen @d—wenﬁ ?

dt  dt dw
De kettingregel zegt dat je het differentiaalquotiént van een kettingfunctie kunt bepa-
len door de differentiaal quotiénten van de schakels te berekenen en die met elkaar te
vermenigvuldigen.
Daarbij zullen de schakels functies zijn die direct te differentieren zijn, dus bijvoor-
beeld machtsfuncties, veeltermfuncties, sinus of cosinus.

Neem y=+/X*+64 ofwd y=(x+64)?
Als ketting genoteerd:

1
X2 + 64 (X +64)°

Als we de uitvoer van de eerste schakel u noemen, dan is de invoer van de tweede
schakel ook te schrijven alsu

X

1
X2+64 —— (X*+64)2

u B —— u2

1
X —— x2+64 —— (C+64)°

Die laatste uitvoer noemen we ook y. Het complete schema wordt nu:

We berekenen voor U = X + 64 het differentiaal quotiént % envan y= u? het
X
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differentiaal quotiént ﬂ .
du

Resultaat: %—ZX en ﬂzlu_% =i
dx du 2 2Ju
Die twee vermenigvuldigd levert % op.
X
dy _ox. X
dx 2\/_ \/U
Omdat we ﬂ graag willen uitdrukken in x, vervangen we u door X* +64.
dy X
Er komt dan — = —.
dx x*+64
In schema:

N erer ——— (464

I Il
u

—_— u

I
y

& =

1.44 Gegevenisdefunctie y=sin(x%).

x2+ 64

, . : : d
Vier leerlingen vonden vier verschillende antwoorden voor d—y .

X
Dit zijn die vier antwoorden:

1 3
@) ﬂ:gn(zx) ) ﬁ=cos(ZX)
dx dx
2 4
2) ﬂ = cos(x?) @) ﬂ = 2X-cos(X?)
dx dx
Als je goed naar de antwoorden kijkt, zie je wel hoe elk van die leerlingen gedacht
heeft.
a Schrijf bij elk van de vier antwoorden op, hoe de gedachtengang (vermoedelijk)
IS geweest.

b Welk van de vier antwoorden is het juiste? Waarom?

1.45 Bekijk onderstaande ketting:
X X2+x+1 —— (+x+1)*
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a Stel u=x*+x+1en y:u‘lenbereken$enﬂ.

X du
b Druk vervolgens ﬂ uitinx.
dx
1.46 Bereken ﬂ VOoor:
dx

a y=(5x+2)°

b y=+4-X

¢ y=(-V9*

Voorbedld: i(ij

dx\ sinx

X > i ,ofwel x > (sinx)™ iseen ketting van twee schakels:
sinx

X > snx > sinx?

Bij het togpassen van de kettingregel zijn er twee manieren: ‘van binnen naar buiten’
en ‘van buiten naar binnen'.

manier 1:
‘van binnen naar buiten’: « dinx (Sinx)-l
I I
stap 2 u y
— . -2
Gy | —— stapl g =cosxt x |f = -Tu
%é: cosy- dz = cosx: -—L~ = _COSX
sin x sin x
manier 2:
‘van buiten naar binnen’: | 4 Sl = -1.[5md°
ax - -1- © COSX
stap 1 o /t g ed.ffﬂ iderd
gedi iéer gedifferentiéer
} naar&?ﬁ naamx
snx | <7 Sap2

1.47 Vergelijk de bovenstaande manieren om de kettingregel toe te passen. Kies de metho-
de dieje het beste ligt en bereken achtereenvolgens:

d. . d, 1 d .-
—(cos’ x b —(—— —(J/sinx
a dx( ) dx coszx) ¢ dx( )
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1.48 Gegevendefunctie y=sin(x*+1). Indetabe staan de hellingscoéfficiénten voor x

=12,..,10.

Verder zijn ook de waarden van sin(x”+1) en cos(x* +1) voor x = 1, 2, ..., 10 afge-

drukt.

(1) (2 ©)
- d 2
X sSin(x%+1) dx cos(x?+1)
1 0,909 -0,832 -0,416
2 -0,959 1,134 0,284
3 -0,544 -5,033 -0,839
4 -0,961 -2,202 —0,275
5 0,763 6,489 0,647
6 -0,644 9,223 0,765
7 -0,262 13,534 0,965
8 0,827 -9,010 —0,562
9 0,313 17,067 0,950
10 0,452 17,950 0,892

a Dedl de uitkomsten van kolom (2) achtereenvolgens door de bijbehorende uit-
komsten van kolom (3). Had je het resultaat kunnen voorspellen?

b Hieronder ziejede grafiek vande y=sin(x*+1).

2L

Hoe kun je aan de formule zien dat de grafiek symmetrisch moet zijn?

c Je zZiet dat de ‘schommelperiode’ steeds kleiner wordt, naarmate je vanuit 0
meer naar rechts gaat. Hoe kun dat verklaren met behulp van de formule?

d De grafiek snijdt de y-asin een punt P met horizonta e raaklijn. Laat zien hoe je
dit kunt concluderen uit de hellingfunctie.

e In het plaatje zie je nog een aantal punten met horizontale raaklijn. Bereken de
x-codrdinaten van de twee punten met horizontale raaklijn die het dichtst bij P

liggen.
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1.49 Differentieer y=( f (x))3 naar X, achtereenvolgens voor:

a = 2 c
f(x)=x*+4 £(x)= 1
1+2x
b f(x)=sinx d f(x)=31-x
De kettingregel moet vaak worden toegepast in combinatie met som-, verschil-, of
produktregel.
V oorbeeld:
Gegeven: y=3/1+2x + 2/3+x2
Gevraagd: %
Oplossing:  yisdesom van twee functies die ieder met de kettingregel worden
gedifferentieerd.
1 1
y= (1+2x)3 + 2.(3+X)?
d 2 1 1
=3 @+29°-2 + 2-3-B+xX)? -2
gy =__2 + 2X
X 331+ 202 J3+x2
dy

1.50 Bereken d_ as:

X
a y:ﬂ+5x € y=5x—+/x?—4x
b y =/ X* —4x —5x d y =5x-/X* —4x

1.51 Bereken ﬂ as:
dx

a y=dn(x*)+cos(x’) € y=sinx-/cosx
b y=din(x*)-cos(x’) 4 y=1/sinx:cosx

1.52 Agent 007 isop 3 km afstand van de kust gedropt. Met een rubberboot wil hij de kust
bereiken om bij strandpaal 38 een geheime boodschap achter te laten. Natuurlijk is het
zaak dat hij zo snel mogelijk dit kluge klaart. Met de rubberboot kan hij zich roeiend
verplaatsen met een snelheid van 4 km/u. Het water is zo rustig dat de vaarrichting
niet van invlioed is op zijn snelheid. Op het strand kan hij een lange poos een snelheid
van 8 km/u volhouden.
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In onderstaande situatieschets zie je nog dat de strandpaal 4 km verwijderd is van de
plaats (A) op het strand die James Bond zou bereiken als hij de kortste weg naar het
strand zou nemen.

positie
rubberboot (R)

3km

kust

A * 538
4 km

a Veronderstel dat James Bond inderdaad de kortste weg naar het strand neemt en
4 km loopt. Hoeveel tijd heeft hij nodig om paal 38 te bereiken?

b Hoeveedl tijd heeft hij nodig als hij in schuine richting rechtstreeks naar de
strandpaal roeit?

Misschien kan hij tijd sparen door ergenstussen A en paal 38 aan land te gaan.

c Stel dat hij precies halverwege (dus op 2 km van paal 38) de kust bereikt. Hoe-
veel minuten tijdwinst boekt hij ten opzichte van de vorige routes?

Met behulp van differentiaalrekening kun je de snelste weg voor James Bond bereke-
nen. Stel dat hij x km van A aan land gaat (plaats B).Detijd t (in minuten) die nodig is
om S38 te bereiken is een functie van x. Vandaar dat we noteren: t(x).

d Laat zien dat geldt:

*4R

t(x) =15V9+ x* + 30— 71 x 3km

A X B * S38

e  Bereken t'(X) enlosop:
t'(x)=0
f Bereken (in seconden nauwkeurig) de minimaletijd die James Bond nodig heeft
om paal 38 te bereiken.
g Welke hoek moet bij de snelste route de vaarkoers RB maken met delijn RA?
h  Verandert het antwoord op de vorige vraag als S38 meer dan 4 km van A &f ligt?
Een functie die een ketting is van drie of meer schakels kan ook met de kettingregel
worden aangepakt.

Voorbedd: y = !

cos'(3x)
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Oplossing: Volgens de van ‘ binnen naar buiten’ methode:

-4
05’3

N
X 3x cos(3X) cos4(3)
Il Il Il
u w y
du _ d_W _ dy - 45
Ix = —sinu aw 4w—
=3.(-sinu) - (4w™>)
= 3. (~sin 3X) - (=4cos >3x)
=12sn3X
0s°3x
Oplossing volgens de van ‘ buiten naar binnen’ methode:
-4
/7 1N\
3 2 1
=[]
d =-4. A -sin
6|¥ 4T cos@ T
gedifferentieerd gedifferentieerd gedifferentieerd
naar |Cos naar @ naar X
d = _ _4 . _3g = 12dn3x
a¥ (cos3x)® 3sin3x c0s°3x
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1.53 Kies één van beide methoden en differentieer met behulp van de kettingregel:
a y=sin’(x*+1) b y = {/cos/x

c 1 d B 1
y= /sm; y_sing
1.5.1 Terugblik

Regel voor het differentiéren van machtsfuncties:

r r-1

d
—X =r-X

dx

Kettingregel
Bij een ketting van twee (of meer) functies wordt het differentiaal quotiént berekend
door vermenigvuldiging van de differentiaal quotiénten van elk van de schakels.
Voor een ketting van twee functies betekent dat:
asy eenfunctieisvan u en u een functieis van x,

dusals
X u y
go Y _du dy

dx dx du

1.5.2 Opgaven
a Bereken achtereenvol gens.

d 2 4
&[(X +1)°1, [\/(X P —[( > 1)4

b f(X)=sn (5x)
Bereken f '(0,057)

C In onderstaande figuur zijn getekend de grafiekenvan y=X (I)en y= Xt (k)

Aanvankelijk stijgt k sneller dan |, later 7T
langzamer.

In welk punt van k vindt de ‘ommekeer’
plaats (dat wil zeggen, in welk punt heeft k
dezelfde hellingscoéfficiént als17?)
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1.6 Gebroken lineaire functies

154

1.55

1.56

157

Twee zuges schelen nagenoeg 5 jaar in leeftijd. Toen de oudste 10 werd zei ze trots
tegen haar zuge: ‘Nu ben ik twee keer zo oud asjij.” Vijf jaar later, toen de oudste
opnieuw haar verjaardag vierde, herinnerde de jongste zich dit voorval plotseling en

zei: *Nu ben je nog maar 13 keer zou oud as ik.(Naar een oud kinderraadsel.)

a Hoe groot is de verhouding van de leeftijden als de oudste 25 jaar wordt?
b Nahoeveel jaar is de oudste nog maar 155 keer zo oud als de jongste?

c  Tekendegrafiek van f(x):iS voor 1< x<10.
X

d Wat heeft het verhaal van de twee zuges met het verloop van de grafiek te ma-
ken?

e Hoe zet de grafiek zich voort voor X >10?

Wat kun je zeggen van de verhouding van de leeftijden van beide zugjes als die

het ‘ eeuwige' leven zouden hebben?

f(x) =212

De functie X is een voorbeeld van een gebroken functie, waarbij teller en
noemer elk lineaire functies zijn.
Daarom noemen we f een gebroken lineaire functie.
De algemene vorm van een gebroken lineaire functieis:
_ ax+b

F(X)=c
In bovenstaand voorbeeld geldt; @=1, b=5 ¢c=1 d=0,
Verderop za blijken dat a, b, c en d aan enige voorwaarden moeten voldoen, wil er
sprake zijn van een ‘echte’ gebroken lineaire functie.

De meest eenvoudige gebroken lineaire functie f is die waarvoor geldt: a=1, b=1,
c=1,d=0.

a Geef de formule van die functief.

b Teken de grafiek van f.

C Welke asymptoten heeft die grafiek?

—h

Bexijk de functies f (x) = en g(x) = X2,
X

a  Toonaandat geldt: g(x)= f(x)+1
b Bereken f'(X) en g'(X)
C Teken (voor X # 0) de grafieken van f en gin één assenstelsel.

Gegeven: f(X)= 3)(2+ 4 .
X

a f is een gebroken lineaire functie. Welke waarden hebben a,b, c en d?
b Laat zien dat geldt: f(x) =15+ % en teken vervolgens de grafiek van f.
c Welke asymptoten heeft die grafiek?

31



1.58 Gegeven zijn de functies f(x)=% en g(x):iz.
X_

a Welke lijnen zijn de asymptoten van f? en welke van g?
b Teken in één figuur de grafieken vanfen g.
c Bereken f'(X) en g'(X).

1.59 Gegeven de volgende vier functies:

-2 X+2 2X—6 X—2
f(X)=—s g(X)=——: h(X)= ; k(x) =—
x-1 X+1 X—3 X
Vier grafieken:
| 1
1[]: 10 ‘
Bt 8 |
6f Jann
4+ 4 |
1
AT e R A AREE A YRR R AL
21 2 |
“ o
s G+ |
o o
0l 4ol
Il v
10, 10

I T T O Y e T 1

21
4'I
|
B
8]}
gl
Degrafieken |, I1, 111 en IV passen bij de functiesf, g, henk.
a Zoek uit welke grafiek bij welke functie hoort.
b Hoe kun je de verticale asymptoot in I, 11, [11 en IV terugvinden in de formules?

De grafiek van een functie van de vorm:
ax+b a c
f(x)= —#*—
cx+d (waarbij C=0en b d)
is een hyperbool; zo'n hyperbool heeft één horizontale asymptoot en één verticae
asymptoot. De horizontale asymptoot kun je vinden door voor x heel grote waarden in

te vullen (bijvoorbeeld X= Imi ljard). De verticale asymptoot kun je vinden door nate
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1.60

161

1.62

1.63

gaan in de buurt van welke x de functiewaarde zeer groot wordt. Daar is het gedrag
van de noemer van belang.

15x+45

3x-18
a Verklaar: de verticale asymptoot isdelijn X=6
b Vul in: de horizontale asymptoot isdelijn y=....
C Teken de grafiek van f.

Gegeven de functie: f(X) =

Alsjein de functie van opgave 7 een heel groot getal voor x invult, bijvoorbeeld, dan
hebben de constanten 45 en -18 nauwelijks invioed op de uitkomst:

15.000.000.000+45 15.000.000.000
3.000.000.000-18  3.000.000.000

=)
Je ziet zo dat de uitkomst ongeveer gelijk moet zijn aan 5 3
In het algemeen geldt dat je de horizontale asymptoot van een gebroken lineaire func-
tie kunt vinden als je de tellercoéfficiént van x dedlt door de noemercoéfficiént van x.
Waarschuwing: deze opmerking is dus aleen geldig voor functies van dat type.

In opgave 6 heb je gezien dan de grafiek van f (X) = 2x=6 een horizontalelijnis
met een ‘gaatje’.
Verklaring: 2x=6 = 2Ax=3) =2 voor X#3
X—3 X—3
2X—6

3 heeft geen betekenis voor X =3.

Bekijk nu defunctie: g(x) = 2+i3.

a Veklaar: g(x):2+i3

b Hoe kun je uit de laatste formul e de horizontale asymptoot van g vinden?
c Bereken de hellingscoéfficiént van de grafiek van g in het punt (1,13).

Noem de asymptoten en teken de grafiek van

a f(x):3x+2 C f(x):i
X+1 X+1
b 2X d 4x—-3
() X+1 () 2X+1

Gegeven zijn de functies t(X) :%x+ 2 en n(x) :%x+1.

a  Tekendegrafiekenvantenninéén figuur.

De functie f wordt gedefinieerd door: f (X) = 1)

n(x)
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Bekijk het snijpunt T van de grafiek van t met de x-as. Wat levert punt T voor
informatie over de grafiek van f?

Bekijk het snijpunt N van de grafiek van n met de x-as. Wat levert punt N voor
informatie over de grafiek van ?

Hoe gedraagt f(X) zich voor zeer grote waarden van s? En voor zeer kleine (zeer
negatieve) waarden?

Teken de grafiek van f.




1.7 De Quotiéntregel

1.64

1.65

1.66

In het voorgaande heb je regels geleerd voor het differentiéren van som, verschil, pro-
dukt en ketting van twee functies. Wat nog ontbreekt, is een regel voor het differentié-
ren van een quotiént.

f(x)= 10
Stel n(x)
(tis‘tellerfunctie’, nis‘noemerfunctie’).
We bekijken eerst een voorbeeld: t(X) =3x+4 o N(X) = 2x-5

t(X
f(x) =) . )

In plaats van n(x) kun je ook schrijven: (¥) =t(x)-n(x)
Dus T (¥)=(3x+4)-(2x~ 5
Het differentiéren van f kun je nu uitvoeren door een combinatie van produkt- en ket-
tingregel.

a Laatziendat geldt: f'(x)= 3 Ox+8

2x—5 (2x—5)?
b  De formule van f '(X) kan nog worden vereenvoudigd door de twee breuken

onder de noemer (2x—5)? te brengen. Doe dit.

Je kunt bij het differentiéren van het quotiént van twee functies atijd redden met pro-
dukt- en kettingregel. Er is echter ook een regel om de afgeleid van een quotiént recht-
streeks te vinden: de quotiéntregel. Die regel luidt:

f(x)= 1) fY(x) = t'(x)-n(x) —t(2X) -n'(x)
Als n(x) , dan (n(x))

Of korter:

(lj,_t'.n—t.n'
n n?

a  Neem t(X) =3x+4 en n(x) = 2x—5 en bereken:
t'(x) - n(x) —t(x)-n'(x)
(n(x))?
t(x)
(

b Controleer of de uitkomst gelijk is aan de afgeleide van f(X)=——
n(x

, zods je
diein opgave 1.64 hebt gevonden.

x3-1
f(x)=
() X2 +1

4 2
Laat zien dat uit de quotiéntregel volgt: ﬂ = w

dx (x*+D

Je hebt de quotiéntregel al een paar keer toegepast, zonder dat aangetoond is dat de re-
gel echt klopt. Er zijn verschillende methoden om de regel te bewijzen:
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(1) Schrijf % als t(x)-n(x)™" en pas produkt- en kettingregel toe.
n(x

2 Als f(x):M dan f(X)-n(x)=t(x)
n(x)
Dit links en rechts differentiéren geeft gelijke functies:
f'(X)-n(xX)+ f(x)-n'(x)=t'(x) of korter: f'n+ fn'=t"
Hiermee kan f ' worden uitgedruktint, nt enn’.
3 Tendlotte kun je hagaan of (%)z t rl:ztn klopt, door uit te gaan van:

l-n:1.
n

Links en rechts differentiéren geeft:

(l)-n+£-n':0
n n

t,, .
Je kunt n controleren of (—)' inderdaad vervangen mag worden door
n

t'n—tn'
n?

Bij het differentiéren met de quotiéntregel is de volgorde belangrijk: eerst de teller-
functie differentiéren (en de noemer ongewijzigd laten), daarna andersom.

1.67 Differentieer defunctiefin het geval f(X)=

a X +1 e 4x
3x+1 x*+1

b X f X +1
sinx 4x

c 3X°+x+1 g Jx+2
2x° —x+1 Ix-2

d 3x-4 h COSX
4x—5 X
3 2

1.68 f(x)= 7 3 en g(x) = 23

Bereken f I(X) en gl(x)
De functies f en g zjn verschillend maar hebben dezelfde afgeleide.

Hoe kan dat?
X°+Xx+1 x*+1
169 f(X)=——en f(X)=——————
» x*+1 9 X+ X+1
a  Stel een vergelijking op van delijn die de grafiek van f raakt in het punt met x-

coordinaat 0,
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b Dezelfde vraag voor g.
C In welkeintervallenisf stijgend en in welk dalend?

1.70 Hiernaast zieje de grafiek van

1.71 Gegevenisdefunctie f(X)= % voor

1.72

f(x)= voor X=>0

X?+1

a Volgens de tekening is het maximum van f(x) S
gelijk aan 3. hoe kun je dat bewijzen met
behulp van de afgeleide functie? sl

b Bereken '’ (x).

c Laat zien dat de grafiek een buigpunt heeft bij

x=+/3. ‘

d Teken de grafiek van fin het gebied X< 0.

2

X+
-10<x<10.

a Bereken de kleinste en de grootste
functiewaarde.
b  Losop: f(x)>8.

Een te groot verkeersaanbod op een te smalle weg ... weer een file. Hoe drukker het is,
des te langzamer de file rijdt. Blijkbaar kunnen bij lage snelheden meer auto’s worden
verwerkt. Toch gek, want bij een snelheid van 0 km/u stroomt geen enkele auto door.
Is er een optimale snelheid van een file? Over dit probleem gaat de volgende opgave:

Belangrijk bij het fileprobleem is de onderlinge afstand van de auto’s. Hoe groter de
snelheid van defile, hoe groter de onderlinge afstand moet zijn,en dat is van invioed
op de doorstroming. Anderzijds is de onderlinge afstand bij lage snelheid wel klein,
maar in een slakkengangetje kan er ook niet veel doorstromen. De onderlinge af stand
bepalen we met behulp van de vuistregel:

r =0,0075v* met r = remweg in metersen v = snelheid in km/u.

a Hoeveel meter afstand tot zijn voorligger zou een automobilist tenminste moe-
ten aanhouden bij een snelheid van 60 km/u? En bij een twee keer zo grote
snelheid?

b Stel je voor dat een file een snelheid van 60 km/u heeft en uit louter personen-
auto’ s bestaat. Neem voor het gemak aan dat elke auto 4 mlang is en dat iedere
automohilist de voorgeschreven remafstand in acht neemt. Op een zeker punt
heeft de politie een teller geplaatst. Laat zien dat er per minuut ongeveer 32 au-
to’'sdeteller passeren.
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CQQ@ Cg‘\ﬁ
S 2 27m & 4m

teller

a Hoe groot is het aantal auto’'s dat de teller passeert bij een snelheid van 120

km/u?
b Het aantal auto’s (=N) dat de teller per minuut passeert is een functie van de
snelheid v (in km/u). Toon aan dat geldt: N :%
0,45v" + 240
C Bereken d—N
dv

d Toon aan dat de optimale snelheid van een file onder de hierboven geschetste
voorwaarden ongeveer 23 km/u is.

1.7.1 Terugblik

Quotiéntregel

Een gebroken lineaire functie is van de vorm:
F(x) = ax+b
cx+d

a b
De grafiek van f is een hyperbool (tenzij €=0 of ¢ d)

Zo'n hyperbool heeft twee asymptoten.

De horizontale asymptoot wordt gevonden door de verhouding van 8X+Db en cx+d
te bekijken voor x wordt ‘heel groot’ (x ‘nadert tot oneindig’). Die verhouding nadert

a a

tot C.Delijn C isde horizontale asymptoot.

De verticale asymptoot wordt gevonden door te onderzoeken voor welke x de func-

tiewaarden ‘heel groot’ worden (‘tot oneindig naderen’). Dit gebeurt als de noemer
d

X
van de gebroken vorm tot nul nadert. Uit SX+d =0 yolgt C en dit is meteen
de vergdlijking van de vertical e asymptoot.

Laat u en v functies zijn van x.
dju®) | u'(x)v(x)—u(x)v'(x)
ax| v(x) | (V(X))>

uj, u'v-uv'
Y Ya

Kortweg
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1.7.2 Opgaven

a

d| x*+3 d| xX*+x+4
Bereken — en—| —————
dx| x+1 dx X+1

ax+b (c£0)
cx+d

ad —bc
(cx+d)?

Gegeven: f(X) =

Toonaan: f'(X)=

Wat kun je zeggen van f '(X) in devorige opgave in het geval a_ g
c
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1.8 Een bekende goniometrische functie

sin X

1.73 Gegevenisdefunctie f(X)=——

COSX

Omdat f samengesteld is uit de functies sinus en cosinus zie je hieronder de grafieken
van die twee getekend.

a Welke informatie geven de oplossingen
van de vergelijking sinx=0 over de
: in X
grafiek van f(X) = 3 ? .
COSX T /]
b  Dezelfde vraag maar nu voor de \ p s i
vergdlijking: cosx=0 e T -,{ TN,
c Heeft de grafiek van f asymptoten? 1 f’ 1 1“’3 i 4;’5 f ﬁ\ gv
d Vul in onderstaande tabel de exacte ' | "L Y
waarden: i -
2L
X 1 1 1 2 3 5 1 1 1
-7 -7 - - - - 1-7 1-r7 1-7
6 4 3 3 4 6 6 4 3
sin X
COSX
f(x)
e Bereken ook: f(—inj; f(—lﬁ ; f(—lzzj.
6 4 5

f Uit de antwoorden bij ¢ en d kun je vermoeden dat de periode van

sin

f(x) =

X

COSX
figuur. Hoe kun je daaruit afleiden dat f inderdaad de periode 7z moet hebben?

niet 27 is, maar verrassenderwijs . Bestudeer bovenstaande

g Teken de grafiek van f voor het interval —%7[< X< 2%7:.

1.74 1n een rechthoekige driehoek met een scherpe hoek van x radialen geldt:

sinx:B
r

cosx:g
r

tanx:B
q

sin X

Bewijs dat hieruit volgt: tan X =——

COSX
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175

1.76

177

1.78

Het in opgave 1.74 genoemde verband tussen sinus, cosinus en tangens geldig is voor
scherpe hoeken, maar kan ook worden gebruikt om de tangensfunctie voor alle andere
x-waarden te definiéren

1 1 1 1 1

-1-n ——n —n l—nm 2—1
(met uitzonderingvan ..., 2 , 2 2 2 2 ),
x¢172+kﬂ
Voordle 2 (k:O'l'_l’ 2,-2,... ) geldt:
sinx
tanx="——
COSX

In opgave 1.73 heb je a kennis gemaakt met de tangensfunctie en ontdekt dat tangens
een kleinere periode heeft dan sinus en cosinus.

Tan(x) is een periodieke functie met periode 7 ofwel: tan(x+kz) = tan x vaoor
k=0,1,-12,-2,..

tan x isniet gedefinieerd voor x:...,—1175,—17[,17&117[,...
2 2 2 2

a Waarom eigenlijk niet?

. 1 .
b Bereken enkele waarden van tan X voor x in de buurt van —z . Conclusie?
2

Jekunt f(Xx)=tanx differentiéren met behulp van de quotiéntregel.
a Controleer deze berekening:

. o . 2
(%) = cos® X+sin? x :1+(smxj 1t tan®
cos” X COSX
b Uit het resultaat van a volgt dat de grafiek van de tangens een buigpunt heeft in
(0,0). Hoe?

Welke vergelijking heeft de buigraaklijnin (0,0)?
Welke andere buigpunten heeft de tangensgrafiek?

[e NN @]

Hiernaast zie je de tangensgrafiek voor
—%ﬁ< x<%7: met de buigraaklijn in (0,0).

In de buurt van (0,0) valt de tangensgrafiek
bijna samen met de lijn y=x. Er gedt:

X=X voor X=0.

Bekijk de grafiek van f (X) =tan x. Voor
welke x geldt: tanx=17?

Gebruik het resultaat van opgave 1.76a en
bereken:
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R R
dx dx tan x

b d
i[tan2 X] i[tan(l— X)]
dx dx

1.79 Welk interval bereikt:

a 1+tan2x as —lzr< x<17r?
6 4
5 1 1

b l+tan“ X aAs——zm < X<—7x?
6 4

c 1+ tan® x—2tan x als—%;r<x<%7r?

1.8.1 Terugblik
In dit onderdeel heb je een nieuwe standaardfunctie leren kennen: de functie tangens,
kortweg tan.

Voor dle x¢%7c+ kr (k=0,1,-1,2,-2,... ) geldt:

fanx=——
COSX

Defunctietanis periodiek met periode .
De grafiek van tan heeft (oneindig vedl) verticale asymptoten; de vergelijkingen hier-

van zijn: X=%7Z’+ kr (k=0,1,-12,-2,...)
Voor het differentiéren van de functie tan kun je gebruik maken van de regel:

i[tan x] =1+ tan® x
dx

1.8.2 Opgaven
a In welke punten tussen x:—%fr en X:%ﬂ' heeft de grafiek van y =tan x

hellingscoéfficiént 4?
b  Welke periode heeft de functie f (X) =tan2x ?

Teken de grafiek van 0< X< 2.
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1.9 Toepassingen

1.80

181

1.82

1.83

Delengte L (in cm) van een metalen staaf is afhankelijk van de temperatuur t (in °C).
dL

De zogenaamde uitzettingscoéfficiént van de staaf bij t °c is gelijk aan dt :

Hierbij is LO de lengte van de staaf bij 00 C).

-1 . 2 ~ _ -8
Er is nog gegeven: L=L,-(+at+Dbt") met @=2-10 ° en b=35-10 .
Bereken de uitzettingscoéfficiént van de staaf bij 50 OC.

Tussen de verkochte hoeveelheid g van een zeker artikel en de prijs P bestaat het vol-
gende verband:

1 1
P =500+=0q-——@° (voor =300
6q 3600q ( q )
a Ganadat volgend de formule geldt: g stijgt als P daalt.
b De omzet R is gelijk aan qx P . Bereken de prijs van het artikel waarvan de

omzet maximaal is.

Om 24.00 uur vaart het schip de Bruinvis 125 km
precies ten zuiden van het schip de Albatros. De Ak ool ko
bruinvis vaart in noordelijke richting met een

snelheid van 20 km/u, de Albatros gaat oostwaarts E

met 15 km/u. N - e

a Teken op schaal de posities van A en B om 2 ¥
02.00 uur en om 04.00 uur. Bereken ook de = z

onderlinge afstand van beide schepen op die
tijden. T

b Druk de onderlinge afstand van A tot B, t uur oo gl R
na middernacht, uit in t.

C Bereken op welk tijdstip de afstand tussen de
beide schepen minimaal is.

Een boot nadert de kust met een snelheid van 9m/sec. op een gegeven moment (t = 0)
worden de motoren afgezet. De snelheid t seconden na het af zetten van de motor

2
wordt gegeven door de formule: v(t) = (3—%tj
a Leg uit dat de afgelegde afstand van de boot, na het af zetten van de motor gege-

3
ven wordt door de formule: s(t) =18— %(3—%tj

b Hoeveel meter drijft de boot uit?
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