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   Handleiding ‘Bellen blazen’

Inleiding

‘Hoe kun je het kortste wegennet tussen een aantal punten vinden?’ Dit minimaliseringsprobleem is niet zo eenvoudig theoretisch op te lossen. Het bestuderen van zeepvliezen en -bellen geeft een praktische oplossing voor dit probleem. In het leerlingenpakketje dat rond dit thema is ontworpen staan opdrachten beschreven voor drie lessen. In deze handleiding is per les een lijstje te vinden van de voor die les benodigde materialen, een kort overzicht van de les, een beschrijving van de bijbehorende demonstraties en practicumopdrachten, lessuggesties en een mogelijke verdieping in de theorie. Aan het eind van de handleiding staan de antwoorden en de opmerkingen per opdracht.

De ‘zeepvlies-sandwich’
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Een essentieel stuk gereedschap bij het praktische werk is de zeepvlies-sandwich: twee evenwijdige perspex plaatjes die van gaatjes zijn voorzien waarin kleine spijkers gestoken kunnen worden. Als de sandwich door een bak met zeepsop gehaald wordt ontstaan er zeepvliezen tussen de spijkers. Het loont de moeite om op school een paar van zulke sandwiches te laten maken, waarbij het model dat uitgereikt is op de NWD als voorbeeld kan dienen. In deze sandwich kunnen eenvoudig ook extra gaatjes geboord worden waardoor meer verschillende figuren mogelijk zijn. In het technieklokaal zijn waarschijnlijk de geschikte gereedschappen, materialen en collega’s te vinden.

Het sopje

Bij de meeste demonstraties en prakticumopdrachten is zeepsop nodig. Er bestaan heel veel recepten voor een goed sopje, maar de belangrijkste eis is dat er niet snel storende kleine belletjes onstaan als de sandwich door de zeepoplossing gehaald wordt. In de natuurkundemethode ‘Banas II’ voor de onderbouw worden soorten aanbevolen als tegelbetaine, zetesol en teepol. Goede ervaringen zijn er echter met gewone vloeibare zeep voor huishoudelijk gebruik, met name die waaraan al glycerine is toegevoegd. De zeepoplossing is dan het handigste te maken door eerst warm water in een bak te doen en dan daarin de vloeibare zeep te laten glijden, voorzichtig roeren, klaar. Als verhouding voor de hoeveelheid zeep en water kan ongeveer 1 : 10 genomen worden. Deze zeepoplossing kan ook gebruikt worden voor het blazen van zeepbellen. 

Les 1

Materialen

· geodriehoek (elke leerling)

· zakrekenmachine (elke leerling)

· werkblad 1 (één kopie per leerling)

· zeepvlies-sandwich (minstens één voor demonstratie)

· bakje met zeepsop

· overheadprojector 

Overzicht

In deze opdrachten onderzoeken leerlingen het probleem van het vinden van het kortste wegennet. Na het uitproberen van een aantal mogelijkheden voor het kortste wegennet met ‘potlood en papier’ worden de leerlingen op het spoor gezet om met behulp van berekeningen en de methode van het inklemmen een situatie te vinden waarbij de totale lengte van het wegennet minimaal is. Het vermoeden dat het aantal graden van de hoeken die de wegen met elkaar maken een grote rol speelt, wordt ondersteund door een demonstratie: de zeepvliezen in de ‘sandwich’ maken hoeken van 120( met elkaar.
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Demonstratie 1

Zet vier spijkers zo in de sandwich dat ze een vierkant (of rechthoek) vormen. De zeepvliezen tussen deze vier spijkers zijn goed zichtbaar als de sandwich op de overheadprojector geplaatst wordt. Het mooiste is wanneer de zeepvliezen dan nog in beweging zijn en uiteindelijk in ‘evenwicht’ komen. Laat de leerlingen redeneren over wat ze zien gebeuren en wat deze demonstratie te maken heeft met de gemaakte opdrachten, over de totale lengte van de zeepvliezen en over de hoeken die ze met elkaar maken.

Demonstratie 2

Zet drie spijkers nu in de vorm van een rechthoekige driehoek. Dit kan bijvoorbeeld door de situatie van demonstratie 1 op de overheadprojector te leggen en dan één spijker weg te nemen.

Lessuggestie

Er zijn verschillende mogelijkheden om de opdrachten en de demonstraties te combineren. Bijvoorbeeld: de leerlingen werken zelfstandig aan de opdrachten 1 t/m 9. Daarna wordt met demonstratie 1 hun vermoeden ondersteund. Vervolgens geeft demonstratie 2 een korte vooruitblik op opdracht 10.

Een heel andere aanpak is:

De leerlingen krijgen demonstratie 1 al te zien als ze opdracht 4 af hebben. Aan de ene kant wordt het zoeken naar oplossingen voor de volgende opdrachten hierdoor enigszins weggegeven, maar aan de andere kant: er moet nog genoeg geredeneerd/gerekend worden.  Opdracht 5 zou dan eventueel overgeslagen kunnen worden. Opdracht 9 kan dan ook ‘andersom’ gemaakt worden: uitgaande van de hoeken van 120( berekenen hoe lang het totale wegennet is en daarna kijken of de uitkomst overeenkomt met de resultaten van de tabel in opdracht 7.

Als er per groepje een sandwich ter beschikking is, zouden de leerlingen zelf kunnen experimenteren met als extra opdracht na opdracht 10: onderzoek wat de zeepvliezen doen bij andere soorten driehoeken. Dit komt weer terug in les 3.

Les 2

Materialen 

· een elastiekje 

· ruimtelijke modellen, zoals een bol (of een globe), een kubus, een cilinder 

· elastisch materiaal, bijvoorbeeld een panty

· dunne stokjes, bijvoorbeeld saté prikkers

· geodriehoek,  passer (elke leerling)

· transparant (één per leerling)

· watervaste stift (één per leerling)

· schaar (elke leerling)

· rietjes (één per leerling)

· overheadprojector

· zeepsop (één kopje per groepje)

· werkblad 2 (één kopie per groepje)

Overzicht

In het begin van deze les zien de leerlingen hoe materialen die ze goed kennen zich gedragen om minimale spanning te bereiken. Zeepbellen doen iets dergelijks, ook als er meerdere tegen elkaar komen. Dit wordt onderzocht aan de hand van zeepbellen die op een plat vlak liggen. De hoeken die de grensvlakken van een aantal (drie!) even grote zeepbellen met elkaar maken blijken ook weer 120( te zijn. 

Demonstratie 3

Met deze demonstratie kan de begintekst van les 2 aanschouwelijker gebracht worden. Met behulp van het elastiekje en de globe of bol kan getoond worden hoe de kortste weg tussen twee punten over een bol gevonden kan worden. Dit kan ook als de twee punten op een cilinder of kubus liggen. Met de nylon kous en de saté prikkers kan onderzocht worden hoe het oppervlak zich onder spanning gedraagt.  Indien er genoeg materialen zijn, kunnen de leerlingen ook in groepjes hiermee aan het werk. 

Demonstratie 4 en leerlingenpracticum: Bellen blazen
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Bellen blazen gebeurt met een rietje in een klein plasje zeepsop, dat op de transparant ligt. 

Eén bel blazen: dit wordt precies een halve bol. Dat kan nagemeten worden met een plastic lineaal: de hoogte is gelijk aan de halve diameter. Het nameten van de hoogte van de zeepbel gaat ook goed door de lineaal door de zeepbel heen te steken. (Maak dan wel eerst even de lineaal nat). 

Twee bellen blazen: er zijn twee mogelijkheden: ze ontmoeten elkaar niet of ze hebben een grensvlak. Als de bellen even groot zijn is dat grensvlak recht, anders is het gebogen 'in' de grootste bol. De Y-vorm is te zien bij het punt waar de (raaklijnen aan de) cirkels op de transparant en het grensvlak bij elkaar komen. Dat kan benadrukt worden door een transparant met een getekende Y-vorm onder de transparant met de zeepbellen door te schuiven naar de juiste plek toe.

Drie bellen blazen: als de bellen allemaal even groot zijn is de Y-vorm bij het 'drie-bellen-punt' goed te zien. In andere gevallen maken raaklijnen aan de de cirkels en het grensvlak weer de Y-vorm.

Vier en meer bellen blazen: boeiend om uit te proberen en te observeren.


Lessuggestie

Begin de les met demonstratie 3. (Dit is voor de voortgang van de lessen over zeepvliezen niet echt noodzakelijk, maar op zich wel interessant.) Daarna maken de leerlingen in opdracht 11 de Y-meter van een transparant. Bij opdracht 11 wordt ervan uitgegaan dat de leerlingen deze Y-vorm herkennen van de vorige les: de drie zeepvliezen die bij elkaar kwamen. (N.B. De Y-meter hebben de leerlingen ook in les 3 nodig.)

Als inleiding voor opdracht 12 dient demonstratie 4, een aantal zeepbellen op de overhead projector. De leerlingen zullen al snel zelf met de rietjes en de zeepbellen aan de slag willen gaan. Als ze opdracht 12 gedaan hebben, kan tenslotte met de overheadprojector gedemonstreerd worden hoe het zit met twee zeepbellen en de Y-vorm.

De opdrachten 14 a, c en 15 a, b, c van les 3 kunnen als huiswerk opgegeven worden.

Les 3

Materialen 

· sandwich (één tot drie voor demonstratie)

· overheadprojector

· Y-meter (één per leerling)

· Geodriehoek, passer (elke leerling)

· werkblad 3 (één kopie per leerling)

Overzicht

Deze les voert weer terug naar de zeepvliezen en het onderwerp van de eerste les: de minimale lengte van een wegennet. De leerlingen construeren en onderzoeken verbindingen tussen drie punten die verschillende soorten driehoeken vormen, tussen vier punten die een rechthoek vormen en tussen zes punten die een regelmatige zeshoek vormen.  Bij de constructies van het wegennet kan de Y-meter gebruikt worden. Tenslotte wordt deze ook gebruikt om een oplossing te construeren van probleem 1.

Demonstratie 5 

De demonstraties van deze les worden nu meer gebruikt om een aantal opdrachten te controleren. Als er voldoende sandwiches zijn, kunnen de leerlingen dit zelf in groepjes doen. 

Om de controle van 16c te kunnen uitvoeren moeten er op de juiste plaatsen gaatjes in de sandwich bijgemaakt worden. 

Lessuggestie

Als de leerlingen de opdrachten 14 a, c en 15 a, b, c als huiswerk hebben gemaakt, kan de les begonnen worden met een bespreking van hun oplossingen. De controle bij de opdrachten 14 c en 15 d kan dan klassikaal of in groepjes gedaan worden.

Ter afsluiting van het pakketje kan nog een keer een aantal verschillende oplossingen van opdracht 17 met de sandwich op de overheadprojector gedemonstreerd worden. Nog mooier is: drie sandwiches met in ieder een andere zeepvliezenconfiguratie.
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Extra verdieping

In klas 3 of in hoger, kan de ligging van zo'n punt A in een driehoek beredeneerd en geconstrueerd worden met behulp van vlakke meetkunde. Hiervoor volgen we een stukje geschiedenis uit de meetkunde. Torricelli vond dit punt, daartoe uitgedaagd door Fermat. Daarom wordt dit punt het punt van Torricelli of van Fermat genoemd. Later verwerkte Steiner de oplossing in een algemene theorie over zogenaamde 'minimale netwerken'. 

[image: image10.wmf][image: image11.wmf]Uitgegaan wordt van een willekeurige driehoek ABC en daarin een 'voorlopig' punt P van Torricelli:

Nu moet AP + BP + CP minimaal worden. 
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Draaiing van driehoek APC om A over 60( linksom laat twee gelijkzijdige driehoeken ontstaan: ACC' en APP':

In de zo ontstane figuur geldt dat  AP + BP + CP = P'P + BP + C'P'.

De lengte hiervan is minimaal als deze drie lijnstukken langs een rechte lijn liggen. Met andere woorden: als P en P' op BC' liggen.
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Op dezelfde manier kan beredeneerd worden dat P op BB' moet liggen, waarbij B' het beeldpunt is van B na een draaiing om C over 60( linksom. Hiermee is tevens een constructie gevonden om het punt van Torricelli te vinden:
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Het wegennet van plaatje b in opdracht 16  kan gebruikt worden om de constructie van het punt van Torricelli of Fermat toe te passen. Door het tekenen van extra lijnen en gebruik te maken van symmetrie ontstaat de volgende tekening.
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Het is nu goed te zien dat het probleem vereenvoudigd kan worden door te kijken naar het wegennet dat in ruit ABMF zit. De lengte van dit wegennet is twee keer de lengte van het wegennet dat zich in driehoek BMN bevindt, waarbij N het snijpunt is van AM en BF. 

Het punt van Fermat kan in deze driehoek tamelijk eenvoudig gevonden worden.
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Volgens de redenering op de vorige bladzijde is nu de lengte van het wegennet in driehoek BMN gelijk aan de lengte van CN. Na wat gereken met de stelling van Pythagoras is te vinden dat de lengte van CN gelijk is aan 3(7. Of, als de zijde van de zeshoek a is, dan geldt:

[image: image24.jpg]


Antwoorden en opmerkingen 

1 -
4
Verschillende antwoorden zijn hier mogelijk.

5
a
De totale lengte van het wegennet wordt kleiner. Een uitleg kan gegeven worden door een tekening te maken en de totale lengte te meten of te berekenen. (Zie ook opdracht 7.) 



N.B. Het is meetkundig te beredeneren, dat als AB iets kleiner wordt dat dan de totale lengte afneemt. Hiervoor kun je in onderstaande tekening (1) kijken of de totale weg korter wordt als A naar A’ en B naar B’ verhuizen. Wordt de afstand kleiner als je QA + AP + AA’ vervangt door QA’ + A’P? Ofwel: wordt de afstand kleiner als je QA + AM vervangt door QA’ (M is het midden van AA’)?
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In tekening 2 is in driehoek AA’Q lijn AT loodrecht op QA’ getekend. Nu geldt dat QT in ieder geval kleiner is dan QA. Nu TA’ met AM vergelijken: deze zijn gelijk als hoek MA’T 60( is. Als de hoek groter is dan 60( zal TA’ zeker kleiner zijn dan AM. Dus als hoek MA’T groter is dan 60( gaat de redenering op dat 



QT < AQ en TA’ < AM dus ook QT + TA’ < AQ + AM


b
De totale lengte zal ook iets kleiner worden. (Dit vermoeden wordt bevestigd in opdracht 7)


c
Waarschijnlijk wel. 
Als AB = 0 heeft het wegennet de vorm van een X. De totale lengte is dan 4(5000 ofwel ongeveer 282,8 meter.

6
In de K figuur is de totale lengte 100 + 2(12 500 ofwel ongeveer 324 meter. In de H figuur was de totale lengte 300 meter, hetgeen korter is. 

7 
a

lengte AB in m
100
80
60
40
20
0

totale lengte wegennet in m
300
284
275
273
276
283


b
Het resultaat is misschien wel verrassend: de afstand wordt kleiner, zoals verwacht, maar daarna weer groter!

8a, b
Met behulp van inklemmen: in de tabel van opdracht 7 is te zien dat het gaat om waarden van AB rond de 40 meter. Na wat gereken blijkt dat ongeveer voor AB = 42 het wegennet het kortst is. De lengte is dan ongeveer 273 meter.



Een andere strategie is: maak een formule voor het wegennet. 






Dan is het kortste wegennet te vinden door uit te rekenen voor welke x deze functie minimaal is. Dit kan ook met behulp van de grafische rekenmachine gevonden worden.


9
a


b
De drie wegen die bij A samenkomen, maken hoeken van 120( met elkaar. 


c
Verschillende manieren zijn mogelijk:



De driehoek die je in de tekening ziet met zijden van 29, 58 en 50 is de helft van een gelijkzijdige driehoek. Of, het is een rechthoekige driehoek met een hoek van 60( (1 : 2 : (3). Of, de cosinus van die hoek is 29 : 58 = 0,5. 



Uitgaande van die 120( kan de lengte van AB en van het kortste wegennet precies opgeschreven worden:
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10
a
Verschillende antwoorden zijn mogelijk, bijvoorbeeld dat de lijn op de diagonaal ligt, of dat de lijn een symmetrieas is van de tekening, of dat de lengte van het getekende lijnstuk korter wordt. 


b
De lengte van het wegennet is achtereenvolgens 4 cm, 4,2 cm en 4,1 cm. 


c
Ongeveer 3,8 cm. Conclusie: dit is waarschijnlijk het kortste wegennet.
12a, b
Het controleren kan op een heel praktische manier: Leg een transparant op de tekening en probeer zeepbellen zo te blazen dat ze precies op de tekening passen. Dit lukt wel bij de figuren B en C maar niet bij A en D. 

c
Meestal komen leerlingen met verschillende strategieën om het middelpunt van een cirkel te vinden. 



De hoeken van 120( zijn te vinden bij de eindpunten van de grenslijnen. Maar omdat bij die eindpunten gebogen lijnen bij elkaar komen klopt het niet helemaal. Wel als je de hoeken neemt tussen de grenslijn en de raaklijnen aan de cirkels in die punten. Een mooie gelegenheid om het begrip raaklijn aan een cirkel aan de orde te laten komen. Voor het controleren van deze uitspraak is het is ook mogelijk om de Y-meter te gebruiken:

 [image: image5.jpg]



13
a
Elk middelpunt ligt op de andere cirkel.


b
Elk middelpunt ligt op een verbindingslijn van twee snijpunten.

 [image: image6.jpg]




N.B.: Er valt ook nog veel na te gaan over zeepbellen met ongelijke stralen. De theorie hierover gaat tamelijk ver.


Bij de demonstraties is echter goed te zien dat in dat geval het grensvlak bol staat en wel in de richting van de grootste zeepbel. De overdruk in de kleinere bel is groter, omdat hij omgekeerd evenredig is met de straal van de bol.


In het bovenaanzicht vormen de beide cirkels en het grensvlak een plaatje dat is op te vatten als het resultaat van drie snijdende bollen: het grensvlak maakt deel uit van een bol met een grote (in vergelijking met die van de bellen) straal.



Voor deze straal R kan afgeleid worden:
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  ,  waarbij R1 en R2 de stralen van de zeepbellen zijn.



Uitgaande van deze formule kan bijvoorbeeld berekend worden dat de straal van het grensvlak bij twee zeepbellen met stralen resp. 2 cm en 3 cm, gelijk is aan 6 cm.



Deze twee zeepbellen en hun grensvlak zijn nu ook te construeren. Begin daartoe met de tekening van de hoek van 120( (met de Y-meter). De drie middelpunten liggen nu ieder op een lijn, loodrecht op een Y-tak.

14
a
Elke stomphoekige driehoek waarvan de stompe hoek groter dan of gelijk aan 120( is voldoet.



Bij 120( valt het punt van Format/Torricelli valt samen met het hoekpunt (zie Extra verdieping).


c
Zo’n punt A ontstaat alleen als de hoeken van een driehoek kleiner zijn dan 120(.

15
a
De totale lengte is uiteraard gelijk, de figuren zijn namelijk congruent. 
 [image: image8.jpg]




b 
Bij demonstratie van de twee mogelijkheden kan van de ene vorm de andere 

gemaakt worden door van opzij zachtjes te blazen.  



De lengte van het wegennet links:



De lengte van het rechter wegennet is:

c
Voor de linker figuur is al snel te zien wat er gebeurt:



Als de lengte van de rechthoek 6 cm is wordt de totale lengte:

Het enige dat verandert is de lengte van het horizontale stukje van het wegennet. Deze wordt steeds 1 cm langer, dus de totale lengte wordt steeds 

1 cm langer.

Bij de rechterfiguur wordt het vertikale stukje steeds korter.  Als de lengte 6 cm is, dan wordt de totale lengte:

Als de lengte l van de rechthoek steeds groter wordt, dan gaat er iets mis met de lengte van het vertikale stukje. Dit gebeurt al bij l = 7 cm. 






voor 

Als l groter is dan 4(3, dan is de zeepvliesconfiguratie zoals in het rechter plaatje te zien is niet meer mogelijk. In het algemeen is de kritieke verhouding van de zijden van de rechthoek 1 : (3.

16 De lengte van het wegennet in plaatje a is 9 ( 2(3 ( 31,2 cm.
In plaatje b: 12(7 ( 31,7 cm.
In plaatje c: 5 ( 6 = 30 cm.
Zie ook Extra verdieping.
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