MEER DAN EEN EEUW MORLEY
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Nog net in de 19e eeuw, in 1899, ontdekte Frank Morley een inmiddels beroemd geworden stelling: Tekent men de trisectrices van de hoeken van een driehoek ABC, dan vormen de snijpunten van de aanliggende trisectrices aan de zijden van ABC een gelijkzijdige driehoek A’B’C’: de trisectricedriehoek van Morley.

Hij publiceerde pas een paar jaar later deze stelling. Er zijn inmiddels meerdere bewijzen van deze stelling bekend. Twee daarvan staan in het befaamde boekje Hoofdstukken uit de elementaire meetkunde van O. Bottema, uitgegeven door Sigma uitgaven. In deze voordracht zullen we straks een derde bewijs geven.

Morleys stelling is ontegenzeggelijk mooi, en ook verassend, en heeft daarmee heel wat resultaten losgemaakt. Het is een beetje een vreemde stelling ook - omdat de trisectrices van een hoek niet construeerbaar zijn met passer en liniaal. 

In het eerste deel van de voordracht zullen enkele klassieke resultaten van driehoeken die parallel zijn aan Morleys driehoek worden opgesomd. Daarna volgen enkele recente resultaten. Tenslotte gaan we enkele zaken bewijzen.

Oudere ontmoetingen met Morleys driehoek
i) In het eerste deel van deze voordracht ontmoeten we drie klassiekers, die van Morley zelf zijn, ofwel rond dezelfde tijd bekend zijn geworden, ofwel daar een direct gevolg van zijn:
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Neem de lijnen van Simson-Wallace van alle punten op de omgeschreven cirkel van een driehoek (van elk punt op de omgeschreven cirkel liggen de voetpunten van loodlijnen op de zijden op één lijn, de lijn van Simson-Wallace) dan omhullen deze lijnen een hypocycloïde met drie cusps, ook wel de deltoïde van Steiner genoemd. De drie cusps zijn precies de hoekpunten van een gelijkzijdige driehoek, die parallel loopt aan de driehoek van Morley. De drie cusps horen bij precies drie lijnen van Simson-Wallace die de negenpuntscirkel loodrecht snijden. De hypocycloïde raakt ook de negenpuntscirkel in drie punten, eveneens een gelijkzijdige driehoek die parallel loopt aan Morleys driehoek 

iii) Men kan alternatieve trisectrices nemen, door bijvoorbeeld in plaats van hoek A in drieën te delen, zulks te doen met A+360o of juist A–360o. Dit levert, door verstandig [image: image25.wmf]C
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te combineren, allerlei varianten van Morleys driehoek op.

iv) Neemt men van een punt P op de omgeschreven cirkel het isogonaal verwante punt P*, dan ligt P*  op de oneindig verre rechte. De punten waarvoor de lijn PP* raakt aan de omgeschreven cirkel vormen een gelijkzijdige driehoek parallel aan de driehoek van Morley - dit zijn ook precies de punten P waarvan de lijn van Simson-Wallace parallel loopt aan de straal OP. Hetzelfde geldt voor de punten waarvoor PP* juist loodrecht op de omgeschreven cirkel staat.
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Recente ontmoetingen met Morleys driehoek
a. De middelpunten van de drie 1-snijcirkels van Ludwig Stammler (Stammler, 1992).
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Naast de omgeschreven cirkel zijn er precies drie cirkels die van de lijnen die de zijden van ABC vormen precies koorden afsnijden van lengtes a, b en c. De middelpunten van deze cirkels vormen een gelijkzijdige driehoek, omgeschreven om de omgeschreven cirkel.

· In deze figuur van Stammlers cirkels zitten veel meer relaties met Morleys driehoek:

· De machtslijn van twee van Stammlers cirkels is precies de Simson-Wallace lijn die raakt aan de deltoïde van Steiner in een van de cusps.

· De machtslijnen van Stammlers cirkels met de omgeschreven cirkel vormen een driehoek die congruent is aan de driehoek van de raakpunten van Stammlers driehoek met de omgeschreven cirkel, maar die als middelpunt het middelpunt van de negenpuntscirkel heeft.

· Als we telkens de buitenste twee snijpunten van een Stammler cirkel met de zijden van ABC nemen, dan vormen de drie verbindingslijnen wederom een driehoek die parallel loopt aan Morleys driehoek.

Ludwig Stammler, Dreiecks-Proportionalschnittkreise, ihre Mittenhyperbel und ein Pendant zum Satz von Morley, Elemente der Mathematik, 47 (1992) 158-168.

Ludwig Stammler, Cutting Circles and the Morley Theorem, Beiträge zur Algebra und Geometrie, 38 (1997) 91-93.

De laatste drie resultaten zijn opgemerkt in een discussie op Hyacinthos, een discussiegroep over driehoeksmeetkunde op http://groups.yahoo.com/.  Wellicht zullen de resultaten gepubliceerd worden.

b. Den Roussels driehoek (Roussel, 1998).
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Neem de trisectrices van driehoek ABC en snijdt ze met de omgeschreven cirkel. Verbind telkens de twee punten op de omgeschreven cirkel die zijn verkregen met twee aanliggende trisectrices van een zijde van de driehoek. De drie zo verkregen lijnen vormen een gelijkzijdige driehoek die parallel is aan Morleys driehoek.

Roussels driehoek is bekend gemaakt in de internet nieuwsgroep geometry.research op 12-9-1998

c. Samenvallende snijpunten van gespiegelde lijnen (v. Lamoen, 2000).

Laat evenwijdige lijnen lopen door de middelpunten van de zijden en door de voetpunten van de hoogtelijnen van de driehoek.

· Bij de middelpunten MA, MB, MC: spiegel de zijden in de lijnen - de drie beeldlijnen ontmoeten elkaar in een punt X op de negenpuntscirkel.
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Bij de voetpunten HA, HB, HC: spiegel de lijnen in de zijden - de drie beeldlijnen ontmoeten elkaar ook in een punt Y op de negenpuntscirkel.

De punten X en Y variëren met de richtingen van de parallelle lijnen. Als we de parallelle lijnen over 1o draaien, dan draait X over 4o en Y over  –2o. Dus er zijn drie punten op de negenpuntscirkel waar zij kunnen samenvallen. Dit zijn precies drie hoekpunten van een gelijkzijdige driehoek parallel met de driehoek van Morley, de hoekpunten waar Steiners Deltoïde de negenpuntscirkel raakt. Het bestaat uit de punten die liggen op een derde van de korte cirkelbogen (MAHA), (MBHB) en (MCHC). Weer driedeling van een hoek!

Floor van Lamoen, Morley Related Triangles on the Nine Point Circle, American Mathematical Monthly, 107 (2000) 941-945.
d. Jean-Pierre Ehrmann en Bernard Gibert analogie van iii) op Steiners omgeschreven ellips (Ehrmann en Gibert, 2001).
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De drie isotomisch verwante punten van de punten waar de zijden van Morleys driehoek de oneindig verre rechte snijden, vormen een gelijkzijdige driehoek, ingeschreven in Steiners omgeschreven ellips. In de figuur is ook de in de omgeschreven cirkel ingeschreven driehoek van iii) getekend. De twee driehoeken zijn perspectief met Steiners punt (vierde snijpunt van omgeschreven cirkel en omgeschreven Steiner ellips) als perspector.

Jean-Pierre Ehrmann and Bernard Gibert, A Morley Configuration, Forum Geometricorum 1 (2001) 51-58

http://forumgeom.fau.edu/

e. Gelijkzijdige koordendriehoeken (v. Lamoen, 2002).
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Laat een cirkel de zijden van ABC snijden in zes punten. Een driehoek gevormd door drie lijnen - ongelijk aan de zijden - die de zes snijpunten paarsgewijs verbinden noemen we een koordendriehoek.  Elke gelijkzijdige koordendriehoek is parallel aan Morleys driehoek. We zullen dit in het derde deel bewijzen.

Floor van Lamoen, Equilateral Chordal Triangles, te verschijnen in Forum Geometricorum in 2002.

BEWIJZEN

In het derde deel van deze voordracht zullen we enkele van de hierboven getoonde resultaten te bewijzen. We werken er naar toe te laten zien dat inderdaad elke gelijkzijdige koordendriehoek parallel is met Morleys driehoek.

Het puzzelstukjesbewijs van Morleys stelling door John H. Conway 

Dit puzzelstukjesbewijs is wereldkundig gemaakt in november 1997 (in de nieuwsgroep geometry.puzzles), al zal John Conway het al veel langer hebben bewezen.
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We gaan uit van een driehoek ABC. We maken een aantal puzzelstukjes, waarvan hiernaast is gesuggereerd hoe ze in elkaar passen (voor overzichtelijkheid is in de figuur de lettering A'B'C' voor Morleys driehoek weggelaten).

Deze puzzelstukjes zijn voor het in elkaar passen gemaakt met de gegeven hoeken: de groottes a, b en c zijn de in drieën gedeelde hoeken van ABC, dus a + b + c = 60o. Staat er een * achter een hoek, dan is er bij die hoek 60o opgeteld. Eenvoudig is na te gaan dat in bovenstaande figuur de buitenste zes driehoeken allemaal precies een hoekensom hebben van 180o. 

We beginnen nu met puzzelstukje ABC' . Natuurlijk krijgt AB de lengte overeenkomend met ABC. We maken vervolgens puzzelstukjes A'BC', A'BC, A'B'C, AB'C en AB'C'  passend vast met de hoeken zoals die in de figuur zijn aangegeven. Nu is na te gaan dat de tweede AC' weer precies op de eerste past. We doen dat door telkens met de sinusregel de ene zijde van een driehoek in de andere uit te drukken. Zoals 
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. Ga je de zes driehoeken helemaal rond (dus BA' in BC' uitdrukken, CA' in BA', enz.) dan vallen alle sinussen tegen elkaar weg, en zien we dat het terecht is dat we AC' in de twee driehoeken inderdaad gelijk is.

Dus de zes buitenste driehoeken passen precies op elkaar, en de samengevoegde hoeken bij A, B en C komen precies overeen met de hoekgroottes van ABC. De lengte van AB was ook juist genomen, dus de buitendriehoek is congruent met de gegeven ABC. In het midden blijft een driehoekje over. Door hoeken op te tellen vinden we dat de drie hoeken van dit rode driehoekje elk 60o (0*) zijn. We concluderen dat Morleys driehoek inderdaad gelijkzijdig is.

Deze versie van Conways bewijs is overigens een beetje aangepast ten opzichte van wat Conway zelf deed. Hij gebruikte helemaal geen gonio, door op een slimme manier vanuit A', B' en C' in A'BC, AB'C and ABC' zes lijnstukjes te trekken die precies even lang zijn als A'B'. De passendheid van de lijnstukjes volgt dan ook met een beroep op congruentie.

Hellingshoeken van zijden van Morleys driehoek
De reden waarom de richtingen van de zijden van Morleys driehoek in zoveel driehoeken terug komen ligt verscholen in het volgende prachtige lemma.

Lemma 1 (Ehrmann, Gibert, 2001) Gegeven een driehoek ABC. Een lijn 
[image: image2.wmf]l

 loopt evenwijdig met een zijde van  Morleys driehoek dan en slechts dan als voor gerichte hoeken geldt 
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Met het puzzelstukjesbewijs is dit niet echt moeilijk te bewijzen. We vinden bijvoorbeeld in de volgende figuur dat 
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gelijk is aan b–a. (Let op: stel dat hoek A groter is dan hoek B dan lijkt dit niet te kloppen. Maar we kijken naar de gerichte hoek van PQ naar AB, en die wordt in dat geval negatief!). Evenzo kunnen we vinden dat 
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. Tellen we die drie op dan krijgen we precies de gewenste 0. Dus PQ voldoet aan de voorwaarde, en op dezelfde manier voldoen ook QR en PR aan de voorwaarde.

We merken nu op dat wanneer wij 
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over een hoek van 1o draaien, dan worden de hoeken 
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elk 1o groter, zodat hun som met 3o toeneemt. Bij het draaien van 
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 over 180o komt dus precies drie keer de som 0 voor - exact de drie keer dat 
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 parallel is aan een van de zijden van de driehoek van Morley. Daarmee is het lemma bewezen.

De driehoek van Roussel
[image: image35.emf]A


B


C


M


C


M


B


H


B


H


A


M


A


H


C


Y




A B

C

M

C

M

B

H

B

H

A

M

A

H

C

Y

De driehoek van Roussel is veel minder gecompliceerd dan de driehoek van Morley. Ten eerste is heel erg eenvoudig in te zien dat de driehoek gelijkzijdig is. We zien snel dat:
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en door optelling volgt meteen dat 
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Ook is heel makkelijk te zien dat Roussels driehoek parallel loopt aan Morleys driehoek, doordat we ook snel zien dat
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zodat net als in de driehoek van Morley 
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Koordendriehoeken
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We hebben daarstraks al even gezien wat een koordendriehoek is: Neem een cirkel die de zijden van driehoek ABC snijdt in zes (eventueel paarsgewijs samenvallende) snijpunten. Maak nu drie aan de zijden ongelijke lijnen die de zes punten paarsgewijs verbinden. Zo'n driehoek noemen we een koordendriehoek.

De driehoeken  A"B"C" en A'B'C' in de figuur zijn voorbeelden van koordendriehoeken. 

Aan de hand van de figuur kunnen we vrij eenvoudig laten zien dat:
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We maken hiervoor gebruik van koordenvierhoeken AbAcCaCb en AcBcBaCa en de eigenschap dat overstaande hoeken in zo'n koordenvierhoek samen 180o zijn.  Voor de algemene situatie moeten we iets preciezer zijn, omdat de koordenvierhoek niet convex hoeft te zijn. Maar in elk geval vinden we bovenstaande hoekensom modulo 180o. 

Nu hebben we ook
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Omdat de drie hoeken van een driehoek samen 180o zijn, kunnen we concluderen:

Stelling 2 Voor een koordendriehoek A"B"C" geldt:
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Maar met het Lemma 1 van Ehrmann en Gibert die zei dat een lijn 
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 evenwijdig is met een zijde van  Morleys driehoek dan en slechts dan als voor gerichte hoeken geldt 
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 combineert dit tot het verrassende:

Propositie 3 De driehoek van Morley van een koordenvierhoek A"B"C" is parallel met de driehoek van Morley ABC zelf.

We kunnen dit bijvoorbeeld toepassen op de raakpunten van de ingeschreven cirkel met de zijden, de inraak-driehoek. De inraakdriehoek is een koordendriehoek. Dus is bijvoorbeeld Roussels driehoek van de inraakdriehoek parallel met Morleys driehoek - een figuur die u [image: image37.emf]B
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vond in de aankondiging van deze parallelsessie.

Maar wij trekken een finale, nog veel leukere conclusie. Immers, duidelijk is dat de driehoek van Morley van een gelijkzijdige driehoek parallel is aan de driehoek zelf. En dat betekent dat uit propositie 3 onze finale conclusie volgt:

Propositie 4 Elke gelijkzijdige koordendriehoek is parallel met de driehoek van Morley.

Wenken voor het tekenen van Morleys driehoek in dynamische meetkunde programma's
Een van de grote impulsen in de Euclidische meetkunde van dit moment is de mogelijkheid om snel en eenvoudig dynamische figuren van hoge precisie te tekenen met dynamische meetkunde software. Nadeel van enkele van de pakketten is dat de tools heel dicht liggen bij het construeren met passer en liniaal. Daardoor is het niet mogelijk een trisectrice te tekenen.

Dit is wel mogelijk wanneer gebruik wordt gemaakt van het gratis programma WinGeom van Richard Parris. Dit programma is te vinden op http://math.exeter.edu/rparris. De figuren zijn te knippen en plakken als bitmaps.
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Voor het tekenen van Morleys driehoek in programma's als Cabri en Geometer's Sketchpad is het nodig om een truc toe te passen. In plaats van de driehoek van Morley te tekenen in een driehoek, tekenen we eerst de volgende driehoek:

We maken een driehoek ABC'', waarin I het middelpunt van de ingeschreven driehoek is. Dit wordt het hoekpunte D' van Morleys driehoek. We kunnen nu een gelijkzijdige driehoek maken met hoekpunt I en hoekpunten op AC'' en BC'' door hoeken 
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te nemen. Driehoek A'B'C' wordt nu Morleys driehoek als we hoeken A en B op voor de hand liggende wijze anderhalf keer zo groot maken.
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