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1. Huygens' isochrone kromme

Wetten Hooke en Newton =
Bewegingsvergelijking VEER

mz” = —kx
Notatie:

d?z(t)
dt2

d:n(t)

z'(t) = 2(t) =

Noem w = /k/m

Algemene oplossing

x(t) = Rcos(wt + ¢)

Integratie-constanten «— beginwaarden:

z(0) = Rcos¢ en z'(0) = —wRsin¢

Periode

p="2"
W

P onafhankelijk van R: ISOCHRONIE
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Commentaar

1. Potentiéle energie: V(z) = sw?z? :

d
= —wz = ——V(:c)

dx
HARMONISCHE OSCILLATOR

2. Slinger

" = —w?sinz, w=/g/¢

an-isochroon: periode naar co vVoor x — 7
Probleem bij lengte-bepaling op zee

3. ‘Kleine oscillaties’ bijna isochroon wegens
sinz ~ x als |z| klein (Galileo)

4. Gestalt-switch: kraal langs draadprofiel
(wrijvingsloos)
in verticaal vlak o.i.v. zwaartekracht

Slinger «—— cirkel

Welk draadprofiel geeft zo
harmonische oscillaties (dus isochronie)?
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Cycloide en booglengte

Rol wiel (straal p) langs plafond —

E(p) = o(p +sing),n(p) = o(1 — cosyp)
Parameter ¢ heet ROLHOEK

Booglengte = = z(¢) (met Pythagoras):

de = \/(dg/dp)? + (dn/dp)? dp =
— Q\@\/l + cos ¢ dp = 2@COS§ dp

~ rectificatie: z(p) = 4psin%






Cycloidaal draadprofiel

Verticale hoogte

1(9) = 20802 2 = - (a())? ~

potentiele energie "V = mgn" :

V(z) = 9 2
30
—— bewegingsvergelijking kraal
7 g
r = ——
40
~» harmonische oscillator met w = /g/(40)

(‘klopt’ met £ = 4p)

Conclusie: cycloide isochroon



2. Evoluut en evolvent

Christiaan Huygens (1629 — 1695)
1673: HOROLOGIUM OSCILLATORIUM

Lengte-bepaling op zee:

Lengteverschil ~ tijdsverschil (360 = 15x24)
‘Gewone’ slinger problematisch:

slingertijd neemt toe met amplitudo

Bestaat aangepaste, isochrone, slinger?
Idee: ‘wangen’ verkorten lengte (slingertijd)
bij grotere amplitudo

Vraag: Wat is preciese VORM ‘wangen’?
(Boerhaave, Teylers, Hofwijck)

Afgeleide problemen:

- Slingertijd als functie amplitudo
(elliptische integralen)

- Meetkundige eigenschappen van cycloide
en diens evoluut



4, Salomon Coster

Den Haag, 1657-59
De vrijwel identieke uurwerken
van de klokken nrs. 2, 8 en 4
bevatten uitsluitend een gaand
werk dat ca. 30 uur loopt. De
slinger is opgehangen aan een
draadje tussen twee gebogen
plaatjes die bevorderen dat
verschillen in de veerkracht zo
weinig mogelijk invloed hebben
op de duur van de slinger-
beweging. Deze ‘“‘cycloidale
boogjes’’ vinden we terug in alle
vroege Nederlandse en Franse
slingeruurwerken van deze
tentoonstelling.



Twee Cycloiden

"Kraal langs profiel” niet erg praktisch!
Hoe terug naar slingers?
Antwoord: Afwikkelen langs EVOLUUT

Cycloide C = C(¢) (z.d.a.t.s. p=1):
Ec(p) =@ +sing
nc(e) =1 —cosyp

Beschouw ook E = E(p) :

Ep(p) =86c(p+m) =@ —singp
ne(e) =2+ nc(p+m) =3+ cosyp

= F en C congruente cycloiden
Neem parameter—domein |p| <«

K (p) := koorde tussen C(y) en E(y)

lengte k(p) := |K(p)|
b(¢) := booglengte tussen E(¢)
en meest nabije uiteinde E
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Cly)
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HOROLOGIUM OSCILLATORIUM. I 67 3. 10§

fit ferrea cufpis DI, pauxillum ultra bafin inferiorem prominens, atque ita ut circumfe- Descrierio

renti ejus exacte refpondeat. Horovoctt.
His ita fe habentibus, i cylindrus fecundum regulam AB volvatur, bracteolz tan- (2. 11).

tum FG craffitudine intercedente, edque femper quantum poteft extenf3, defcribet

cufpis I in fubjeto tabule plano lineam curvam KI, quae Cyclois vocatur. Circulus

vero genitor erit CDE, cylindri adhibiti bafis. Quod {i jam laminam KL ad regulam

AB applicuerimus; exaratd primum in ea cycloidis portione KI, invertemus deinde

(Fig.19.]

ipfam, & in fuperficie adverfa fimilem lineam KM, ab eodem punéto K egredientem,
incidemus. Tum figuram MKI, accurate {ecundum lineas iftas, efformabimus, cui
figurelamellarum interftitium aptari oportet, inter quas perpendiculum fufpenditur *).
Sufficiunt autem ad horologiorum ufum portiones exiguz arcuum KM, KI; reliquo
flexu inutili futuro, ad quem perpendiculi filum accedere non poteft.

Verum, ut mirabilis linez natura atque effectus plenius intelligantur, integras femi-
cycloides KM, KI, alio fchemate [Fig. 19] hic exprimere vifum fuit, inter quas fus-
penfum agitatumque Pendulum KNP, diametri circuli genitoris duplum, cujuscunque
amplitudinis ofcillationes, usque ad maximam omnium per arcum MPI, iisdem tem-
poribus confeturum fit: atque ita, ut appenfe {phere P centrum, in linea MPI, que
& ipfa cyclois integra eft, femper verfetur. Qua proprietas infignis, nefcio an alii
preter hanc linez data fit, ut nempe fe ipfam fui evolutione defcribat *). Hac autem
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Wat heet afwikkelen?

Lemma: K(yp) raakt aan E en staat
loodrecht op C' (raaklijnen)

< FEis EVOLUUT van C, d.w.z.:

1. F is omhullende normalen-bundel van C
(denk aan caustiek)

2. k() kromtestraal van C in C(p)

k(p) = b(y)
Instantane rotatie;: K1C

VERWEZENLIJKING Huygens:
- Ophangpunt slingertouw = ‘cusp’ E

- Touw wikkelt af langs cycloidale ‘wangen’
E en laat los volgens de raaklijn K
= slinger-massa volgt C

Klopt met £ = 2p !
K 1C = kraal-dynamica
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Bewijzen — Berekeningen

K(p)//E'(¢) & K(¢)LC(p)
Bewijs: Enerzijds

K(g) = C(p) — B(p) = ( e ) _

2sin5 cos¥t || sin 5
—2cos? £ —cos% )

2
anderzijds

—Sin @

25in2% | sin &
—2sinf cos¥ —cos%

2 2
enz. enz. enz. QED

E () = ( 1—cosso) _

NB: Check dat k(p) = b(p) :

Enerzijds k(¢) = 2v/2y/1 F cosp = 4 cos £,
anderzijds: booglengte—formule =
b(p) = 4sin‘PT+7T = 4sin(5 + %) = 4cos ¥
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3. Bernoulli's verrassing

Johann Bernoulli (1667 — 1748)
(Groningen 1695 — 1705)
Brachystochroon probleem:

GEGEVEN: Twee punten P en Q@ in
verticaal vlak onderhevig aan zwaartekracht

GEVRAAGD: Draadprofiel waarlangs
wrijvingsloze kraal in kortst mogelijke tijd
van P naar @ glijdt

OPTISCHE metafoor: kraal volgt lichtstraal
door optisch medium met geschikt gekozen
voortplantingssnelheid v = v(h)

Lichtstraal volgens Principe Fermat &
Voortplantingsnelheid volgens Energiebehoud:

v(h) = V2 + 2gh (1)
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Discretisering

Horizontale lagen 1,2,..., N van gelijke dikte
en constante voortplantingssnelheid vy,
1<j<N

Lichtstraal gebroken rechte lijn,
breking volgens Snellius

Limiet N — oo geeft cycloide: rolhoek ¢ is
dubbele van de hoek met de verticaal

Dat alles gaan we hieronder bewijzen
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Fermat impliceert Snellius

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)
1684: NOVA METHODUS ...
(in tijdschrift ” Acta Eruditorum’)

Breking tussen twee media:
n; = 1/v;,5 = 1,2 brekingsindices

Wet van Snellius:

n1 SiN 1 = no SiN o

Bewijs: Varieer willekeurige weg P — R — (@)
tot P— R — Q met RF — R= ¢ "klein"
Tijdsverschil:

dnq Sin w1 — 0no Sin o + 0(52)

Optimale keus voor R = nqSin 1 = noSin oo

(anders geeft andere keus R korter durende
weg) QED

Zie opgave voor een ander bewijs
17



ny = 1/n

¢1

(L} RI
> .
®2
ng = 1/’[12
Q
§sin ¢y n1 = 1/v;
b1
0 R
R
b2
J sin ¢y ng = 1/vy
> T
1
2
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Afleiding cycloide 1

Alternatieve formulering Snellius

Sin Y; Sin Pi+1
vj Uj41
i=1,2,....N

Nadert voor N — oo tot
sin
f=cC (2)

(Y
Uit " behoudswetten” (1) en (2) volgt de gezochte
geparametriseerde kromme

(z (), h(¢))

via

Lemma

[
Q
@\

COS ¢
waarbij v' = dv/dh

Bewijs: Differenticer (1) < v2 = V2 4 2gh
naar h en (2) < sinp = Cv naar ¢ QED
19



Afleiding cycloide II

En zo:
dh 1
ah - lemma — v COS (3)
dp Cyg
(2) I
= Sin 2¢
g
terwijl:
dx dh
— = tanyp—
dp dp
3
(=) vSin e
(2) 1
= 1 —cos?2
2029( ©)
Integratie geeft dan:
h = hqo — COs 2
(90) 0] 4C29 2
1
= 20 —Sin2p) :
z(p) zo + 4029( p ®)

een cycloide met rolhoek 2¢ en straal 1/(4C?g)

Hetgeen te bewijzen was
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Commentaar

1. Prijsvraag in " Acta Eruditorum’” 1695
eerst geen inzendingen, na hernaling
oplossingen van veel beroemde tijdgenoten

2. Newton anoniem, echter:
“ex ungue leonem cognavi”

3. Combinatie van ISOCHRONIE
en BRACHYSTOCHRONIE interessant
Rol beginwaarden en constanten V,C 7

4. Tegenwoordig vraagstukje bij college
"Variatie-rekening”
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