Les 1: Introductie

Kern

Dit hoofdstuk gaat over veranderingen. Centraal staat de vraag hoe kun je die met wiskun-
dige middelen beschrijven om voorspellingen te doen. We richten ons op verandering van
positie: bewegen. Met vaste tijdsintervallen posities meten en weergeven geeft een beeld
van snelheid en snelheidsverandering. Door verplaatsingen naast elkaar in een grafiek te
zetten kun je snelheidsveranderingen vergelijken en extrapol eren (afhankelijk van deleer-
lingen kan dit ook pas de volgende les gebeuren).

Planning

Als huiswerk voor deze les hebben ze het begin gelezen en opgave 1 t/m 4 gemaakt.

1  Introductie en bespreking huiswerk (ca 15 minuten)

De les beginnen met een algemene introductie: Dit hoofdstuk gaat over veranderingen.
Centraal staat de vraag hoe kun je die met wiskundige middel en beschrijven om voorspel-
lingen te doen. We kijken eerst naar het weer: hoe kun je het weer voorspellen? Als het nu
in Engeland regent, weet je dan welk weer wij morgen hebben? L eerlingen komen met de
reactie dat meer metingen nodig zijn. Samengevat: de metingen geven een indruk van het
globale karakter van de beweging.

Vervolgens het huiswerk bespreken. In ieder geval opgaven 3 en 4. Bij die twee opgaven
gebruiken leerlingen een stippengrafiek. De afstanden tussen de stippen, de verplaatsin-
gen, geven een beeld van het snelheidsverloop. Ze kunnen de beweging beschrijven en
voorspellingen doen met patronen in de stippengrafiek. Maar ze ervaren ook dat als ver-
plaatsingen toe- of afnemen, het moeilijk te zien ishoe dat precies gaat. Dat is straks (bijv.
bij opgave 8) aanleiding voor het vertikaal naast elkaar zetten van verplaatsingen in een
grafiek.

Bij de orkaan van opgave 3 vragen naar antwoorden en aanpak. Waarschijnlijk hebben de
meeste |eerlingen alleen de laatste verplaatsing voortgezet om het moment te vinden.
Discussie richten op het kaartje en het verloop van de orkaan. Wat kun je zien?
Verplaatsingen worden groter -> hij gaat steeds sneller.

L eerlingen hoeven niet vedl te rekenen om snelheden te achterhalen. De belangrijkste ac-
tiviteit is het meten van verplaatsingen en het verkrijgen van inzicht in het verloop van de
beweging. Hoe gaat dat “steeds sneller gaan”? Een grafiek met de verplaatsingen (verti-
kaal) naast elkaar geeft eenindruk. Als echter geen leerling op dat idee komt, dan nog niet
op het bord tekenen.

Vervolgens opgave 4 over _

de cheetah en de zebra ;ti%rgen 1n?:10ig(]j.ere 5 sec.
Misschien tekenen enkele
leerlingen een stippengra- e ® ® ® ® ° ° ° ° °
fiek zoals bij de orkaan.
Door de stippen te numme-
ren en met het stippenpatroon van de cheetah te schuiven kun je achterhalen wanneer hij
de zebra nog kan inhalen. Het is niet erg als ze hier niet op komen, want deze vraag komt
later terug. Dus het antwoord in de bespreking hangt af van waarmee leerlingen komen.
Het gaat voor de leerlingen om de ervaring dat voorspellen lastig isen dat meer informatie
of meer gereedschap handig is om precieser te kunnen zijn. Hun uitwerkingen geven een
indruk van wat ze al kunnen.
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handleiding

§ 1 Niets veranderlijker dan het weer

Van alles om ons heen verandert: je kledingmaat, de gemiddelde lengte van de Neder-
lander, het aantal |evende diersoorten, de hoogte van de zeespiegel en natuurlijk het weer
van dag tot dag. Bij veranderingen is het vaak handig en soms zelfs van wezenlijk belang
om verandering te kunnen voorspellen.

Bij voorspellingen van het weer voor morgen wordt gebruik gemaakt van het weer van
vandaag. Men begint dan met de beschrijving van het weer in Europa.Moor dergelijke
beschrijvingen worden satellietfoto’s gebruikt. Met een satellietfeto is.bijvoorbeeld
direct te zien waar het in Europa bewolkt is.

1 Op 16 mei 2000 om 10:30 uur zag de hemel boven Europaer zo uit:
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Die dag wilde een groepje’skaters,’s avonds een tochtje ten noorden van Utrecht

maken. Zoals je ziet is het. om 10:30 uvr.in Nederland zonnig.

a. Heb je met deze foto'veldoende zekerheid dat het die avond ook droog is? Zo ja,
waarom? Zo nee, welke'infermatie zou je dan nog nodig hebben om met meer
zekerheid te kunnen voorspellen?

b. Hieronder zieje de Situatie:aan het begin van die middag. De witte viekken boven
het westen van Belgi€ blijken regen- en onweersbuien te zijn. Wat denk je, kan de
skate-tocht neg deorgaan?
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Tot dlot tijdens deze les het doel van het pakketje nog een keer benadrukken: Het beschrij-
ven van verandering ten behoeve van voorspel lingen.

We zijn nu bezig met een speciaal geval: verandering van positie.

Voorlopige conclusie: het beschrijven van verandering (zoals bij het weer) met opeenvol-
gende posities en het gebruiken van het patroon van verplaatsingen (constant of toe- of
afnemend) is een manier om te de beweging te beschrijven en om te voorspellen. Hoe ver-
snellen of vertragen precies gaat, is moeilijk te zien.

2  Zelf verder werken (ca 15 minuten)
Dan tijdens deze les werken aan opgave 6, 7 en 8.

3 Bespreken opgave 8 en introductie Flits (ca 15 minuten)

Deze bespreking kan ook aan het begin van de computerles, al's de omstandigheden in het
computerlokaal dat toelaten. Inieder geval isde bespreking nodig voor het computerprak-
tikum zelf, omdat anders leerlingen het doel en de grafieken van Flits niet direct zullen
begrijpen en zullen gaan raden naar de betekenis. Dat willen we juist voorkomen.

Bij opgave 8 vragen naar de grafieken die ze hebben gemaakt. De uitwerkingen van de
leerlingen zijn aanleiding voor een discussie over ververschillende typen grafieken. Het
‘tijdrovende’ meetwerk is aanleiding voor de introductie van Flits. Vermoedelijk wisten
de meesten niet precies hoe dit aan te pakken, maar zijn er toch een aantal dieiets gedaan
hebben met horizontaal detijd en vertikaal verplaatsingen, afgel egde weg of hoogte (ook
tijd vertikaal kan voorkomen). Sommige leerlingen tekenen alleen stippen van meetwaar-
den, anderen tekenen een continue grafiek. Kan dat laatste? Wat weet je zeker? Wat kun
jeiniedere grafiek goed zien en goed voorspellen?

Als de hoogte of de totale afgelegde weg tegen de tijd is uitgezet kun je met de grafiek
voorspellen wanneer hij op degrond zal vallen. Alsverplaatsingen in de grafiek staan, dan
krijg je een goed beeld van het ‘ snelheidsverloop’: lineair toenemende verplaatsingen.

Naar aanleiding van deze bespreking kan het computerprogramma Flits worden geintro-
duceerd (op sheet laten zien). Goed meten is veel werk: om dat eenvoudiger te doen, wer-
ken met een programmaatje. De twee grafieken (verplaatsingen en totale afgel egde weg)
krijg je kado. Op de sheet laten zien hoe je ze kiest en hoe ze eruit zien. De volgende les
kunnen de leerlingen daarmee dan aan de slag.

Connecties
Tijdens de bespreking van opgave 8 wordt het werken met Flits van de volgende les gein-
troduceerd.

Huiswerk
Huiswerk? Opgave 8 nog een keer of verder afmaken?

Volgende les in het computerlokaal!

handleiding

Het volgen van wolken met opeenvolgende foto's is een middel om voorspellingen te
doen. Op de televisie zie je dan hoe een serie foto’s als een filmpje wordt afgedraaid.
Vervolgens wordt bekeken wat er zou gebeuren als je de bewegingen van de wolken
voortzet. Deze methode gebruikt men ook bij voorspellingen over de beweging van
orkanen.

2 Op 22 augustus 2000 naderde de orkaan Debby Cuba en de'Dominicaanse Repu-
bliek. Voor de inwoners was het belangrijk om te weten ofven zo ja, wanneer de
orkaan hun eiland zou passeren. Men volgde de orkaan op'devoet:

Hieronder zie je een kaartje van het Caraibisch gebied met het spoor,van.Debby. De
vierkantjes op het spoor geven de posities van Debbie aan‘op 20, 21, 22 augustus om
5 uur ’s ochtends en de huidige positie, namelijk om 23:00 uur:

Cuba

¢ - 22-8 (23:00)

v § 22-8 (05:00)
Dominicaanse Republiek 21-8 (05:00)
20-8 (05:00)

a. Teken in het kaartje welke routesjij.zou voorspellen voor de komende 3 dagen,
kortom over 24, 48 en 72 uur.

b. Hieronder zie de positie.van Debby vierentwintig uur later. Ook zie je de voor-
spelling van weerkundigen:\Welke veronderstellingen denk je dat ze ook maken
behalve het voortzetten van deroute?

& T2hr
42hr
L)
S4p 238 (23:00)
.
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Bij weersvoorspellingen worden positie-metingen gebruikt om veranderingen te
beschrijven en om voorspellingen te doen. Daartoe worden posities met vaste tijds-inter-
vallen (bijvoorbeeld iedere 12 uur) met elkaar vergel eken. Naast dergelijke tijdopnamen
wordt natuurlijk ook kennis over het weer en orkanen gebruikt bij de voorspellingen.
Bijvoorbeeld kennis over de samenhang tussen temperatuur, luchtdruk en wind en over
routes van orkanen in het verleden. Maar zolang die kennis nog onvoldoendeis om pre-
cies te kunnen voorspellen, spelen tijdopnamen een belangrijke ral.

In dit hoofdstuk staat de samenhang tussen plaats- en snelheidsverandering/centraal.
Een belangrijke vraag is: In hoeverre is het mogelijk om een voor spelling,.te doen over
de positie van een object op basis van gegevens over zijn beweging.

3 De orkaan Olivia nadert de westkust van Mexico: De |aatste vijf“posities van de
orkaan zijn in het kaartje vastgelegd op 9, 10 en 11 ektober 2000, afwisselend om 6
uur en 18 uur. Voorspel hoe laat de orkaan het land zal treffen. Beschrijf je werk-
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Misschien heb je bij bovenstaande opgaven gebruik gemaakt van een patroon in de ver-
plaatsingen van de storm. Als je zo'n patroon wiskundig kunt beschrijven, dan kun je
daarmee voorspellingen doen. De komende lessen ga je proberen om met wiskundige
middelen bewegingen te beschrijven in de hoop dat die wiskunde ons in staat stelt om
goede voorspellingen te doen.
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Het volgende citaat komt uit een wiskundeboek.

“ Beweging is overal; zonder beweging zou er geen leven bestaan. ‘ Stillevens' zjn alleen in musea
te vinden, niet in het echte leven, want bewegen en veranderen — in wat voor verschijningsvorm
dan ook — is de essentie van het leven zelf.

Sommige bewegingen lijken chaotisch, maar vaak is er ook sprake van orde en regelmaat. Zo ont-
staan regelmatige patronen, die in principe aan wiskundig onderzoek onderworpen kunnen wor-
den. Maar ieder wiskundig gereedschap is in wezen statisch van aard: getallen, punten, lijnen,
vergelijkingen, enzovoort, ze dragen op geen enkele wijze iets van beweging in'zich. Als men dus
beweging wil onderzoeken, moet men een manier vinden om die statische hul pmiddelen met bewe-
gingspatronen in verband te brengen.”

Uit: Wiskunde - Wetenschap van patronen en structuren, door Keith Devlin.

In de volgende opgaveis ook sprake van beweging=\oor het beantwoorden van de vraag
kan het helpen om de beweging te beschrijven met een plaatje zoals bij de orkaan.

4 De snelste sprinter ter wereld is de cheetah.
Hij kan in 17 seconden op een topsnelheid
van meer dan 110 km per uur komen ‘en die
volhouden over een afstand van ruim 450
meter. De cheetah wordt echter /ggauw moe,
terwijl een zebra die een topsnetheidwan 70
km per uur haalt, over ruim 6 km een snelheid
van 50 km per uur kan handhaven:

Wanneer kan een cheetah een rennende zebra nog inhalen? Van een zebra en van een
cheetah die start met sprinten zijnde posities om de 5 seconde gemeten. De af standen
(in meters) tussen diepositiesstaan in de tabel hieronder.

cheetah 76 116 133 134 132 100 55 36
zebra 95 97 96 94 95 94 98 96

Bij welkewvoorsprong van de zebra kan de cheetah de zebra nog inhalen?
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extra

Het vergelijken van situaties op verschil-
lende tijdstippen gebeurt niet alleen bij het
weer, maar is ook a heel lang een middel
om de bewegingen van planeten en hun
manen in ons zonnestelsel te beschrijven.
De Egyptenaar |bn Yunus (950-1009)
werkte aan een tabel waarmee men precies
kon voorspellen wanneer het volle maan
zou zijn. Die tabel speelde een belangrijke
rol inde Islam bij het bepalen van derama-
dan.

Voor die tabel was het nodig om te weten
hoe lang de maan doet over een rondje
rond de aarde. Je kunt zelf deze werkwijze
naspelen.

5 ’sAvonds, maar ook soms overdag, kun
je zien dat de maan rond de aarde
beweegt. Dat komt door de draaiing
van de aarde rond haar as. Net zoals het
daardoor lijkt dat de zon dagelijks rond
de aarde draait.

Toch kun je ook achterhalen dat de maan'echt rond de aarde draait. De tijd die de
maan nodig heeft om rond de aardete draaien kun je berekenen met twee moment-
ophamen. Maar niet op één dag™Je hebt twee dagen nodig.

Kijk op een bepaald tijdstipwaarde maanis. Gabijvoorbeeld zo staan dat je de maan
precies over het topje vanieen lantearnpaal ziet en markeer de plek waar je staat.

Ga de volgende dag op heizelfde tijdstip.op dezelfde plek staan en je zult zien dat de
maan verplaatst is.

De aarde draait veel snéller rond haar as dan de maan rond de aarde. De maan heeft
in 24 uur maar een klein stukje afgelegd en dat stukje zie je nu.

Als je kunt bepalen wat de kijkhoek is tussen het topje van de lantaarnpaal en de
maan, dan kun je:berekenen hoeveel dagen de maan nodig heeft om een heel rondje
(360°) te draaienxControleer zo of de maand een goed antwoord is.
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§ 2 Het beschrijven van bewegingen

Een hulpmiddel waarmee men aan het eind van de negentiende eeuw bewegingen onder-
zocht was een fototoestel .

Defotograaf Muybridge maaktein dietijd seriesfoto’s van dieren die bewegen. De vol-
gende serie van een dravend paard maakte hij om aan te tonen dat er een moment is
waarop het dravende paard alle vier de benen van de grond heeft.

6 Inde hoekjesrechtsonder op de oneven bladzijden van dit boekje zie je fotootjes van
een mannetje dat een handstand-overslag doet. Als je de hoekjes snel laat ritsen lijkt
het of het mannetje echt beweegt. Eén plaat] e ontbreekt. Teken zelf dit plaatje zodat
de beweging vloeiend verloopt.

Een andere manier waarop men in.die tijd\probeerde beweging vast te leggen is door de

foto’'sin één plaatje af te drukken:
i | Tl | l1 T—' E "H"" i '} Tk

7 a. Hoe zouje zo'n foto kunnen maken?
b. De foto’'s van deze serie zijn met een vaste regelmaat gemaakt. Is de tijd die de
polsstokspringer nodig heeft om op het hoogste punt te komen gelijk aan de tijd
die hij nodig heeft om neer te komen?

4/4/02




Les 2: Computerles met Flits

Kern

Het idee van de deze les is dat de beschrijvingen met achtereenvolgende verplaatsingen
en afgel egde weg in een aantal situaties worden toegepast. De veronderstelling is dat | eer-
lingen steeds beter zien hoe en waarvoor ze de grafieken van Flits kunnen gebruiken. Hun
redeneringen veranderen van beschrijvend met de stroboscopische foto’'s naar redeneren
met en over kenmerken van de grafieken (de afgelegde weg is gelijk aan de som van de
verplaatsingen en constante verplaatsingen -> constante snelheid -> lineair toenemende
grafiek van afgelegde weg).

Planning

Tijdens deze les werken leerlingen in tweetallen aan opgave 9 t/m 15.

Alsleerlingen aan het eind van de computerles nog tijd over hebben, kunnen ze ook naar
de opgaven bij Flits op het computerscherm kijken die ze nog niet hebben gedaan (bij-
voorbeeld: de orkaan Olivia), of met het huiswerk verder gaan.

Connecties

De opbouw in het lesmateriaal is zo gekozen dat eenvoudig kan worden teruggevallen op
eerdere grafische vormen. Het spoor terug is. verplaatsingen vertikaal in grafiek -> ver-
plaatsingen tussen stippen (in gelijke tijdsintervallen) -> het spoor van de orkaan als serie
positiebepalingen.

Huiswerk
Huiswerk voor de volgende les: t/m opgave 19.

handleiding

Je kunt een beweging vastleggen door foto's te maken.
Een manier isomin het donker delensvan het fototoestel
te openen en dan met een vaste regelmaat te flitsen. De
foto diejedan krijgt worden ook wel een stroboscopische
foto genoemd.

8 Hiernaast zie je een stroboscopische foto van een val-
lend balletje (30 flitsen per seconde). Op de meetlat
staat een cm-schaal (de getallen zijn dm).

a

Je ziet dat het balletje steeds sneller valt. Laat met
een grafiek zien hoe dat precies gaat.

Stel dat het balletje van 1 meter hoogte boven de
grond is losgelaten.

Voorspel met behulp van dezefoto en je grafiek na
hoeved flitsen het balletje op de grond valt:

Computerpraktikum Flits

Een hulpmiddel bij het analyseren-van stroboscopische
foto's is het programmaatje Flits. Bij. de volgende opga-
ven heb je Flits nodig:

9 Bekijk enkele fota’s (en animaties) met Flits.
Eén van de foto's.is de stroboscopische foto van het
vallende balletje.

a.

Open defotovan.het vallende balletje en klik op de
achteregnvol gende posities van het balletje.
Wat'kun jein de grafiek aflezen?

Boven de foto zie je ook de knop [Zet voort].
Kun je daarmee je antwoord van opgave 8 contro-
leren? Leg uit waarom wel of waarom niet.
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verplaatsing

afgelegde
weg

11 Al eerder heb je kennis gemaakt De.cheetah en de zebra

10 Een andere foto is van een Stok die wordt weggegooid. Bekijk deze foto met Flits.

Devraag is of het midden van de stok meer afstand afl egt dan het uiteinde.

a. Volg eerst het midden van de stok en daarna een uiteinde met een andere kleur.
Bekijk de twee grafieken. Hoe verschillen de twee bewegingen?

b. Isde afgelegde weg van het uiteinde langer dan, gelijk aanyof korter dan die van
het midden? Leg uit hoe je aan je antwoord komt.

De grafiek van Flits met de verplaatsingen,tussen twee flitsen laat zien hoe de verplaat-
singen toe- en afnemen. Dit heet een verplaatsingsgrafiek:

In de som-grafiek van Flitswaarbij je deverplaatsingen laat optellen zie je de totale ver-
plaatsing, de afgel egde weg tot dan toe. Dit heet een/grafiek van de afgel egde weg.

met de cheetah en de zebra.
Hieronder zijn de positiemetin- | Desnelstesprinter ter wereld isdecheetah. Zijn poten
gen uit opgave 4 Vereerwoudigd zijn korter dan die van een zebra, maar hij kan in 17
in een wiskundig plaatje. seconden op een topsnelheid van meer dan 110 km per
: : . uur komen en die volhouden over een afstand van
‘ée Ziet een Sl zpedn.tekml ng r\:an ruim 450 m. De cheetah wordt echter gauw moe, ter-
etwee r.ennen (_9 lerenmet-aun wijl een zebra die een topsnelheid van 70 km/uur
verplaatsing na iedere"s seeon- | haalt, over ruim 6 km een snelheid van 50 km/uur kan
den. Alsof er eenwstrobescopi- | handhaven.
sche foto is gemaakt.

1 cm/~=100 m.
stippentna iedere 5 sec.

(o ~@ @ @ @ o—0-0

a. Welke serie hoort bij welk dier?
b. Als ze op hetzelfde moment starten, haalt de cheetah dan de zebrain?

¢. Hoe zou je nu kunnen uitvinden bij welke voorsprong een zebrakans op ontsnap-
ping heeft?
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12 Deze stippengrafiek kun je ook met Flits bekijken (Cheetah).

a. Volg ek van detwee bewegingen met een verschillende kleur. Bekijk de verpl aat-
singsgrafiek en de grafiek met de afgelegde weg. In welke van de twee grafieken
kun je het beste zien of de cheetah de zebrainhaalt? Licht je antwoord toe.

b. Stel de cheetah start 5 seconden later. Kan hij dan de zebranog inhalen? Verklaar
je antwoord.
(Met Flits gaat dit a's volgt: voeg opnieuw punten voor de cheetahin, alleen laat
hem in het begin wachten, twee kliks op elkaar is een verplaatsingwvan 0 meter in
5 seconden).

¢. Kan de cheetah een voorsprong van de zebra van100'meter-overbruggen?

Alsmiddel voor het beschrijven van bewegingen heb'je streboscopi sche plaatjes, de ver-
plaatsingsgrafiek en de grafiek van de af gel egde weg gebruikt."Hiermee kun je voorspel -
lingen doen over snelheid en afgel egde weg.

13 Op het scherm kun je drie plaatjes van de beweging zien: de stippengrafiek, de gra-
fiek met de verplaatsingen en de grafiek met de afgel egde weg.
a. Kunjeinalledriede plaatjes zien dat ereen moment isdat de cheetah en de zebra
even hard rennen?

b. Hoe zou je in de verschillende grafieken zien'dat de cheetah stil staat?

14 Bij 3 spiralen zie je 3 verschillende.draaiingen van 5 rondjes. Voorspel met Flits
voor ieder van de drie figuren hoever_het uiteinde van het centrum zal zijn na het
zesde rondje.

15 Bekijk opgave?21l. Je ziet direct dat.de snelheid van het object niet constant is.

Door de groene stippen met blauw te volgen kun je een verplaatsingsdiagram en een
diagram van de afgelegdeweg in beeld krijgen.
Tussen de posities zit telkens 1 seconde.

a. Met welke constante snelheid wordt evenveel afgelegd in 4 seconden?
b. Wat'betekent eigenlijk een constante snelheid?
Door te klikken op [Zet voort] wordt de beweging voortgezet.

c. Op welke manier wordt de beweging voortgezet? Beschrijf wat je ziet in de ver-
plaatsingsgrafiek en in de grafiek van de afgel egde weg.

Einde computerpraktikum Flits
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Les3

Kern

Kern van deze les is de interpretatie van de Flits grafieken met betrekking tot constante
snelheid en snijpunten in de twee verschillende grafieken. In de grafiek met verplaatsin-
gen geeft een vertikale strook informatie over de verplaatsing in een tijdsinterval. In de
grafiek van de afgelegde weg zie je de afstand die is afgelegd over alletijdsintervallen tot
dan toe.

Een tweede kernpunt van deze les is de overgang van het nummeren van tijdsintervallen
op de horizonale as naar een continue tijd-as om beter tijd-grafieken te kunnen vergelij-
ken.

Planning

1 Nabespreking computerles (ca 10 minuten)

De computerles nabespreken met sheets van de Stok, de Cheetah en van de |laatste opgave
15 (met [Zet voort]) om de betekenis van de grafieken aan de orde te stellen.

De Stok en die laatste opgave om te bespreken wat constante snelheid is en hoe dat in de
twee grafiekente zienis.

De Cheetah (en eventued de Stok) om de betekenis van * snijpunten’ in de twee grafieken
tevergelijken. Bij de afgelegde weg kun je daaruit ‘inhalen’ concluderen. Bij de verplaat-
singen weet je alleen dat ze ‘ op dat moment’ even snel gaan. Hoe kun je *hol’ of *bol’ in
de grafiek van de afgelegde weg zien aan het verloop van de verplaatsingen (nemen toe of
af)?

Kortom, bij iedere sheet vragen:

Wie kan nog een keer de beweging(en) beschrijven?

Wat kun je in de verplaatsingsgrafiek zien?

Wat kun je in de grafiek van de afgelegde weg zien?

2 Bespreken huiswerk (ca 15 minuten)

Huiswerk was opgave 16 (en 17, 18 en 19). Deze opgave gebruiken om te zien of ze zelf
met de Flits-grafieken kunnen werken. Deleerlingen vragen om - bijvoorbeeld in groepjes
van 4 - de beste grafiek (van verplaatsingen of afgelegde weg) uit te laten kiezen. Inieder
geval leerlingen een paar op het bord laten tekenen. Als iedereen klaar is de klas vragen
welke het beste de beweging van een bungee jumper beschrijft.

Dan naar aanleiding van opgave 17, 18 en 19 staat de vraag centraal: Hoe kun je die ho-
rizontal e aslezen? Wat gebeurt met de grafiek alsje vaker zou meten om de beweging pre-
cieser te beschrijven.

Dit isnodig voor de overgang van genummerde tijdsintervallen naar een continue tijd-as.
Bij opgave 18 merken ze dat twee keer zo vaak meten zorgt voor 2x zoveel metingen en
het vertikaal inzakken van de verplaatsingen. Dit inzakken van de vertikale as en verbre-
ding van horizontale as geven problemen, vooral als je nog vaker wilt meten. Voor de ho-
rizontale asis een oplossing om een continue tijd-as te kiezen met de af spraak dat staafjes
aan het eind van het bijbehorende interval staan. Dat gebeurt in opgave 19.

Als er verder geen vragen zijn kunnen ze de rest van de tijd aan het huiswerk werken.

handleiding

10

16 Beschrijf de beweging van een bungee jumper met een verplaatsingsgrafiek en met
een grafiek van de afgelegde weg.

17 Bij een beweging met een constante snelheid staan in het verplaatsingsdiagram con-
stant dezelfde verplaatsingen voor ieder tijdsinterval.

verplaatsing g |
(m)

3L

1

1 2 3 4 interval nummer

a. Neem de grafiek over in je schrift en teken ernaast de grafiek van de afgelegde
weg.

b. Hoeziejein de grafiek van de afgelegde weg'dat.de snelheid constant is?

Stel dat de lengte van ieder tijdsinterval 0.5 seeondeis.
c. Bereken de constante snelheid van de beweging.

d. Het berekenen van de snelheid kan met het,verpl aatsingsdiagram en met het dia-
gram van de afgelegde weg. Hoe?

18 Stel dat van de beweging uit de‘opgave hierboven de posities twee keer zo vaak wor-
den gemeten (na 0.25 seconde). Hoe'zien danthet verplaatsingsgrafiek en de grafiek
van de afgelegde weg eruit? Teken ze'injeschrift met een andere kleur bij de twee
grafieken van opgave 17.

tijd-as Alsje twee keer zo vaak meet'ligt hetwoor de hand om de extra verplaatsingen tussen
de verplaatsingen van de verige metingen te tekenen. Eigenlijk gebruik je dan de hori-
zontale as als een tijd-as. Vooreen grafiek met verplaatsingen is het dan wel nodig om
te weten bij welk tijdsinterval een verplaatsing hoort.
Het handige van een tijd-as is.dat je metingen met verschillende tijdsintervallen kunt
vergelijken.

19 Hieronder zie jeitwee.grafieken met verplaatsingen. In beide grafieken is bij iedere
verplaatsingen, aangegeven bij welk tijdsinterval die hoort. Bij welke van de twee
bewegingen.is het'meeste afgelegd? En bij welke is het hardst gereden?

verplaatsing verplaatsing
(km)=, 40 4 (km) 40 |
30 + 30 -
20 20
1 2 3 4 0.5 1 15 2 25
tijd (uur) tijd (uur)
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De keten van het spoor van de orkaan -> verplaatsingen tussen stippen (in gelijke tijdsin-
tervallen) -> verplaatsingen vertikaal in grafiek, wordt uitgebreid met een continue tijd-
as. Dit anticipeert alvast op continue grafieken. In een plaatje:

O-0—0 O O
tijdseries

Ve”"a"’“"”ge”m ”e”"aat‘“"“gmm

verschillen: optellen:
geeft snelheidsverloop geeft totale afgel egde weg

afgelegde weg afgelegde weg

i N
[
Huiswerk
Huiswerk: t/m 25.

handleiding

differentie
A

afgelegde

weg: s of x

constante
snelheid

Voor het aangeven van de lengte van een interval wordt ook wel A (delta) gebruikt. A is
de Griekse letter voor de d van differentie (differentie betekent verschil). Zo staat bij-
voorbeeld At (spreek uit: “deltat”) voor de lengte van eentijdsinterval. Een tijdsinterval
van 2 tot 2.5 seconde schrijf je ook wel als[2, 2.5], en daarvoor geldt dan At = 0.5 sec.
Bij opgave 17 is At = 0.5 sec. en bij opgave 18 is At = 0.25 sec.

Bij natuurkunde wordt voor de afgelegde weg wel de letter s of de letter x gebruikt. Om
verwarring met de in de wiskunde meestal horizontal e x-as te voorkomen; gebruiken we
hier deletter s.

De verplaatsingen geven een beeld van de snelheidsverandering. Bij eenconstante snel-
heid zijn de verplaatsingen alemaal even lang. Ze veranderen-alleen al's je ze met een
ander tijdsinterval gaat meten. Zo zijn 3 meter in 0.5 seconde, of 1.5 meter in 0.25
seconde, of 60 meter3 in 1105 secgpde, alemaal beschrijvingen van.dezelfde constante

snelheid: 6 m/sec = = = 75: = 3; M/SecC.

Bij een constante snelheid zijn de verplaatsingen As constant (in gelijketijdsintervallen).
Een constante snelheid v bereken je met v = As/At. Het maakt'niet uit of je dit doet op
eenkleintijdsinterval (At =0.5sec.) of over het totaletijdsinterval (At =4 sec. bij opgave
17). De constante snelheid is op ieder interval /even groot. Er geldt: hoe kleiner At, hoe
kleiner As.

Maar hoe moet het nu als de snelheid nietconstant is?

20 Hieronder zie je nog een keer de metingen‘'van het vallende balletje (At = 1/30 sec.).
Om aan te geven bij welke tijdsintervallen‘de verplaatsingen horen zijn die ook vet
getekend. Zo zieje dat de tweede verplaatsing hoort bij het tijdsinterval [1/30, 2/30].

verplaatsing 4
(cm)
4.
31
2,,
177
0 ‘ ! >
0 1/30 3/30 5/30 t (sec)

a. Hoe groot is'desnelheid van het balletje bij de 3¢ flits (alst = 3/30 sec.)?

b. Met'de grafiek.kun je beredeneren dat het balletje tussen 0 en 5/30 sec. een snel-
heid heeftigehad van 100 cm/sec. Terwijl hier geen verplaatsing van 100 cm staat.
Zou je die 100 cm wel zien als je iedere seconde de verplaatsing zou meten?
Wat betekent het eigenlijk dat het balletje op een moment een snelheid van 100
cm/sec heeft gehad?

De precieze snelheid op één moment is met deze meetwaarden niet te achterhalen. Je
kunt wel iets zeggen over de gemiddelde snelheid in een tijdsinterval.

11
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21 Van een dier wordt gedurende 25 seconden om de 5 seconden de afgelegde weg
bepaald. Stel dat na 25 seconden de snelheid van het dier niet meer verandert.
Hieronder zie je twee mogelijkheden voor het vervolg. Geef voor beide mogelijkhe-
den aan wat er aan de hand is.

afgelegde weg
(m) gl

5 10 15 20 25w, 30% 35 40 tijd (sec)

22 Hieronder zie je een diagram van de af gel egde weg en een verplaatsingsdiagram van
twee verschillende bewegingen.
a. Hoekun je zien dat de twee grafieken niet van'dezelfde beweging zijn?
b. Bij welke van de twee bewegingefris de.gemiddelde snelheid in de 15 minuten
het grootst?

20+
afgelegde |

km) |
|||||HH
1

2 tijd (minuten)

verplaatsing

(km) 25

1 2 tijd (minuten)

gemiddelde Een gemiddelde snelheid kun je op twee manieren berekenen. Je kunt de gemiddelde

snelheid verplaatsing bepalen en daaruit een gemiddelde snelheid berekenen (delen door het
tijdsinterval.vande verplaatsing). De gemiddelde snelheid kun je ook berekenen door de
totale afgel egde weg terdelen door het totaal doorlopen tijdsinterval.

In beide gevallen gelit: Vgemiddeld = ﬁ—j .

Desnelheid kan tijdens het interval At variéren. Hoe precies? Dat weet je lang niet altijd.
Je weet wel dat er evenveel wordt afgelegd al's met de berekende gemiddelde snelheid.
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Hoe meer metingen, hoe precieser je een beweging kunt beschrijven en kunt voorspellen.
Maar je kunt ook proberen om een patroon (lineair toenemende verplaatsingen) te inter-
preteren om zo meer inzicht in het verloop van de beweging te krijgen. Bij de valbeweging
lijken verplaatsingen lineair toe te nemen. Kern van deze lesis dat leerlingen zich afvra-
gen wat dat betekent en of je daarmee iets kunt.

Dezelesiseen voorbereiding op het gebruik van continue modellen (en dus ook continue
grafieken) om bewegingen te beschrijven. De wiskundige taal die hierbij eenrol spedltis:
evenredig zijn met.

Planning

Nabespreken huiswerk (was t/m 25).

Inieder geval opgave 21 (of 20) en 25 bespreken (eventueel nog even tijd geven om eraan
te werken of antwoorden te vergelijken). Opgave 21 om aan te geven dat met de metingen
je niet de snelheid op een moment kunt bepalen, maar aleen de gemiddelde snelheid in
een tijdsinterval. Bovendien kan hier een informele definitie van momentane snelheid
worden gegeven: “hoe die verder zou gaan als vanaf dan de snelheid niet meer verandert.”

Opgave 25 is essentieel voor het vervolg, vanwege de overgang van verplaatsingsgrafie-
ken naar grafieken met constante gemiddelde snelheden. Dit hebben ze straks nodig bij
het terug redeneren van constante snelheden naar verplaatsingen. De grafiek van de ge-
middelde snelheden is in eerste instantie een soort trapgrafiek. Hoe vaker je meet, hoe
meer die grafiek gaat lijken op een rechtelijn. De helling van dielijnis en blijft hetzelfde
als de helling van de lijn door de middens van de treden van de trap, terwijl de verplaat-
singen steeds kleiner worden.

In een terugblik zou nog een keer de vraag aan de orde kunnen komen: Hoe zou je precie-
ser de snelheid kunnen bepalen waarmee het balletje op de grond terecht komt? Als het
goed iskomen leerlingen met: meer metingen. Daaraan toevoegen: meer inzicht in het ver-
loop van de valbeweging. Het lijkt dat de verplaatsingen lineair toenemen (zie ook de hel-
ling van de grafiek met gemiddel de snelheden). Wat betekent dat?

Direct hierop volgend klassikaal het verhaal van Galilei introduceren en 26 doen:
Hoe verschillen de gevolgen?

Hoe zou je die kunnen controleren?

Hoe kun de valtijd over een bepaal de hoogte voorspellen?

Zijn er ideeén? Ja, mooi. Nee, dan zullen we Galiler volgen: eerst de helling.

In ieder geval deze les of anders de volgende les aandacht besteden aan de betekenis van
evenredig zijn met (bijvoorbeeld n.a.v. de grafiek bij 25: stel dat uiteindelijk de v-t-grafiek
een rechte lijn wordt, wat betekent dat?).

Dan gaan werken aan het huiswerk.

Aan het eind van deles nog 28, 29 en 30 bespreken, zodat iedereen evenveel en voldoende
basis heeft voor opgave 31 en 32 (huiswerk).

handleiding

13

lineaire gra-
fiek van de
afgelegde
weg

23 In de volgende opgaven is de vraag wat de gemiddelde snelheid is.

a. Hoe groot is de gemiddelde snelheid van de cheetah uit opgave 4 in de eerste 25
seconden?

b. Ilemand woont 6 km van school. Op een dag staat er veel wind. 's Ochtends heeft
ze wind tegen en doet ze er een half uur over om naar school te fietsen, maar ‘s
middags heeft ze wind mee en is ze in 15 minuten thuis. Wat.is haar gemiddelde
snelheid?

Oplossing 1: heenreisis 12 km/u en terugreisis 24 km/u, het'gemiddelde is
(12 + 24)/2 = 18 km/u.

Oplossing 2: ze fietst bij elkaar 12 km in 45 minuten: VYgemiddeid. = ﬁ—j =2 =
4/15 km/min. = 16 km/u.

Wat is het juiste antwoord?

c. Alsje met de auto in Nederland een afstand vanimeer.dan 20-km moet afleggen
en je wilt je reistijd berekenen, dan gebruikt men wel, eens de vuistregel dat je
gemiddeld 80 km per uur rijdt. Hoe zou men daarbij. komen?.

Terugblik

Deze lessenserie gaat over het beschrijven van bewegingen. Voor deze beschrijvingen
gebruiken we wiskundige middelen. Met die middelen kunnen we ook voorspellingen
doen. Wat hebben we tot nu toe gevonden? We kunnen metingen doen en vervolgens
bewegingen beschrijven met verplaatsingsgrafieken en grafieken van de afgel egde weg.

Door patronen te herkennen in een verplaatsingsgrafiek of in een grafiek van de afge-
legde weg kun je een beweging beschrijven enwaorspellingen doen. Een eenvoudig
patroon is die van constante verplaatsingen.

Als de verplaatsingen constant ziji;*dan liggen de toppen van de grafiek van de afge-
legde weg op een rechte lijn./Tussen de. afgelegde weg en de tijd is er dan een lineair
verband. Lineariteit is een eigenschap die jea eerder bij wiskunde bent tegengekomen.

De verplaatsingsgrafiek kun.je gebruiken'om een gemiddel de snelheid op een tijdsinter-
val uit te rekenen ( %—i )Van'de gemiddel de snelheden kun je ook een grafiek maken.

24 Een verplaatsingsgrafiek en.een grafiek van gemiddelde snelheden geven allebei
informatie over het snetheidsverloop van een beweging.
Er zijn ook versehillen tusservde twee grafieken. Kijk bijvoorbeeld naar de verplaat-
singsgrafiek van'de constante snelheid bij opgave 17.
a. Tekenyvandie beweging een snelheidsgrafiek.
b. Hoe veranderen.beide grafieken als je veel vaker verplaatsingen zou meten, bij-
voorbeeld met-At = 0.01 seconde?

25 Bij ‘de verplaatsingsgrafiek van het vallende balletje van opgave 20 zou je ook een
grafiek van,gemiddel de snelheden kunnen tekenen. Hoe zou die er uit zien?
Hoe zouden hier beide grafieken veranderen als je veel vaker zou kunnen meten?

Nog open problemen in het hele verhaal zijn:

— Kun je op grond van positiemetingen bepalen met welke snelheid het balletje op de
grond terecht komt?

— Kunje preciezer bepalen wanneer de storm van opgave 3 het land zal treffen?
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Huiswerk
Huiswerk t/m opgave 32.

handleiding

continu
model

§3

Snelheid en afgelegde weg: Galilei en de valbeweging

Volgens de stroboscopische foto van het vallende
balletjelijkt de valbeweging een beweging waarbij
de snelheid verandert. De verplaatsingen nemenin
het begin gelijkmatig toe. Dit was in de 17e eeuw
ook de veronderstelling van Galileo Galilei .

Tot dan gel oofde men deideeén van Aristoteles(ca
350 voor Christus). Hij dacht dat de valbeweging
met een constante snelheid verliep en dat zwaar-
dere objecten sneller vallen dan lichtere.

Galileo Galilei (1564-1642)

De Italiaanse geleerde Galilei ontkrachtte vele eeuwenslaterde stelling van Aristoteles
met het volgende gedachtenexperiment:

Als een lichtere kogel langzamer zou vallen'dan een zwaardere kogel, wat zou er
dan gebeuren alsje de kogels aan elkaar vast zoumaken en dan zou laten vallen?
Delichtere kogel ging langzamer/dan de zZwaardere, en dus moet hij de zwaarde-
re nuiets afremmen. De snelheid van de twee kogelsis duslager dan de snelheid
van de zwaardere kogel.

Maar het gewicht van de twee kogels.is bij‘elkaar meer dan het gewicht van de
2waardere, dus volgens Aristoteles zouden,ze samen juist sneller moeten vallen.
Dit ismet elkaar in tegengpraak, dus.Aristoteles heeft ongelijk.

Aldus Gdlilel, die niet alleen kritisch was, maar ook creatief. Hij veronderstelde dat de
snelheid evenredig met de valtijd.toeneemt.

26 Hoe zou je kunnen.contraleren,of dit een goed ideeis?

Als de snelheid evenredig toeneemt met de valtijd, dan wil dat zeggen dat er een linear
verband bestaat tussen v.en twTegenwoordig schrijven we dat in formule:

Vv = constante x t

Alsjede constante weet;dan kun je op ieder tijdstip de snelheid berekenen. Dat heet een
continu/model vanide valbeweging. De grafiek van de snelheid tegen de tijd is dan een
continueydoorlopende grafiek.

Bij deze hypothese lukte het Galilei om met wiskundige redeneringen en experimenten
een theorie over valbewegingen te formuleren.

Momentane snelheid kon Galilei echter niet meten (zelfs niet benaderen een behulp van
een stroboscopische foto). Het vallen van een kogel ging voor Galilei te snel om op het
oog of met behulp van beschikbare instrumenten goed vast te leggen.

Galilei kreeg toen een geniale inval en veronderstel de dat de beweging van een kogel die
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van een helling rolt op dezelfde manier verloopt als de vrije val, aleen langzamer.
Met zo'n helling kon hij beter experimenteren. Vermoedelijk heeft Galileil een helling
gebruikt alsin de figuur hieronder:

M5 Firenze

Een instrument uit de 19e eeuw om experimenten van Galilei te herhalen.

Op dehelling zie je 5 kleine boogjes met een belletje. Galilei wilde de boogjes zo plaat-
sen, dat het rollende balletje een constant ritme laat horen.

27 Alsde helling 6 meter lang is, wat 1Sdan jouwsvoorstel voor de af standen tussen de
vijf boogjes?

Galilel plaatste de boogjes zo,/dat de afstanden‘'tussen de boogjes lineair toenemen. Als
het balletje dan inderdaad een constant ritmelaat horen, betekent dat dat de verplaatsin-
gen van het balletje lineair toenemen,in vaste tijdsintervallen. De anekdoteis dat Galilei
zijn eigen hartslag gebruikte om'te testen of het balletje een constant ritme liet horen.
Maar hoe kun je met bovenstaand.experiment de veronderstelling van Galilei controle-
ren? Betekent het continue medelvoor de snelheid v = constante x t inderdaad dat ver-
plaatsingen lineair toenemen? Entomgekeerd: als de verplaatsingen lineair toenemen,
weet je dan zeker dat v =constante x t ?

In de volgende opgave probeer.je met de grafiek van het continue model de verplaatsin-
gen te bepalen:

28 Stel dat voor de “relbeweging’ geldt dat de constante 0.5 is (met tijd in seconden en
snelheid in meters per seconde).
a. Teken de v-t-grafiek van deze rolbeweging op het tijdsinterval van O tot 5 secon-
denv(op het tijdsinterval [0, 5]).

b. Kunje een manier bedenken om met de v-t-grafiek te bepalen wat de verplaatsin-
gen in iedere seconde (dus met At = 1 sec.) zouden kunnen zijn?

Het lastige is dat de snelheid voortdurend verandert. Om een idee te krijgen hoe we dit
probleem kunnen aanpakken gaan we eerst naar een beweging met constante snelheid
Kijken.
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29 In opgave 17 was sprake van een constante snelheid van 6 m/s.
Hieronder zie je een v-t-grafiek van deze beweging.

v(m/sec) A
877

A= ! ' At = 2 sec.
2+ + 1lsec.

0 - - ; 1 ; >t (sec)
1 2 3 4 5

Kun je met de grafiek beredeneren dat de verplaatsing in‘het eersteinterval van 1 tot
2 seconde, de helft is van de verplaatsing in het interval van 3tot 5 seconde?

30 Hieronder zie je een andere v-t-grafiek. Is er nwin.het eerste interval meer, minder of
ongeveer evenveel afgelegd alsin het tweede interval?

‘ K » t (uur)

Galiler heeft met de formulenoor de snelheid een formule gevonden om de valweg te
berekenen alsje de valtijd weet. Voor zijn redenering benadert hij de veranderende snel-
heid met stukjes continue snelheid.

31 Hieronder staat de grafiek-van.y(t) =10 - t.
Voor de berekening:van de afgelegde weg na 5 seconden is de tijd in 10 intervallen
verdeeld (At = 05 sec.)..De snelheid in zo'n interval is constant gekozen en gelijk
aan de snelheid op het,midden.van het interval.

v(m/sec), o

50T 7

40+ S

30 //

e <« delint=5
20—+ /,

101 -

0 > t (sec)
0 1 2 25 3 4

a. Voor iedere 0.5 sec. kun je nu de verplaatsing uitrekenen. Bereken bijvoorbeeld
deverplaatsing in het tijdsinterval [2.5, 3] (van 2.5 tot 3 seconde).
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Inzicht in de betekenis en het gebruik van een continue snelheidsgrafiek. In het bijzonder
hoe je met zo' n grafiek iets kunt zeggen over de afgelegde weg (via verplaatsingen).
Uitwerken van inzicht in snelheidsgrafieken en de oppervlaktemethode voor het vinden
van de afgelegde weg. Je kunt de snelheid op een moment aflezen en niet de snelheid tot
dan toe.

Eventueel nog aandacht besteden aan: de gemiddelde snelheid tot dan toe is de constante
snelheld met de dezelfde oppervlakte onder de grafiek. Bij een eenparig versnelde bewe-
ging isdat gelijk aan 1/2 - (Vpegin * Veind) - At

Planning

Opgave 31 en 32 bespreken.

Beginnen met de s-t-formule onder opgave 31. Een grafiek daarvan is een continue grafiek
van de afgel egde weg. Hiermee hebben we die overgang van discreet naar continu: van de
som van lineair toenemende verplaatsingen naar een halve parabool:

-

S S
‘ st-grafiek
|

‘ t

Op ieder moment kun je aflezen hoeveel is afgelegd. Kun je aan die continue grafiek ook
zien dat de snelheid lineair toeneemt?
Dat is de vraag voor het vervolg.

Werken aan het huiswerk (t/m 38).

Circa 15 minuten voor het einde van de les Bommel (opgave 35 met sheet) bespreken en
het computerpraktikum van de volgende les introduceren. Enkele sheets met de grafiek
van Bommel uitdelen voor vraag 36 b. Met rode lijnen kunnen een aantal groepjes de
voortzetting op t = 6 tekenen.

Die sheets op elkaar op de ohp leggen. De lijnen zullen niet over elkaar vallen.

Wat betekent die lijn ook al weer? Als de snelheid niet meer verandert, dan . . . . Wat kun
je beredeneren over de grootte van die snelheid m.b.v. de rode lijn?

Dan sheet met het computerprogramma Helling laten zien.

handleiding

De opper-
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b. Teken de verplaatsingsgrafiek die je krijgt met At = 0.5 sec.
Is dit inderdaad een grafiek met lineair toenemende verplaatsingen?

Als je de verplaatsingen optelt krijg je een benadering van de totale afgelegde
weg. Die berekening kun je zien as de som van de oppervlakten van de grijze
stroken.

c. Verklaar dit.

Als je de tijdsintervallen kleiner maakt, dan wordt die'benadering van de afge-
legde weg beter.
Hoe smaller de stroken, hoe meer de oppervlakte vanrde stroken het driehoekige
gebied benaderen tussen de schuine grafiek, det-asen delijnt =5.

d. Hoe groot is de afgel egde weg dan precies?

Galilei kwam zo op het idee dat de oppervlakte van, het gebied “onder de snelheidsgra-
fiek’ preciesgdlijk is aan de afgelegde weg. Noemen we dezevalweg s, dan komt er een
mooie formule: s = 5t 2. In overeenstemming met deze figuur:

v(m/sec) 4

1
v=10t s=5xtx10t=5t2

». t (sec)

A
N

t

Aristotels dacht dat objecten met een constante snelheid vallen. Een snelheid die afhan-
kelijk is van hun gewicht. Waarom heeft die gedachte zo'n 2000 jaar stand gehouden?
Het probleem is dat de farmule van.Galilel geldt voor vallen zonder wrijving. Bij alle
valbewegingen die wij“em onsheen zien, speelt wrijving wel een rol. Daardoor is
meestal snel na het begin.van-het vallen een constante snelheid bereikt. In omgevingen
zonder wrijving (in‘een vacuum) blijkt inderdaad de formule van Galilei te kloppen en
is de toename van/de val'snelheid'van een veertje hetzelfde al's die van een steen.

In het begin vanidit,boek] e stond de opgave van de stroboscopische foto van het vallende
balletje. We gaan onderzoeken in hoeverre daarvoor de formule van Galilei te gebruiken
is.

Als je vandeformule deiwaarde van de constante ¢ weet, dan kun je ook een verband
tussen afgel egde weg en'tijd kunt bepalen. Daarmee kun je dan voorspellen wanneer het
balletje op degrond valt (na hoeveel tijd het 100 cm gevalleniis).
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Connecties
In een schema:

v(m/sec

20 P
10 e
t (sec) .
benaderen met stukjes
constante snelheid
v(m/secf‘
15m/s -{---—------ S ShRh EEEEE EEERES
'6 0.1 02 03 04 >
t (sec)
opperviaktes
uitrekenen:
geeft stukjes afgel egde weg (toenamen)
toenamen
(meter per 0.1 sec.)
15m--f-——t-1-4-- gemiddeld
per 0.1 sec. | ‘ ( (hoe kleiner het At

| hoe “lager” het gemiddelde)

(eventueel weer stapelen
geeft totale afgel egde weg)

|

t

Huiswerk
Huiswerk: t/m opgave 38 (eventueel 34 overslaan).

handleiding 18

eenparig
versneld

32 Hieronder zie je een deel van de grafiek met verplaat-
singen van het vallende balletje.

verplaatsing
41
3,,
2.1
11
t (see)
0 | i »
0 1/30 3/30 5/30

a. Benader met deze gegevens een snelheid-tijd-gra-
fiek van het vallende balletje. Klopt de hypothese
van Galilei?

De formule van Galilel geeft een'verband tussen
snelheid en tijd: v = constante x4
Als je de constante weet kun je voorspellen wan-
neer het balletje een snelheid heeftwan 5 mis.

b. Hoegroot isdie constante bij het vallende balletje?

c. Bepaal met de opperviaktemethode “‘de formule
voor de afgelegde weg van het vallende balletje.

d. Bereken met de farmulehetsmoment waarop het
balletje op de grond valt (na.100 cm) en vervolgens
met welke snelheid dat.dangebeurt.

Samenvatting

Een beweging waarbij de snelheid continu en gelijkmatig toeneemt, zodat v = ¢ X t,
noemt men ook wel eenparig versneld.

De valbeweging lijkt eenparig versneld. Uit experimenten blijkt: hoe minder er sprake
is van wrijving hoe meer de valbeweging eenparig versneld verloopt.
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Eventueel nog een keer (of later bij natuurkunde) de oppervlakte methode behandelenin

! ’ - : _ » snelheid en In de voorgaande paragrafen is de samenhang tussen verplaatsingen en afgelegde weg
relatie tot de eenparig versnelde beweging en gemiddelde snelheid. Bijvoorbeeld aan de afgelegde beschreven. Met meetwaarden van posities kan je verplaatsingen bepalen. Het optellen
hand van het volgende probleem met twee snel heidsgrafieken: weg van verplaatsingen geeft een beeld van het verloop van de afgelegde weg. Je kan echter

a niet preciezer voorspellen dan de meetwaarden toel aten.

v (misec) In deze paragraaf heb je gezien dat een continu model van een beweging een continue
b grafiek geeft. Daarmee is beredeneerd: als de snelheid lineair toeneemt (v = 10 t), dan

neemt de afgelegde weg kwadratisch toe (s=5 t2). Om dit verband te vinden gebruik je

de oppervlaktemethode. De wiskunde helpt hier dus om precieze voorspellingen te

doen. Of het continue model (bijvoorbeeld v =10 t) ook precies de'beweging weergeeft

c o0 is een natuurkundige vraag. Daar zul je bij natuurkunde nog op terug komen:.
Wat gebeurt er na5 seconden? Haalt a dan b in? Kun je dat met ‘ oppervlaktes’ beredene- verplaatsingen v

ren? (Eventueel refereren naar ‘ snijpunten’ bij de Flits-grafieken van Cheetah en Zebra.)
Hoe kun je achterhalen of a meer heeft afgelegd dan b?

afgelegde weg

t Ot

33 Zet getallen en eenheden langs de assen.van de vier grafieken hierboven zodat ze alle-
maal over dezelfde beweging gaan.

34 Een balletje dat van een helling.roltkrijgt in het begin een zetje. Daardoor gaat het
balletje eenparig versneld bewegen.met een beginsnelheid van 5 m/s. In iedere
seconde neemt de snelheid met, 2 m/s toe. Op tijdstip t kun je de snelheid dan bere-
kenen met: v(t) =5+ 2t

—~
v (m/sec)
5+2-t
5
t (sec)

a. Laat zien dat de afgelegde weg s na 10 seconden gelijk is aan 150 meter.

Voor de afgelegde weg gebruikt men bij zo’' n beweging dan ook wel de formule:
() =3 * (Voegin * Veind) ténd  Of  S(t) = Vgemiddeld * teind-

b. Verklaar dit.
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§4 Sneller van afgelegde weg naar snelheid: de overtreding

Het verloop van de afgel egde weg stond tot nu toein een diagram. Zo' n diagram isgeba-
seerd op enkele metingen. Een continue grafiek van de afgel egde weg is het resultaat van
het continu bijhouden van de afgelegde weg. Als bijvoorbeeld de stand van de kilome-
terteller in een auto voortdurend wordt afgedrukt op grafiekenpapier, dan ontstaat een
continue grafiek.

35 Hieronder zie je een verhaaltje over twee bekende stripfiguren.uit de tachtiger jaren,
Tom Poes en Ollie B. Bommel, een heer van stand.

Heer Bommel was danig uit zijn humeur. Het ver-
keer in Rommeldam had hem veel oponthoud
bezorgd en toen hij zich buiten de bebouwde
kom waande, trapte hij het gaspedaal geheel in,
zodat de Oude Schicht gierend over de weg
vloog. Helaas ontging het hem dat hij zich op een
weg bevond waar snelheidsbeperking geboden
was en dat wreekte zich. Want daar naderde de
commissaris van politie reeds op een brullende

motor en stak een hand op.

‘Hebt u zo'n haast; huh?’ vroeg Bulle Bas, een
notitieboekje trekkend.

‘Hebt uide bordeén niet gezien? Kunt u niet lezen?
‘Maatr ik reed niet te snel!’, riep heer Bommel op
piepende,toon. ‘In het afgelopen kwartier heb ik
sleehts 10 km gereden, dat is dus 40 km per uur’.
Inderdaad wees de dagteller van de Oude
Schicht 10 km aan.

a. Bedenk een mogelijk antwoord van Bulle Bas op de reactie van heer Bommel.
Meer informatie over Bommel’s autoritje geeft onderstaande grafiek.

10

/

km

/

1.5

w

N

stand dagteller ———m=

0 0 S

10 : min 15

tijd ——

b. Stel dat Bommel met een constante snelheid van 40 km/u zou hebben gereden.
Hoe zou de grafiek er dan hebben uitgezien?

c. Bekijk de grafiek van Bommel’s autoritje. Hoe groot was de snel heidsoverschrij-
ding van heer Bommel ongeveer?
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differentie-
quotiént

momentane
snelheid

lineaire
voortzetting

De vraag is nu of je met behulp van deze st-grafiek van Bommel een v-t-grafiek kunt
maken die het snelheidsverloop weergeseft. In die v-t-grafiek kun je dan direct zien hoe
vaak Bommel een snelheidsovertreding heeft begaan.

In de vorige paragraaf heb je met behulp van verplaatsingen een v-t-grafiek benaderd.
Daarvoor berekende je constante gemiddel de snelheden met het quotiént: ~
Die A kwam van het woord differentie (verschil). Het quotiént 2—; heet daarom ook wel
een differentiequotiént.

36 a. Hoe vaak (of hoe lang) heeft Bommel de maximumsnélheid overschreden?
b. Hoe kun je zo precies mogelijk achterhalen wat op de snelheidsmeter van heer
Bommel stond na 6 minuten?

Vermoedelijk heeft Bommel na ongeveer 6 minuten ook ,een, snelheidsovertreding
begaan. Je hebt a geprobeerd om zijn snelheid na 6 minuten te bepalen.

37 Teken met rood in de grafiek van Bommel hoede grafiek er vitzou zien als zijn snel-
heid vanaf t = 6 niet meer verandert.
Kun je met de rode grafiek zijn snelheid op't = 6 benaderen?

Derodelijn dieje getekend hebt staat voor een constante snelheid: de snelheid van Bom-
mel als die niet meer zou veranderen na6 minuten. Die snelheid is dus net zo groot as
de snelheid van Bommel op het momentt = 6 min. Zo'n'snelheid noemen we de momen-
tane snelheid.

Het rechtlijnige vervolg van een st-grafiek alsde snelheid vanaf een moment niet meer
verandert, heet ook wel de “lineaire voortzetting” vanaf dat moment.

Galilei veronderstelde dat hij het snelheidsverloop van een valbeweging met een for-
mule kon beschrijven. Daarmeewerdwiskundig gereedschap ontwikkeld voor de bere-
kening van de afgel egde Weg.uit het snelheidsverloop (de opperviakte onder een v-t-gra-
fiek). Met dat gereedschap_kunnen-we valbewegingen beschrijven en voorspellingen
doen over valtijd en valsnelheid.

Stel nu dat we het verloop‘van de af gel egde weg van Bommel met een formule kunnen
beschrijven. Misschienkunnenwe daarmee ook preciezer zijn over het berekenen van
momentane sneltheid uit.het verloop van de afgel egde weg.
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Les 6 Computerles met Helling

Kern

Het verloop van afgelegde weg kun je weergeven met een continue s-t-grafiek van de af-
gelegde weg tegen detijd. Het verloop van de beweging als de snelheid op een zeker mo-
ment niet meer verandert, kun je tekenen met een lineaire voortzetting die ‘ vioeiend’ aan-
sluit. Dehelling van dielijnis een benadering van de momentane snelheid op dat moment.
Die helling en de momentane snelheid kun je met zo’ n s-t-grafiek precieser benaderen met
behulp van een differentiequotiént zo dicht ‘mogelijk’ bij het punt van de grafiek op dat
moment.

Planning

Eerst opgave 38 met sheet nabespreken: het inklemmen en lokaal snelheid berekenen
komt als het goed isin de discussie naar voren. Het zou mooi zijn als de leerlingen stra-
tegieen hebben waarop we kunnen voortbouwen (anders proberen te achterhalen wat de
problemen zijn).

Deze bespreking is belangrijk om een indruk te krijgen in hoeverre ze begrijpen dat je een
methode hebt om met de grafiek van een verband een helling in een punt van de grafiek te
benaderen. Dat iseen hulpmiddel om de helling van dierodelijn uit de vorigelesbij Bom-
mel te vinden!

Dan met sheet van Helling laten zien dat je dat ook met het programma doet/kunt. Dan
allemaal aan de dag....

Connecties

Het computerprogramma Helling moet ervoor zorgen dat leerlingen de twee ideeén van
differentiequotiént en lokale helling combineren voor het bepalen van een momentane
snelheid. Pas daarna komt het meer algebraische werk met de formule. Nu werken ze wel
a met differenties, maar het grootste deel van het rekenwerk wordt door de applet gedaan
en verstoort dus niet de begripsvorming.

Pas op: leerlingen zullen wellicht (te) snel het kunstje met het blauwe driehoekje van el-
kaar overnemen (punten dicht bij elkaar zetten). Dit is niet erg, maar moet wel achteraf
besproken worden: waarom werkt het? Belangrijk is dat leerlingen met Helling een gra-
fisch en dynamisch beeld onthouden met een taal (“het blauwe driehoekje’) waarnaar, tij-
dens volgende lessen over de betekenis van het differentiequotient, kan worden terugver-
wezen.

Huiswerk
Huiswerk: t/m opgave 46.
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38 Hieronder isde grafiek van de autorit van Bommel op het tijdsinterval [ 5, 6.5] bena-
derd met de grafiek van f(x) = 0.4 - X°.

y (km)
08

0.6
0.4

0.2

0

0 025 05 075 1 125 15 “x(minuten)

Het tijdstip t = 5 correspondeert met x = 0 en het tijdstip t =6 met x =1 in de grafiek
hierboven.

a. Hoe bereken je met de formule van f deverplaatsing in het tijdsinterval [1, 1.5]?

b. Probeer met behulp van deze grafiek'en de formule van f de snelheid op x =1 zo
goed mogelijk te berekenen.

computerpraktikum Helling

Voor het vinden van een lineaire voortzetting.(hoe de grafiek verder gaat als vanaf een
zeker punt de snelheid niet verandert) is een computerprogramma gemaakt. Met dit pro-
grammakun je“op het oog” de lineaire voortzetting schatten. Om zo’ n schatting te ver-
beteren heb je enkele hulpmiddel en,

©oss T

. oas

helling =10.1

Wergroten Yerkleinen |

;a5

t t t + t t + + i
-40 -30 20 10 00 40 20 30 40 50 60

Toon =0

‘l_éToon differentisguatisnt | ||_ Toon driehoek

([ A

Caontroleer de benadering |

39 Het programma start met de grafiek van f(x) = 0.5 - X2,
Het punt van waaruit de lineaire voortzetting moet worden getekend is bij x0 = 1.
Probeer derodelijn zo te verplaatsen door het dichte bolletje (zie pijltje) te versepen,
dat de lijn de lineaire voortzetting benadert. Voor controle klik rechtsonder.
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van natuur-
kunde naar
wiskunde

snelheid en
helling

40 a. Om de functie te veranderen moet je uit het menu Regelpanelen het Regelpa-
neel voor functies kiezen. Verander f in f(x) = x°.
Probeer nu weer de lineaire voortzetting in x0 = 1 te bepalen.

Met het programma heb je een aantal mogelijkheden om je lineaire voortzetting
zo goed mogelijk te krijgen.

b. Hoe kun je het knopje Vergroten gebruiken bij het zoekenwvan de lineaire voort-
zetting?

41 Verander nu f in de functie waarmee de grafiek van Bommel werd benaderd:
f(x) = 0.4 - X2.
Controleer nu met dit programma je eerdere antwoord.

42 In het menu Gebruik kun je zien dat je nu het programma gebruikt om te Oefenen.
Het is ook mogelijk om vier spelletjeste spelen.
Speel achtereenvolgens de spelletjes en beschrijf de“winnende” strategieén.

Spel Punten “| Winnende strategie

Op het oog

Zoek Xp bij gegeven helling

Met het differentiequotiént

Met ale hulpmiddelen

Langzamerhand is de aandacht/\verschoven vanide natuurkundige vraag over de momen-
tane snelheid naar de wiskundige vraag over het benaderen van de helling in een punt
van een grafiek.

43 Beschrijf nog eens hetiverband, tussen deze twee vragen.

Met het differentiequotiént 2—‘: berekenjein een s-t-grafiek de gemiddel de snelheid over
het tijdsinterval At.

Bij een constante snelheid is dewaarde van %—j precies de helling van de s-t-grafiek. Het
is dan het hellingsgetal vanhet lineaire verband.

Als de snelheid niet.constant is,'dan is ﬁ—j de gemiddelde helling op het interval At, of
de helling van het lijnstuk. dat'de twee punten van de s-t-grafiek verbindt.

44 Teken in de plaats-tijd grafiek van Bommel de grafiek van een beweging met een con-
stante snelheid van 50.km/u. Hoe kun je nu zien wanneer Bommel snelheidsovertre-
dingen begaan heeft?

Het begrip momentane snelheid heeft in de loop der tijd de wetenschappers veel hoofd-
brekens gekost. Het zijn uiteindelijk Newton en Leibniz geweest die aan het eind van de
17e eeuw de bruikbare wiskunde hebben ontwikkeld.

De wiskundige techniek van het benaderen van de helling in een punt van een grafiek
om een momentane verandering te vinden kent ook andere toepassingen. Bijvoorbeeld
bij scheikunde om te onderzoeken hoe snel twee stoffen met elkaar reageren, of bij bio-
logie als het gaat om de groeisnelheid van een populatie.
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Les7

Kern
Het differentiequotiént, de raaklijnmethode en momentane snelheid en het gebruik van de
grafische rekenmachine.

Planning
Begrepen jullie wat er met het computerprogramma Helling gebeurde? Vragen over het
huiswerk?

L eerlingen zullen wellicht (te) snel het kunstje met het blauwe driehoekje van elkaar over
hebben genomen (punten dicht bij elkaar zetten). Ditisniet erg, maar moet wel besproken
worden: waarom werkt het?

Hierbij helpt het om een situatie te tekenen en een punt op de grafiek met de vraag of het
differentiequotient (met bijv. Ax = 1) de helling geeft in het punt?

En vervolgens hoe je met het programma de helling zou kunnen vinden.

Leerlingen komen met “blauw driehoekje klein maken”, “punten op elkaar”, “uitvergro-
ten en interval klein maken”, etc. Ze hebben dus met het programma al een taal ontwik-
keld om hierover te praten. Die taal is uitgangspunt voor het antwoord op de vraag: hoe
benader je de helling in het punt? Hoe schrijf je dat in het algemeen op?

Dan aan opgave 47 laten beginnen. Geef ze 5 a 10 minuten (als ze die nog niet hebben
gemaakt).

Bij de bespreking gebruik maken van aspecten van het Helling zodat dat al's * dynamisch
denkmodel’ gaat functioneren.

Het blauwe driehoekje op het bord tekenen en Ay en Ax. Hoe kun je de waarden van die
Ay en Ax berekenen? Je kiest een Ax en vervolgens bereken je een Ay!

Bij 47c kiesje bijvoorbeeld Ax = 0.01: Ay/Ax = ( f(5+0.01) — f(5) ) / 0.01 (o.i.d.).

Maar je kunt ook kiezen Ax = 0.2: Ay/Ax = (f(5.1) — 1(4.9) ) / 0.2.

Vervolgens het gebruik van de grafische rekenmachine laten zien met een demoset aan de
hand van opgave 47 en daarna de overgang naar het boek maken. Hierbij kan nog steeds
detaal van Helling (het blauwe driehoekje) worden gebruikt om grafische en dynamische
beelden op te roepen (Ax kleiner, dus hoekpunten van het blauwe driehoekje over de gra-
fiek naar elkaar schuiven, dan wordt Ay dus ook kleiner).
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Deze techniek werkt bij een wiskundige functie waarmee je een situatie beschrijft. Als
je geen formule hebt ben je afhankelijk van meetwaarden en meetinstrumenten (bijvoor-
beeld de frequentie van een stroboscopische foto).

45 Tot nu toe was in de opgaven sprake van een s-t-grafiek. De helling in een punt isdan
maat voor de momentane snelheid, de eenheid van het differentiequotient is een een-
heid van snelheid. Bekijk nog eens de v-t-grafiek van opgave 34.

Wat betekent daar de helling en wat is dan de eenheid van het‘differenti equotiént?

De wiskunde van helling en differentiequotiént

Hieronder volgen enkele wiskundig functies. Ze zijn bedoeld al's oefening,voor het vin-
den van de helling in een punt. Bovendien komt het gebruik van.de grafische rekenma-
chine aan de orde.

46 Hieronder zie je de grafiek van f(x) = x> op het venster [0'40] bij [0, 1000].
1000

800 /
600
400 /

Y
<

0 20 A6 8 10
a. Stel je bekijkt intervallen met Ax =2, Voor welk interval geldt dat Af(x) ongeveer
gelijk aan 300 is?

b. Toon aan dat op het x-interval [ 4+/5] geldt Af(x) = 61.
c. Benader op één decimaal-nauwkeurig de helling van de grafiek van f voor x = 5.

grafischere-  Het rekenwerk voor eendifferentiequotiént kan veel tijd vragen. De grafische rekenma-
kenmachine  chine kan hierbij van pas kamen.
(TI-83)

47 Bekijk nog eens de derdegraadsfunctie f(x) = xC.

Voor een benadering van dehelling van de grafiek van f in het punt met x =6 zou je

het volgende differentieguotiént kunnen uitrekenen (met Ax = 0.1):

(f(6.1) —f(6) ) 0.1.

a. De‘grafische rekenmachine kan je dit rekenwerk uit handen nemen. Voer boven-
staande formule van f in voor Y 1. In het rekenscherm (waar je bijvoorbeeld ook
2+3 uitrekent) 'kun je nu Y 1 gebruiken om met functiewaarden te rekenen (het
symbool, Y1 vind je via VARS -> Y-VARS -> FUNCTION). Tik bijv. Y 1(1.1) [Enter]:

Flotl Fletz Flob® 245 UARS E?y}]g 243

~My BEEE =1 Functioh.,. 3
wMe= | ] fParametric.. Wicl.1n

W= ZiFolar., 1.331
My = 4 0n-0FF. n

wMe=

wME=

wNe=

Bereken zo met Y 1 de waarde van het differentiequotient ( f(6.1) — f(6) ) / 0.1.
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Connecties
In een schema:

v:ﬁ =4mls f — — — — —

2m

At=0,5s. t

-

opperviakte =v* At (= m/s* s=m) helling = AS/At (= m/s) is
is afgelegde weg constante gemiddelde snelheid

S /]

As=2m.

At=0,5s.

Huiswerk

Afhankelijk van de keuze pakketje/boek en resterende tijd voor de afronding van het
hoofdstuk. Misschien in ieder geval nog opgave 52 i.v.m. de berekening van en betekenis
van negatieve helling en een helling van 0.

Als aleen met dit pakketje wordt gewerkt: maken t/m 53.
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Op deze manier kun je de waarde van Ax zelf kiezen zonder dat het grote reken-
problemen geeft.

b. Benader de helling van de grafiek in het punt met x = 6 met Ax = 0.01.
Hoe groot denk je dat die helling preciesis?

Je kunt ook de grafische rekenmachine een zo nauwkeurig mogelijke benadering
laten geven. Dat gaat als volgt.

C. Zorg dat je de grafiek van f op het scherm ziet. Kies de optie/[dy/dx] uit het
[caLc]-menu. Vervolgens kun jeintikken waar je de helling wilt benaderen, in dit
geval: 6 [ENTER].

Welke waarde geeft je grafische rekenmachine voor de helling van'de grafiek van
finhet punt (6, 216)?

48 Hieronder zie je een grafiek van een beweging met.constante snelheid.

60
45+
30
15+
s 1 1s 2 tijd (uren)
a. Welke grootheid staat er bij de vertikale as: verplaatsing, afgel egde weg of snel-
heid?

b. Bereken de constante snelheid.

49 Gegeven is de functie f(X) = x% — 2%

2 -1 0 1 2 3 4

a. Laatzien dat dehelling van delijn die de punten verbindt waarvoor x=2enx = 4,
gdlijk isaan 4.
Men wil de helling van de grafiek in ( 2, 0) benaderen.

b. Toon aan dat het differentiequotient Ay/Ax in (2, 0) gegeven door
(f(221) -f(2)) /0.1 gelijk isaan 2.1.

c. Maak aannemélijk dat de helling in het punt (2, 0) gelijk isaan 2.
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50 Gegeven is de functie g(X) = 2x — 2.
Bepaal de hellingin(2,0).

51 Een steen wordt met een katapult recht omhoog geschoten. De hoogte in meters kan
worden benaderd met de formule: h(t) = 30t — 5t (tijd in seconden).

a. Benader de momentane snelheden voor t =0, 1, 2, 3, 4 en 5€n tekeneen snelheid-
tijd-grafiek van de steen.

b. Beschrijf de beweging van de steen met behulp van je grafiek:
c. Met welke snelheid zal de steen na 6 seconden op‘de grond vallen?

(gebaseerd op Moder ne Wiskunde - vwo bovenbeuw Al en Bl.deel 1 - 1998)

52 Alseen s-t-grafiek gegeven is, dan kun je mamentane snelheden bepal en door de hel-
ling van de grafiek in de betreffende punten te berekenen.

a. Wat is de betekenis van de helling inveen punt van.een v-t-grafiek?
b. Welke natuurkundige grootheid heort daarbij?

¢. Hoe kun je uit de berekening van de helling achterhalen wat de eenheid van die
grootheid is?

Bij een eenparige versnelde beweging isde v-t-grafiek lineair. De helling van die grafiek

heet ook wel de versnelling.van.die’beweging. Aan de versnelling kun je zien hoe snel
de snelheid toe- of afneemt.

53 Bepaal snelheid en versnelling,bij de volgende eenparig versnel de bewegingen:
a. Op het moment dat hetvallende balletje uit opgave 32 wordt |osgel aten.
b. Op het moment dat de steen uit opgave 51 omhoog wordt geschoten.

c. Op het moment dat dezelfde steen op de grond valt.
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Kern

De rol van oriéntatie van een beweging bij het beschrijven van die beweging en de bete-
kenis van negatieve snelheid.

Reflectie op het hele hoofdstuk: voorspellingen bij veranderingen.

Planning
Huiswerk bespreken.

Alternatief: Het boek (gemengde opdrachten).

Belangrijk bij opgave 52 is het onderscheid tussen een grafiek met de hoogte of met de
afgelegde weg uitgezet tegen de tijd. De hoogte komt overeen met wat bij natuurkunde
verplaatsing wordt genoemd (af stand tussen beginpositie en huidige positie). Bij een gra-
fiek van de afgel egde weg zou j e de absol ute waarde van de snelheid kunnen krijgen. Maar
nu met de hoogte is er een oriéntatie. Daardoor krijg je ook een negatieve snelheid!

Nog een keer reflecteren op de lessenserie tot nu toe: van meetwaarden en tijdseries bij de
storm, via een continu snelheidsmodel v = ¢ - t van Galilel, tot werken met formules nu.
Het wiskundig gereedschap van het differentiequotiént en andere toepassingen dan alleen
snelheid en afgelegde weg (nog verzamelen!).

De geschiedenis laten zien met een sheet.

Afronden van het pakketje en/of verder werken met het boek.
Nog tijd voor enkele extra oefeningen? Opdrachten verdelen?

Eigenlijk zouden ze nog een volgende |les over gemengde opdrachten kunnen rapporteren.
Connecties

Huiswerk
Extra oefeningen? Boek?
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samenvatting
Het verband tussen snelheid en afgelegde weg en helling en opperviakte zieje in onder-
staande figuur. De samenhang tussen snelheid en afgelegde weg in 0.5 sec. is afgebed d:

Vv

gemiddeld 4 m/s in 0.5 s geeft een
verplaatsing van 2 m.

\

>\/ M=08s, \t

helling = As/At (=m/s)=2/0.5=4m/s
is gemiddelde snelheid

2m,

opperviakte =v* At (=m/s* s=m)
is verplaatsing

S
As=2m.
<D
t
raaklijn Aan de samenhang tussen helling en oppervlakte kun je nu toevoegen het gebruik van

een differentieguotiént om de helling in een punt P van een grafiek te benaderen.

De lijn doorP met de helling die je dan vindt, heet de raaklijn aan de grafiek in P (zie
opgave 61).

De helling in een punt van een grafiek wordt ook wel geschat door de raaklijn aan die
grafiek in dat punt “op het oog” te tekenen en vervolgens de helling van die raaklijn te
bepalen.
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toenamen

constante
snelheid

continu
model

eenparig ver-
sneld

oppervlakte

helling

integraal en
differentiaal-
rekening

verandering

Afronding

In het begin van dit boekje analyseer je stroboscopische foto’'s door stukjes afgelegde
weg tussen twee opnamen te meten. De beweging kun je vervolgens beschrijven met een
toenamen- of een verplaatsingsdiagram. Die stellen jein staat om al enkele voorspellin-
gen te doen over de beweging.

Bij een constante snelheid zijn de verplaatsingen constant en neemt de‘afgel egde weg
lineair toe.

Een wiskundige formule of grafiek waarmee je op ieder moment de snelheid of de afge-
legde weg van een beweging kunt bepalen, heet een continu,model van die beweging.

Bij een eenparig versnelde beweging neemt de snelheid evenredig toe met de tijd. De v-
t-grafiek islineair en de s-t-grafiek kwadratisch.

Je kunt de oppervlakte onder een v-t-grafiek gebruiken bij.het bepal en van stukjes afge-
legde weg (verplaatsingen) en die kunt optellen om de afgelegde weg te benaderen. De
afgel egde weg van een eenparig versnel de bewegingtis.een kwadratisch verband met de
tijd.

In devorige paragraaf heb je gewerkt met tijd,afstand-grafieken en gezien hoe je gemid-
delde en momentane snelheden kunt berekenen. Daarbij spelen differenties en vooral
differentiequotiénten een rol. Grafisch geziengaat het daarbij om de helling (hellingsge-
tal of richtingscoéfficiént) en lineaire voortzetting:

Zo kun je achteraf een rode draad herkennen. De draad ‘ metingen, verplaatsingen en
afgelegde weg - continue modellen < snelhei dsgrafiek - benadering met stroken - opper-
vlaktes van stroken - afgel egde weg -'momentane snel heid benaderen met differentiequo-
tiénten’ is het begin van wat in de.wiskunde integraal- en differentiaal rekening wordt
genoemd. Die draad begint in de oudheld. Na.een heel lange periode van stilte wordt zij
in de zeventiende eeuw pas goed gesponnen.en de rekenmethoden die toen zijn ontdekt,
worden nog steeds overal terwereld geleerd en gebruikt.

In de meeste |eerboeken worden, de wiskunde en de natuurkunde na elkaar behandeld,
maar in de geschiedeni swerden-deze twee onderwerpen eigenlijk in samenhang ontwik-
keld.

De continue wiskundige modellen, zoals grafieken en formules, met bijbehorende
methoden als het bepalenwan helling en oppervlakte worden in alerlei vakken, zoals
economie, biologie en scheikunde, gebruikt om veranderingen te beschrijven en te voor-
spellen. Om detechniek van het differentiequotiént goed in de vingers te krijgen zul je
die nog bij veel.verschillende wiskundige formules toepassen.
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In de eerste paragraaf stond een citaat uit een boek (p. 4). Hier staat hoe het boek verder

“ Beweging isoveral; zonder beweging zou er geen leven bestaan. * Stillevens' zjn
alleen in musea te vinden, niet in het echte leven, want bewegen en veranderen —
in wat voor verschijningsvorm dan ook — is de essentie van het leven zelf.
Sommige bewegingen lijken chaotisch, maar vaak is er ook sprake van orde en
regelmaat. Zo ontstaan regelmatige patronen, die in principe:aan wiskundig on-
derzoek onderworpen kunnen worden. Maar ieder wiskundig.gereedschap isin
wezen statisch van aard: getallen, punten, lijnen, vergelijkingeny.enzovoort, ze
dragen op geen enkele wijze iets van beweging in zich. Alsmen dus beweging wil
onder zoeken, moet men een manier vinden om die stati sche hulpmiddel en met be-
wegingspatronen in verband te brengen. Het kostte de.mensheid.meer dan twee-
duizend jaar voor men hier in slaagde, en de grootste,vordering was de ontwik-
keling van de differentiaal- en integraal rekening in.de zeventiende eeuw. Die ge-
weldige wiskundige ontdekking markeert een keerpunt.in‘de geschiedenis; de
dramatische en revolutionaire effecten ervan op-ons leven zijn alleen maar ver-
gelijkbaar met de uitvinding van wiel of drukpers.”

Uit: Wiskunde - Wetenschap van patronen en'structuren, door Keith Devlin.

Een beknopt overzicht van de geschiedenis:

Tijdlijn

ca 500 Pythagoras

BC

ca 350 Aristoteles valsnelheid is constant en evenredig met

BC gewicht

ca 200 Archimedes Zwaartepunts- en oppervlaktebepalingen

BC via opdelingen in rechthoeken

16eecuw | Smon Sevin kritiek op Aristoteles. proef met 2 loden
ballen van verschillend gewicht die iden-
tieke valbewegingen hebben.

begin Isaac Beeckman vasnelheid is evenredig met valtijd

1reeeuw.| an vervelgens ik v techri ek var Archirmed

: - gebruik van techniek van Archimedes voor
Galiieo Galilel oppervlakteberekening

eind17e | Lalbniz& New- Differentiaal- en integraarekening, eerste

eeuw ton definitie van momentane snelheid en ver-
band met gemiddelde snelheid.
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Misschien komt er nog iets met rondetijden (kan wellicht ook eerder, maar dit isnog vers).

Wat betekenen hier de snijpunten?

Wereldrecord op de 1500 meter

De dEISﬂﬂmetﬂ' mmetd:emnﬁefwemfdremrdmn
KW-H]MI'( eef 1' 45,20, Calgary, 2001).
}‘3 22 4308 L1654 I .:r;}, 20 Tussendyilen oude VR |
16 s -

|
!
14 jrl@mhﬁmse-:ann‘en -

. RifSma 145,86 mm—
. Bos 145,63
| Postma 1.45,4] e

300m 100m 1100m 1500m

handleiding

30

Extra oefeningen

54 Twee personen rijden ieder met een constante snelheid op de snelweg De een rijdt
100 km/u en de ander 120 km/u. Stel dat degene die 100 km/u rijdt een voorsprong
heeft van 30 km. Hoe lang duurt het voordat hij door de ander wordt ingehaal d?

55 a. Tom Poes die naast Bomme in de Oude Schicht zat, maaktelater nog de bittere
opmerking dat zij bijna de helft van de weg te snel hadden gereden.
Kun je het daar mee eens zijn? Verklaar je antwoord.

b. Hebben ze ook de helft van de tijd te snel gereden?

56 Zeno's paradox:
Achilles (een Griekse held) en een schildpad doenveenthardloopwedstrijd over 100
meter. Achilles is de kwaadste niet en geeft de schildpad een voorsprong van 50
meter. Als het startschot klinkt, op tijdstip tg beginnenzeterennen. Stel dat Achilles
op tijdstip t; 50 meter heeft afgelegd, dus op de plek is waar de schildpad was op t,
dan heeft de schildpad inmiddels ook al eenstukje afgelegd. Achilles ziet dus op t;
de schildpad nog steeds voor zich.
Alsnu Achillesoptijdstip t, op de plekiswaar de schildpad was op t;, dan heeft weer
de schildpad een stukje afgelegd endoopt de schildpad dus nog steeds voor op.
Alsnu Achilles op tijdstip t3 op de'plekiswaar de schildpad was op t,, dan ..... etc.
Zo ontstaat een rij tijdstippen to/ty,'ty, t3, . “wwaar geen eind aan komt en Achilles
zal de schildpad nooit inhalen. Endat terwijl iedereen weet dat Achilles de schildpad
eenvoudig moet kunnen inhalen.
Wat is de fout in de redenering?

57 De Nederlander |saac Beeckman heeft.0ok een belangrijke bijdrage geleverd aan de
ontwikkeling van de wiskunde die.in deze lessenserie aan bod is gekomen.
Zoek informatie over‘hemren zijnbijdrage deze wiskunde (bijvoorbeeld op internet).

58 Het verschil tussende twee.opeenvolgende kwadraten 16 en 25 is een oneven getal
en de som van'5 opeenvolgende oneven getallen beginnend bij 1 geeft weer een kwa-
draat:
25-16=9en 1+ 3+5+7+9=25.

Onderzoek ofditaltijd geldt. Zo nee, geef een tegenvoorbeeld. Zo ja, geef een ver-
klaring.

59 De v-t-grafiek van.een eenparig versnelde beweging is een rechte lijn.
Hoe ziet eigenlijk de v-s-grafiek van een eenparig versnelde beweging eruit?
Hebben helling‘en opperviakte dan ook nog betekenis?

60 Voordat Galilei veronderstelde dat de valsnelheid evenredig met de valtijd zou tene-
men, dacht hij dat de valsnelheid evenredig met de valweg zou toenemen.
Hoe verschillen die twee bewegingen?
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61 Hieronder zie je de grafiek van f(x) = -0.5 x* + 3x en de raaklijn aan de grafiek in het
punt (6,0).
Bepaal de vergelijking van de raaklijn.

62 Je kunt een CBR (Calculator-Based Ranger) aan,je grafische rekenmachine koppe-
len. Daarmee is het mogelijk om gedurende een aantal seconden de afstand tot een
object te meten. Tijdens die metingenkun je zelf bewegen, en/of het object kan bewe-
gen.

Ga na hoe die CBR werkt entonderzoek behulp van de CBR en grafische rekenma-
chine een bepaal de beweging. Bedenk hierbij dat er een verschil istussen afstand en
afgelegde weg.

Schrijf een verslag van jelbevindingen.

63 Hieronder staan 3 grafieken.en'3.verplaatsingsdiagrammen. Geef aan welke verpl aat-
singsdiagram bij welke grafiek hoort.

A B C
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64 Voor een parachutespringer moet worden uitgerekend van hoe hoog zij uit het vlieg-
tuig kan springen. Hierbij worden aannames gemaakt over detijd dat zij vrij valt en
de tijd die ze aan de parachute moet hangen voordat ze neerkomt. Hieronder zie je

deze aannames verwerkt in een v-t-grafiek. Van welke hoogte moet zij uit het vlieg-
tuig springen?

¥imiss/)

Mi}_.l f|,;l7_vi\ﬂ*.,l|]__
ljf B\
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Antwoorden

1 a
b. Alsjedeverplaatsingin 3 uur herhaalt, danisde storm boven Nederland. Dan zou
de skatetocht dus niet door kunnen gaan.

2 a
b. Mogelijke veronderstellingen: orkanen buigen af naar het noorden en gaan over
land langzamer dan over zee.

3
4 Je aanpak is belangrijker dan het antwoord.
5 Jekunt zien dat de maan per dag iets meer dan 10 graden aflegt.
6
7 a
b. Het lijkt allebei in 3 flitsen te gebeuren.
8 a
verplaatsing
(mm)
10!
5]
0 I ‘ | »
0 5/30 1/3  t(sec)
b. Naongeveer 13 flitsen.

9 a
b. Nee. De snelheid verandert dan te plotseling in een constante snelheid.

10 De verplaatsingen“van het'midden zijn vrijwel constant. Het uiteinde verplaatst
afwisselendimeer en minder. Intotaal lijkt het uiteinde meer af teleggen dan het mid-
den.

11
12
13 a. Ja, maar-het moment is dan: in 5 seconden leggen ze evenvesl af .

14 (Deze antwoorden zijn afhankelijk van de resolutie.)
(i): 35 mm; (ii):60 mm; (iii): 80 mm.

15

16
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17 a.
b. Door de uiteinden/punten gaat een rechtelijn.
C. 6 m/sec.
d. Intotaal is 12 meter afgelegd, duskrijgje: 12/2 = 6 m/sec.

18

19 Linksis het meeste afgelegd en rechts is het hardst gereden (meer dan 20 kmin 0.5
uur, terwijl links minder dan 40 kmin 1 uur).

20 a. Tussen 3.6 cm en 4.5 cm per 1/30 sec. Dus ongeveer 120'em/sec.= 1:2/m/sec.
b. In 1 seconde legt het balletje veel meer af. Na ca 13 flitsen (=13/30'sec) heeft hij
al 100 cm afgelegd. Dus die verplaatsing zie je dan/niet.
Wat betekent het dan dat de snelheid op een moment 100 crm/sec’i's geweest? Je
zou kunnen zeggen: als vanaf dat moment de snélheid niet meerzou veranderen,
dan zou je vanaf dan in iedere seconde een verplaatsing van200 cm krijgen.

21 Het dier loopt met constante snelheid verder, of gaat'steeds|langzamer.

22 a.
b. De eerste ca80 km/uur, de tweede minder dan 60 km/uur.

23 a. 23.6 m/sec = 85.1 km/uur.
b.
C.

24 a. Een snelheidsgrafiek:

L

v (m/sec) 4

0 | | | | | » t (sec)
5

b. De snelheidsgrafiek verandertniet.
25
26
27 Bijvoorbeeld:0.5; 1, 1.5 en 2 meter.
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28 a.

v (m/sec)

2

0 | | | | | Pt (sec)
0 1 2 3 4 5

b. Tip: Lastigisdat de snelheid voortdurend verandert. Je zou.iedere seconde de ver-
anderende snelheid kunnen benaderen met een constante snetheid. Daarmee kun
je dan een verplaatsing in die seconde berekenen.

29 Ja, het tweede interval is namelijk twee keer zo breed.

30 Het tweedeinterval iswel twee keer zo breed, maarminder dan de helft keer zo hoog.
Dus de verplaatsing in het eerste interval isgroter.

31 a. Degemiddelde snelheid is daar ongeveer28 m/sec, de verplaatsing wordt dan:
28 * 0.5 = 14 meter.
b.
c. Deoppervlakte van een strook islengte keerbreedte. Dat is precies de berekening
voor de afgelegde weg in het betreffende tijdsinterval.
d. 125 meter.

32 a. De trapgrafiek geeft een beeld'van het snelheidsverloop. Inderdaad lijkt de snel-
heid gelijkmatig (lineair) toete-nemen.,

snelheid

(m/sec) "

2

15 -

1.

0.5

0 > t(sec)
0 1/30 3/30 5/30

b. De schuinelijn geeft aan hoe snel de snelheid toeneemt. De helling van dielijnis
gelijk aan de waarde van de constant bij v = c.t. Bij de driehoek is de hoogte 1 en
de breedte 3/30, dus de helling is ongeveer 1/ 3/30 = 10. En dat is dan ook onge-
veer de waarde van de constante bij het vallende balletje.

33
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34 Na 10 seconden is de snelheid 25 m/s. Uit de oppervlaktemethode volgt:

s=5-10+10-25/2=150m.

35a.
b

c. Hij heeft ongeveer 90 km/uur gereden, dus 40 km/uur te hard.

36 a.
b.

37 Ongeveer 50 km/uur.

38 a. f(1.5) =0.9enf(1) =0.4. Dusin die halve minuut is Ay =05 km.

b. Neem bijvoorbeeld Ax = 0.2 rond x = 1:

f(1.1) = 0.484 en 1(0.9) = 0.324. Dus Ay = 0.16 km im:Q.2 minuut:

geeft 0.8 km/minuut = 48 km/uur.
39 De helling is ongeveer 1.

40 a. Danisde helling ongeveer 2.
b.

41
42
43
44

45 De eenheid van het differentiequotiént'is.dan % = m/sec?.
De bijbehorende grootheid heet versnelling.

46 a. Het x-interval [ 6, 8].
b. f(5) —f(4) =125 - 64 =61.
C. 75

47 a. 109.81

b. 108.1801
c. 108

48 a. afgelegde weg

b. Alsdeeenheid van dewertikale as kilometersis, dan is de snelheid 30 km/uur.

49 a. (f(4) - i(@))/ 2'=.8/2 =4.
b. (f(2.1)=f(2) )10.1=(0.21-0)/0.1=2.1.

50 -2.

51 a.
t (sec) 0 1 2 3 4 5
momentane snelheid (m/sec) | 30 20 10 0 -10 -20

b.
c. -30 m/sec.
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