Een geval van reflectief denken in ontwikkeling met

verhouding als paradigma

L. Streefland
Freudenthal instituut, Universiteit Utrecht

1 Plaatsbepaling

Wie de huidige internationale publicaties over wiskun-
deonderwijs in kaart wil brengen zal de vage contouren
van een tweestromenland ontwaren, Er verschijnen veel
artikelen die - in algemene bewoordingen gesteld -
kwesties van uiteenlopende aard aansnijden. Er zijn er
ook die inhoudelijk diep graven en dichtbij de praktijk
en haar bedrijvers blijven. De eerste stroom zwelt aan,
de tweede lijkt zo hier en daar zelfs al op te drogen, als
we niet oppassen. E. Wittmann uvit Dortmund, ook in
Nederlandse kringen van het wiskundeonderwijs geen
onbekende, zond in 1995 nog een duidelijk signaal uit,
dat schrijven over wiskundeonderwijs zonder de in-
houd, of, om muziek in deze als metafoor te gebruiken,
verslag doen van een concert onder het voorbijgaan aan
de muziek, het grootste euvel is dat onze discipline be-
dreigt. In 1996 herhaalde Wittmann zijn boodschap op
de achtste Internationale Conferentie voor Wiskunde
Onderwijs (ICME-8) in Sevilla, Spanje. De stroom al-
gemene artikelen groeit gestaag en het moge tegenstrij-
dig klinken, het lijkt alsof de auteurs, overmand door
watervrees voor het concrete, praktijknabije, het ruime
sop van de algemeenheid kiezen.

Ter illustratie geef ik een recente ervaring: ik krijg een
concept-artikel over algebraisch redeneren bij kinderen
van tien tot zestien jaar voorgelegd. Verwachtingsvol
begin ik er aan, maar al ras slaat de twijfel toe en grijpt
de teleurstelling om zich heen. Geen mooie creatieve
ontwerpen, die kinderen aan het algebraisch produceren
en denken zetten tref ik er in aan, maar wat mij betreft
slechts gemeenplaatsen over generaliseren langs deduc-
tieve weg, resulterend in logisch valide argumenten en
- de tegenhanger kan niet uitblijven - generaliseren vol-
gens inductief spoor, uitmondend in empirisch plausi-
bele argumenten. Tja... Geen echt slecht verhaal en op
de bekende manier onderbouwd met statistisch onder-
zoek, maar iedere nuance in het mogelijke, algebraische
redeneren van kinderen uit genoemde leeftijdsgroep,
lijkt op voorhand weggegeneraliseerd te worden en wat
rest is iets dat weinig bijdraagt aan wat we al wisten
over generaliseren,

Dit weinig productieve voorbeeld over generaliseren
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staat ook model voor allerlei andere kwesties in verband
met het leren van wiskunde, zoals reflectie bijvoor-
beeld. In dat verband zou ik kunnen beginnen met wat
Piaget en anderen erover gezegd hebben. Dat doe ik
echter niet, omdat ik dan in de brede stroom zou vallen,
terwijl ik vanwege mijn breedwatervrees beter kan pro-
beren de kleine stroom wat gaande te houden. De alge-
meenheden bewaar ik dus maar voor later! Bovendien
lijkt het van nabij bekijken van concrete situaties, waar-
in een kind echt iets leert en waarin reflectie zich (wel-
licht) voordoet of ontstaat, veelbelovender en produc-
tiever.

Ook Piaget begon daar overigens zijn onderzoek naar de
cognitieve ontwikkeling, namelijk met het observeren
van kinderen, in de eerste plaats die van hemzelf. Freu-
denthal op wiens werk ik in dit en het komende artikel
nog stevig zal steunen, volgde Piagets voorbeeld, al wa-
ren het in dat geval vooral zijn kleinkinderen die hij ob-
serveerde. (Zijn eigen kinderen moeten overigens in dit
opzicht eveneens genoemd worden (zie Goffree,
1993)).

Een ander verschil tussen Piaget en Freudenthal is nog
dat de laatste vooral geboeid was door kinderen die wis-
kunde leerden, terwijl Piaget veel meer de cognitieve
ontwikkeling op het oog had. In hun belangstelling voor
lerende en zich ontwikkelende kinderen staan zij niet al-
leen. 1k denk in dit verband bijvoorbeeld ook aan de
prachtige observaties van Sander die A.C. Vuurmans
over een reeks van jaren vastlegde (Vuurmans, 1995).
Zij typeert zijn prille wiskundige groei treffend. Ook ik
zal Piagets, Freudenthals en haar voorbeeld volgen. Ik
gebruik dus observaties, die ik met name van mijn zoon
Coen tussen 1975 en 1985 verzamelde. Volgens mij
heeft dit materiaal nog niets aan (actualiteits)waarde in-
geboet.

Hier is een voorbeeld:

‘Coen (5;2) vraagt naar onze vakanticbestemming, terwijl
wij op weg zijn naar Engeland. Wanneer hij deze bestem-
ming hoort, vraagt hij: “Kunnen ze mij daar dan nog wel
verstaan?™

Is dit een voorbeeld van reflectie? Is het misschien re-
flectic door anticiperen of anticipatie door reflectie?
Wat is dit eigenlijk? Volgens Freudenthal (1979) is dit
geen reflectie. Hij zou het vooruitgrijpen van Coen ech-
ter wel als opmerkelijk hebben gekwalificeerd. En wat



te zeggen van de volgende observatie:

‘Coen (iets ouder dan vier jaar) wijst bij de slager naar cen
prijskaartje. “Wat staat erop?” Zijn moeder: “Eén-acht-en-
vijftig.” Hij: “Waarom zeg je één-acht-en-vijftig? Op het-
kaartje staat één-vijf-acht!"””

Reflectie? Wie weet? Want stel dat het hem al eerder
was opgevallen dat de notatie van getallen en hun uit-
spraak niet met elkaar in overeenstemming zijn en dat
dit hem aan het denken heeft gezet. Misschien stelt hij
daarom wel zijn inleidende vraag met de bedoeling ant-
woord te vinden op de vraag waarom het hem in feite te
doen was, namelijk dit (cognitieve) conflict te beslissen.
Maar... is dit niet te veel veronderstelling en interpreta-
tie? Wellicht. Laat ik daarom een overtuigender voor-
beeld geven:

‘Coen, veel ouder inmiddels (8;11) vraagt zijn vader zoals
gewoonlijk in die tijd om een som. Het wordt dit keer de
verkiezing van de voorzitter en de penningmeester van een
jongensclub van vijf leden die ruzie dreigden te krijgen
over de kas. Op hoeveel manieren kan dit gebeuren? Na
een lichte aarzeling brandt hij los: Met iene-miene-mutte,
door aftellen, met raad mijn getal, door lucifers trekken...
Vader: Stel het gebeurt met iene-miene-mutte. Welke
tweetallen kunnen dan winnen? Hij: Hoe heten die vijf jon-
gens? Vader: Peter, Dirk, Henk, Jaap en Karel, Hierna be-
gint hij tamelijk systematisch zijn oplossing te construe-
ren.’ (Streefland, 1980).

Merk op dat Coen in eerste instantie in de gestelde
kwestie geen combinatorisch telprobleem ziet. Terecht!
Er was blijkbaar onvoldoende garantie dat zijn vaders
context voor het probleem ook de zijne was. Waarom
dan toch zulke dubbelzinnige vragen gesteld? Uit
kortzichtigheid! Maar dit terzijde. Het is duidelijk dat
Coen hier om de namen van de jongens vroeg, om de
kwestie naar zijn uiteindelijke bedoeling aan te pakken
en op te lossen. Hij moet voorzien hebben, dat hij een
hulpmiddel nodig had om de oplossing die in hem op-
kwam handig te kunnen organiseren.

Ik zou dit - voorlopig - reflectie willen noemen. Maar
beantwoordt dit aan de meer algemene theoretische
trekken die erover te berde gebracht zijn, door Piaget en
volgers? Dat moet ik nog in het midden laten, maar op
voorhand zijn er met een beetje goede wil wel trekjes
van overeenkomst aan te wijzen. Ik vind het echter ver-
standiger om eerst nog wat concreet materiaal te verza-
melen, voordat ik me ga verliezen in definities en theo-
retische beschouwingen. Bovendien zou ik me niet zo
zeer door Piaget als wel door Freudenthal terzijde laten
staan. En ook over zijn denkbeelden aangaande reflectie
heb ik nog nauwelijks iets gezegd.

Laten we het er voorlopig - met het gegeven voorbeeld
in het achterhoofd - maar op houden dat het handelen,
zowel materieel als mentaal in beschouwing genomen
wordt, met het oog op het vaststellen van bepaalde kwa-
liteiten ervan en daarna worden déze weer in beschou-
wing genomen met het oog op de kwaliteiten daarvan.

De observatie toont, dat ook op opkomend mentaal han-
delen kan worden vooruitgegrepen met het oog op het
stroomlijnen ervan. We moeten hoe dan ook enig hou-
vast hebben om te kunnen gaan letten op tekenen van re-
flectie in het gedrag van Coen en vooral ook op het ont-
staan en de groei ervan. Dit lijkt me trouwens belangrij-
ker dan reflectie precies en heel afstandelijk te kunnen
definiéren. Dit geldt nog sterker voor de vraag of reflec-
tie aangemoedigd kan worden, dat wil zeggen of er con-
dities opgespoord kunnen worden waaronder reflectie
ontstaat en zich ontwikkelt,

De analyse van het beschikbare materiaal staat dus
voorop. Daarmee maken we in deze bijdrage een begin.
Het betreft de ontwikkeling van het verhoudingsbegrip
bij Coen. Enig inhoudelijk houvast lijkt in deze geen
overbodige luxe. In de volgende bijdrage volgen we zijn
ontwikkeling verder, tot we na zijn brugperiode in het
voortgezet onderwijs het spoor bijster raken. Met een
reflectie over reflectie, ook in meer algemene termen,
wil ik deze bijdragen daarna afronden.

2 Greep krijgen op verhouding

Hoe het begint

In het algemeen is een kind al op heel jonge leeftijd in
staat gelijkvormige objecten of situaties te herkennen,
ongeacht de verschillende schalen waarop deze gemo-
delleerd of afgebeeld zijn. Zoals in de volgende para-
grafen nog zal blijken, is het criterium om situaties ver-
houdingsgewijs te vergelijken het (niet-) gelijkwaardig
zijn van de in het spel zijnde verhoudingen in (niet-) ge-
lijkvormige situaties, waarin bedoelde objecten dan
weer figureren. Met betrekking tot deze bekwaamheid,
die, zoals gezegd, vroeg aanwezig is in kinderen, stelt
Freudenthal (1984, pag.204):

‘Dat kinderen gelijkheid en het groter en kleiner zijn van
objecten vroegtijdig herkennen, kan voor geen twijfel vat-
baar zijn, evenmin dat ze gelijkvormigheid als een opera-
tieve equivalentic hanteren. Ik ga zelfs zover, te stellen dat
congruenties en gelijkvormigheden ingebouwd zijn in dat
deel van ons centrale zenuwstelsel, dat de optische percep-
ties verwerkt. Het onverwijld kunnen heridentificeren van
objecten na draaiing (van object of lichaam) en na af-
standswijziging veronderstelt in het centraal zenuwstelsel
als het ware een computerprogramma voor het elimineren
van dit soort afbeeldingen - hoe zulk een programma eruit
zou kunnen zien, is voor mijeen groot raadsel, zijn existen-
tie, waaraan ik niet twijfel, iets als een wonder.’

Ik ben er niet zeker van of andere auteurs op vergelijk-
bare manier door het zelfde verschijnsel worden getrof-
fen en het dus ook kwalificeren als een wonder. Feit is
in ieder geval wel dat Freudenthal in deze kwestie niet
alleen staat. Zowel Dodwell als Bryant, om er twee te
noemen, staan aan zijn kant, getuige:
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“The main point is, that we have here an elaborate and re-
fined system for coding contour elements which is present
in its main essentials at birth and must therefore be built-in
as a major feature in the visual system.” (Dodwell, 1971,
pag.182).

‘... it seems very likely, that young children can take in and
remember size ratios.” (Bryant, 1974, pag.96)

Dit betekent dus, dat we kunnen beginnen met aan te ne-
men dat een jong kind modellen en tekeningen herkent
als beelden van objecten zoals autootjes, boten, dieren
enzovoort. De schaal doet er niet toe, net zo min als het
gebruik van verschillende schalen naast elkaar, zolang
ze de verhoudingen die in het spel zijn maar respecteren
en niet verstoren. Helaas bezit ik geen observatiemate-
riaal van Coen om deze beweringen te staven. Het is
echter wel voorhanden in de reeds genoemde bronnen,
maar bijvoorbeeld ook in Fischbein (1970), Fuson
(1978) en Martin (1978). Overigens valt het buiten de
bedoelingen van dit artikel hierover verder in detail te
treden. Bovendien wordt het tijd het leerproces voor
verhoudingen dat ik op het oog heb nauwgezet met u te
gaan volgen. Ik zal daarbij de beschrijving indelen naar
observaties en annotaties (analyses) om zo nu en dan
ruimte te maken voor een bereflecteerde tussenstand.
Het gaat dus in eerste instantie - het zij nogmaals bena-
drukt - om symptomen van reflectie en de groei van dit
fenomeen. Het voertuig van zowel Coens als mijn den-
ken is echter verhouding.

Het meester worden van verhouding

Rijkdom

Volgens Joseph Schwartz (1993) gaat het in wetenschap
om allerlei zaken, maar als het op de inhoud aankomt
toch eerder om verhouding(en) dan om getallen bijvoor-
beeld. Dit geldt wat mij betreft niet alleen de volwassen
wetenschap, wat men hieronder ook moge verstaan.
Verhouding kan ook de wetenschap doortrekken die een
opgroeiend kind zich eigen maakt, terwijl het zijn we-
reld meester wordt. Een nagenoeg onbeperkte rijkdom
aan gebeurtenissen, ervaringen en verschijnselen vraagt
erom georganiseerd en gestructureerd te worden onder
het hoofd verhouding (in wording!).

Op grond van de aanname dat een kind al op jonge leef-
tijd modellen en tekeningen herkent als afbeeldingen
van objecten, ongeacht de toepassing van verschillende
schalen, volgt dat verhouding bij gelijkvormigheden
een belangrijk domein van ervaringen voor het jonge
kind kan zijn, ja zelfs m6ét zijn, Echter, er is een lange
weg te gaan van gevoel krijgen of oog hebben voor ge-
lijkvormigheid naar het vormen van het mentale object
verhouding, of - nog meer vooruitstrevend - naar het be-
vatten ervan als volwaardig operationeel, dat is toepas-
baar, begrip.

De meergenoemde modellen en tekeningen als atbeel-
dingen van objecten komen voort uit afbeeldingen (als
meetkundige transformaties) die verhoudingen in hun
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waarde laten. Freudenthal (1984, pag. 205-206) noemde
enkele tussenniveaus op de zojuist geschetste leerweg,
namelijk:
— verhoudingsgetrouwheid of -ongetrouwheid van af-

beeldingen zien;
— verhoudingsgetrouwe afbeeldingen maken;
— naar aanleiding van conflicten bij het maken van ver-

houdingsgetrouwe atbeeldingen beslissingen nemen;
— criteria voor verhoudingsgetrouwheid, zoals:

« behoud van lengtegelijkheid:

* behoud van congruentie;

* behoud van interne verhoudingen;

* constantie van externe verhouding;

+ behoud van hoeken;

» operatief hanteren;

« formuleren;

« in verband met elkaar brengen;

» over het noodzakelijke en voldoende zijn van der-

gelijke criteria beslissen.

Dit is maar een fragment uit de didactische fenomeno-
logie voor verhouding die Freudenthal ontwikkelde.
Men kan zich daarbij afvragen hoe een kind ooit in staat
kan zijn zijn werkelijkheid met behulp van verhouding
te organiseren om de passende verschijnselen te gaan
beheersen, wanneer de bron dermate overvloedig vloeit.
Hoe zal het bovendien ooit mogelijk zijn het leerproces
van een kind te beschrijven wanneer de materie zo com-
plex is? Wat te doen - en dit is het overeenkomstige pro-
bleem op uw en mijn niveau - met een groot aantal ob-
servaties van verhoudingsgebeurtenissen in het leven
van een kind, die zijn ontwikkeling in deze van een
klein decennium omvatten? Daarbij gaat het vooral om
spontane uitingen binnen die gebeurtenissen, die het
verantwoord maken om te spreken van een écht leerpro-
ces en in geen geval van een onderwijsleerproces. (Zou
hiermee trouwens het verband aangegeven zijn tussen
ontwikkeling en (zuiver) leren?)
Het gaat dus om leren in zijn puurste vorm. Het spreekt
vanzelf dat er keuzen gemaakt moeten worden en dat er
gereedschap voor de organisatie ervan nodig is, om
greep te kunnen krijgen op de essentiéle trekken van het
beoogde leerproces.

Waar het om verhouding gaat zal ik proberen de be-
schikbare observaties in te delen naar ‘verhouding en
gelijkvormigheid’, dit houdt ook in ‘vergroten en ver-
kleinen’ met de effecten ervan op oppervlakte en in-
houd, en, bovendien, ‘dichtheid’ en ‘lineariteit’. Wat
het laatste domein aangaat bedoel ik zoiets als *(grafi-
sche) verhoudingsconstantie’. Binnen deze hoofdcate-
gorieén wil ik dan accenten plaatsen bij ‘meten’, ‘nor-
meren of standaardiseren’, ‘schatten’ en ‘het gebruik
maken van een bemiddelende verhoudingswaarde’ en
ten slotte “het gebruik maken van toepasselijke taal” als
ook bronnen voor ‘onjuist, additief redeneren’. De lezer
dient er zich echter van bewust te zijn - ik benadruk dit
nog een keer - dat verhouding in alle genoemde facetten



slechts voertuig van het denken is, maar dat het ten slot-
te gaat om kenmerken van reflectie, de groei ervan en
eventueel andere meer algemene trekken van een indi-
vidueel leerproces. Dit zal naar al werd aangekondigd in
de structuur van het vervolg tot uitdrukking komen.

Verhouding en gelijkvormigheid

Observaties

Onrecht

Coen (6:2) en zijn zus (8;11) laten Floortje uit, een hond uit
de buurt die enkele dagen bij hen logeert. Thuisgekomen
toont Coen zich nogal verontwaardigd. Hij begint onmid-
dellijk te mopperen: Zij heeft Floortje wel zo'n stuk uitge-
laten (hij meet daarbij ongeveer een halve meter tussen zijn
handen), en ik maar zo’n stuk (nu gebaart hij ongeveer der-
tig decimeter).

Vissen (twee weken later)

Terwijl Coen voor het eerst van zijn leven echt viste, ving
hij er twee. (Hij was heel trots want hij klopte zijn vader
met twee tegen één!) Thuis vertelt hij zijn moeder in de
badkamer nogmaals over zijn succes. Hij beschrijft de si-
tuatie aan de tegeltjes en de objecten:

[ I T R B

mé&m wij a.m.

m&m = meneer en Mevrouw; a.m. = andere mensen

Die ‘meneer en mevrouw’ waren daarbij heel belangrijk,
vanwege hun belangstelling voor zijn succes en enthou-
siasme,

Martinitoren (één jaar later)

Coen (7;3) wil vertellen over de hoogte van de Martinito-
ren in Groningen, die hij nog nooit gezien heeft. Zijn buur-
jongen kreeg een kaart uit Manhattan - New York- en diens
oma en opa wonen dicht bij Groningen. Dit vormde de aan-
leiding tot zijn interesse en het gesprek. Eerst noemt hij
duizend meter als mogelijke hoogte. Dan corrigeert hij
zichzell alsof hij voelt dat het de verkeerde kant opgaat.
C: Als de Martinitoren nu eens zo hoog is.... Hij wijst een
denkbeeldige toren van zo’n halve meter aan en vervolgt
dan op totaal andere toon:

C: .... ik laat het nu maar even z6 klein zien ... Dan vervolgt
hij zijn voorgaande demonstratie met:

C: ... en een mens z6 groot ... Hij wijst nu een lengte van
zo’n drie & vier centimeter aan aan de voet van zijn denk-
beeldige Martinitoren en dan, opnieuw op heel andere toon
zichzelf corrigerend,

C: Oh, nee. Z6 groot! Nu verkleint hij zijn denkbeeldige
mens tot minder dan de helft van de eerder aangegeven
lengte.

Analyse en kanttekeningen

Een aantal verwante gebeurtenissen voltrok zich tussen
de tweede en de derde observatie (zie Streefland, 1978).
Voorzover deze ter zake doen, zullen zij in de komende
beschouwing worden betrokken. Voorgaande observa-
ties beschrijven alle drie spontane uitingen van Coen.
Bovendien is het op voorhand duidelijk dat de bedoelin-
gen die hijermee had deze kleine geschiedenissen door-
trekken. Bedoelingen die nu eenmaal getoond dienden
te worden, namelijk: verontwaardiging, trots en belang-

stelling (bijvoorbeeld door te laten zien wat hij weet en
wat hij kan).

In alle drie de gevallen wordt gelijkvormigheid als ope-
ratieve equivalentie (zie Freudenthal, 1984, hfdst.6)
toegepast, eerst naar men mag aannemen onbewust,
maar in het geval van de toren volledig bewust, zoals
blijkt uit: ‘Ik laat het nu maar even z6 klein zien® en uit
‘Oh, nee. Z6 groot!” In alle drie gevallen ben ik achteraf
nagegaan hoe het met de verhoudingen onder de toege-
paste afbeeldingen zat en het moet gezegd, de afbeel-
dingen waren ruwweg verhoudingsgetrouw. Vandaar
dat toepassing van de terminologie gelijkvormigheid als
operatieve equivalentie gerechtvaardigd is. De verhou-
dingen zelf waren gebaseerd op kwalitatief meten of,
wellicht beter, op het schatten van afstand (of lengte) en
hoogte. Door de toegepaste afbeeldingen werden ver-
houdingen geconstruecerd die in kwalitatief opzicht ge-
lijkwaardig waren met de gegeven verhoudingen. In de
laatste observatie werd de lengte van een mens als be-
middelende referentiemaat kwalitatief toegepast.

Wat de meetkundige afbeeldingen zelf aangaat is het of
een kwestie van deze toepassen om een beeld te con-
strueren (onrecht, toren) of van het construeren van de
afbeelding zelf om een verbinding te leggen tussen een
ervaren situatie en eentje, welgestructureerd, die (toe-
vallig) voorhanden is en wel op verhoudingsgetrouwe
wijze (vissen).

Vergelijken is de kernactiviteit in het geobserveerde ge-
drag. Tot dusver betekent dit dat uit vergelijken én com-
bineren van afzonderlijke grootheden (of grootheids-
waarden) de verhoudingen voortkomen, gevormd wor-
den. Lengte vervult daarbij, vanzelfsprekend, een
dominante rol. Spoedig zal echter blijken dat het verge-
lijken in dienst van het samenstellen van verhoudingen
verstrengeld gaat worden met het vergelijken van de ge-
construeerde verhoudingen zelf.

De mentale voltrekking van de afbeeldingen als gecon-

stateerd, kan ook beschreven worden in termen van

‘shifting’ (het in gedachten verplaatsen, verleggen, ver-

schuiven), bijvoorbeeld:

— Onrecht: Het verplaatsen van de echte situatie naar
een situatie op verkleinde schaal met het oog op het
tonen van het ervaren onrecht.

— Vissen: Het verplaatsen van de echte situatie naar de
badkamer, terwijl de afstanden tussen de betrokken
omstanders worden afgebeeld op het badkamermate-
riaal en er dus een verhouding wordt opgelegd aan dit
materiaal die gelijk is aan de ervaren verhouding in
de werkelijkheid, of althans een daarmee gelijkwaar-
dige verhouding wordt gezocht of aangewezen, met
als doel de ervaren situatie te verklaren.

Ten slotte waart er échte reflectie rond, zoals blijkt uit

de bewuste toepassing van de afbeelding door verklei-

ning in het geval van de toren na de poging deze op ware
grootte af te beelden en ook uit de correctie die op de
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lengte van de af te beelden menselijke figuur wordt toe-
gepast. Hij beziet dus het resultaat van de toegepaste af-
beelding kritisch.

Deze analyse laat zien welk een rijkdom de voorbeelden
bevatten, maar tegelijk ook dat er heel wat kan omgaan
in een lerend kind dat in interactie is met zijn omgeving.
De varianten van shifting die in bovenstaande voorbeel-
den vervat zijn, heb ik eerder in navolging van Freuden-
thal (1991) in meer algemene zin beschreven, geillus-
treerd en enigszins uitgebreid. Ik volsta hier met een
verwijzing daarnaar (Streefland, 1992).

Ten slotte merk ik, wat dit gedeelte betreft nog op, dat
de situaties die Coen ontmoette blijkbaar voldoende uit-
dagend voor hem waren ten aanzien van het voltrekken
van de beschreven afbeeldingen dat hij hierop inging
en, bovendien, dat dit kon gebeuren zonder dat de toe-
gepaste methode (volledig) bewust was. (Ook de tus-
senliggende observaties die ik niet vermeldde, weer-
spiegelen dit). Door herhaalde ervaringen kan de toege-
paste methode blijkbaar wel volledig tot het bewustzijn
doordringen. Daardoor was dit lerende kind - in het ge-
val van de Martinitoren - in staat de omslag te voltrek-
ken van na-beeld naar voor-beeld, van model van ...
naar model voor ... met betrekking tot het toepassen van
gelijkvormigheid als operatieve equivalentie.

Dit kan zich blijkbaar op een (nagenoeg) zuiver kwali-
tatieve manier voltrekken. (In dit opzicht kan de dui-
zend meter als hoogte voor de toren niet al te serieus ge-
nomen worden als precieze maat. Deze lijkt eerder te
fungeren als referentiemaat voor de communicatie dan
dat hij echt letterlijk zo bedoeld is).

Zoals uit de observaties tot nu toe blijkt, wordt de vor-
ming van verhouding dus gegrondvest op het vergelij-
ken van lengten en op het omgaan met afbeeldingen die
deze verhoudingen in hun waarde laten. Een volgende
stap ligt in de constructie van afbeeldingen tussen situa-
ties en het beslissen over het al dan niet verhoudingsge-
trouw zijn ervan. En, voor het geval ze niet verhou-
dingsgetrouw zijn, komt daar het vaststellen van een
cognitief conflict en (eventueel) het beslechten daarvan
nog bij. Er volgen nu enkele observaties die dit laten
zien. Ik vat ze kort samen omdat ze al eerder werden ge-
publiceerd (Van den Brink & Streefland, 1979).

Observaties

Scheepsschroef

Coen (7;4) heeft het over scheepsschroeven. Hij vraagt ten-
slotte:

C: Hoe groot is de schroef van een zeeschip?

Vader: Hij past niet in je kamer (Deze meet ongeveer drie
bij vier meter).

C (na enig stilzwijgen): Dat klopt, want in mijn energie-
boek was een boot met zo'n schroef (hij geeft ongeveer
drie cm aan tussen duim en wijsvinger) en een man z6 (nu
geeft hij ongeveer één cm aan).

Orca the killer whale
Episode 1:
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Coen (6;2) bezoekt het dolfinarium in Windsor Park (En-
geland) en geniet van de show met een orca van ongeveer
6 meter.

Episode 2:

Coen (8;0) heeft desgevraagd kritiek op de filmposter van
Orca the killer whale.

C: Die walvis moet kleiner! Toen we in Engeland waren
hebben we een orca gezien die maar zo groot was als drie
mannen.

Episode 3 (4 dagen later):

Opnieuw bezoekt Coen een dolfinarium met een orca (Har-
derwijk). Desgevraagd vindt hij de Windsor-orca het
grootst, omdat de laatste volgens hem maar zo'n drie-en-
een-halve meter was.

Vader: Herinner je je nog hoe groot die in Engeland was?
C (beslist): Die was zo groot als drie & vier mannen. (Hij
weigert om nog over zijn vorige schatting van drie mannen
te praten).

Annotaties

In het geval ‘scheepsschroef” heeft Coen bewust een
verhoudingsgetrouwe afbeelding toegepast. Het is ech-
ter een kwestie van constructie van de (meetkundige)
afbeelding, want origineel en beeld zijn beide voorhan-
den, hoewel het beeld eerst nog door het geheugen moet
worden opgeroepen. De afbeelding is gebaseerd op de
vergelijking van de (voorgestelde) afmeting van de
schroef van een zeeschip (met de grootte van de kamer
als referentiemaat) met de grootte van een man (zijn va-
der) en het beeld van een herinnerde illustratie in een
boek op veel kleinere schaal. Een mens bemiddelde hier
dus eveneens als maat. Voor de constructie van de af-
beelding was het nodig dat de gelijkheid van de beschre-
ven verhoudingen als zodanig werd herkend. Uitge-
drukt in termen van shifting komt deze observatie neer
op: het verplaatsen van ware afmetingen naar sterk ver-
kleinde (of omgekeerd!), daarbij de verhouding
scheepsschroef-man meenemend, met het oog op het
nagaan van het antwoord op zijn vraag en met als bij-
komstigheid het vaststellen van de juistheid van de be-
wering van zijn vader.

Bij dit alles dient echter een niet onbelangrijke kantte-
kening gemaakt te worden, namelijk dat Coen ver-
trouwd was met het begrip scheepsschroef. Hij had eer-
der met belangstelling diverse voorbeelden aan-
schouwd, echt en op plaatjes. Bovendien bezat hij zelf
een bootje (30 centimeter) compleet met elektromotor
en schroef. Daardoor was het begrip scheepsschroef
voor hem voldoende gespecificeerd om de kwestie van
de schroef van een zeeschip onder ogen te kunnen zien
en deze in zijn ervaringen te integreren. Blijkbaar is dit
een nodige voorwaarde om een verhoudingsgetrouwe
afbeelding als beschreven te kunnen voltrekken.

Twee maanden later bleef hij het echter houden op een
krielhaantje toen hem naar de afmetingen van een toren-
haan werd gevraagd. Hij toonde zich heel verrast over
de ware grootte van bijvoorbeeld, één meter. Wellicht
was zijn mentale object *haan” niet toereikend om over



deze kwestie te beslissen. Bovendien betrof het een zui-
ver gedachten experiment zonder dat toren met haan na-
bij waren. Tenslotte werkte de term ‘torenhaantje’ nog
als afleider. Er waren dus genoeg storende elementen
aanwezig om de schatting van de grootte van een toren-
haan te doen mislukken. Wat deze voorbeelden in ieder
geval duidelijk maken is, dat de wiskunde van verhou-
ding en evenredigheid de kijkwereld van het kind helpt
organiseren. Dus hoe rijker en diverser de ervaringen
daarin zijn, des te rijker zal het wordende inzicht op
zo'n voedingsbodem groeien en bloeien.

Brousseau (1976, 1990) gebruikt ‘milieu’ in plaats van
‘context’ als belangrijk kernbegrip in zijn theorie over
(leer) situaties. In het geval van de torenhaan bijvoor-
beeld, blokkeerden Coens banden met het milieu zijn
verdere ontwikkeling op het gebied van verhoudingsge-
trouwe afbeeldingen en wat je ermee kunt doen. Dit laat
zien wat Brousseau (1976) in deze benadrukte:

‘The interactions of the student with the milieu are fund-
amental.’

Tot dusver waren alle vergelijkingen die Coen voltrok
puur kwalitatief, Daarop was ook het ordenen van (gro-
ve) afmetingen gebaseerd (onrecht, vissen). In de orca-
observaties wordt opnieuw de lengte van een mens als
bemiddelende, natuurlijke referentiemaat gebruikt om
te kunnen vergelijken, maar dit keer wordt het schatten
of meten bekroond met een numeriek resultaat: “... maar
zo groot als drie mannen.’ Deze geconstrueerde verhou-
dingswaarde ordersteunt de constructie van de afbeel-
ding tussen de situatie als ervaren in Windsor en de si-
tuatie als afgebeeld op de filmposter. De ongelijkheid
van de verhoudingen wordt herkend en daarom wordt
de afbeelding tussen beide scénes als nier-verhoudings-
getrouw beoordeeld. Het ontstane cognitieve conflict
wordt echter bezworen en een correctie van de filmpos-
ter voorgesteld als oplossing daarvoor (‘Die walvis
moet kleiner’). Na de derde ervaring (Harderwijk) die-
nen de zaken mentaal gereorganiseerd te worden en dus
doet Coen dat. Op grond van de laatste verhou-
dings(waarde) (orca-man twee tot één) stelt hij zijn oor-
deel over de verhouding orca-man voor Windsor bij: ‘de
orca was drie a vier mannen’.

Dit is een onthullend rijtje van observaties, nietwaar?
Zij laten zien dat de wiskundige theorie voor verhoudin-
gen zoals deze zich in Coen ontwikkelt, wordt bijge-
steld en nader gespecificeerd in actie, of anders gesteld,
dat deze (persoonlijke) theorie gedefinieerd wordt:

‘... by the set of conceptions, previous choices that this
knowledge rejects, the errors that it helps to avoid ... the
economy it allows for, the formulations it puts into ques-
tion.” (Brousseau, 1976; geciteerd uit Sierpinska, 1995,
pag.7)

Het lijkt erop dat, zolang zich geen niecuwe ervaringen
hebben voorgedaan, de verhouding orca-man vaststaat,

als het ware gegeneraliseerd is over slechts één erva-
ring. Dit houdt bijna twee jaar stand, voordat aanpassing
ervan plaatsvindt, Bovendien blijkt, dat dankzij de ge-
varieerde ervaringen de jongen in staat is de afmetingen
van de Windsor-orca met meer precisie te vatten dan na
slechts die ene ervaring. Dit getuigt van de ontwikke-
ling van een wiskundige attitude waarin plaats wordt in-
geruimd voor een dergelijke kwaliteit of strategie. Er
zijn trouwens meer van dergelijke kwaliteiten die de
moeite van het herkennen en onderscheiden (voor het
wiskundeonderwijs) waard zijn (zie bijvoorbeeld Freu-
denthal, 1991).

Ten slotte nog de kwestie van de ‘shifting’. Daarmee
kan het orca-verhaal als volgt gekwalificeerd worden:
van poster naar door het geheugen gereproduceerd men-
taal beeld, terwijl wordt omgezien naar de poster en de
relevante verhoudingen in beschouwing worden geno-
men, terwijl de bemiddelende verhoudingswaarde orca-
man (is drie), van het mentale beeld naar de poster
wordt meegenomen.

In het tweede deel gaat het om shifting van de ervaring
in Harderwijk naar die in Windsor, waarbij de nieuw er-
varen verhoudingswaarde orca-man (is twee) wordt
overgedragen. Dit gebeurt om de Windsor-situatie te
heroverwegen en om hierbinnen de precisie van de ver-
houding orca-man te verhogen van drie naar drie a vier.
Dit is dus een nogal complex proces gelet op de leeftijd
van de jongen toen.

De gebeurtenissen zoals tot dusver geanalyseerd laten
zien dat verhouding machtig gereedschap is om situa-
ties te vergelijken binnen de context van gelijkvormige
afbeeldingen, in eerste instantie zonder dat er een (geéx-
pliciteerd) getal aan te pas komt. Later gaan zulke ver-
houdingen op basis van meten en schatten hun bemid-
delende rol met toenemende precisie spelen. Er dient,
tenslotte, onderscheid gemaakt te worden tussen interne
en externe verhoudingen.

Laten we eerst constante snelheid als voorbeeld nemen:
intern: de afstanden verhouden zich als de tijden,
extern: de verhouding van afstand en tijd is constant.
Dit onderscheid vindt onder andere grond in de strategie
van vergelijken van verschillende objecten (en hun af-
metingen) binnen of tussen de context-situaties waarin
ze zich voordoen. Het vergelijken van orca’s met man-
nen bijvoorbeeld, verwijst naar extern, hoewel het voor
beide om dezelfde grootheid, namelijk lengte gaat. Dit
betekent dus blijkbaar dat het wiskundige onderscheid
tussen intern en extern zich (waarschijnlijk) uit zo'n
contextuele bron kan ontwikkelen in de lerende zelf (zie
ook Van den Brink en Streefland, 1979).

Dergelijke zuivere en onbewerkte contexten kunnen
dus blijkbaar de blauwdrukken in zich dragen van stuk-
jes wiskunde die daaruit kunnen worden ontwikkeld.
Bovendien kunnen dergelijke contextbronnen kinderen
voor uitdagingen plaatsen en hen inspireren tot gedrag
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zoals beschreven, namelijk op een duidelijke, het ge-
zonde verstand aansprekende manier.

Tussenstand

Gelet op de inhoud van het tot nu toe beschreven leer-

proces gaat het om:

— de (bewuste) toepassing van gelijkvormigheid als
operatieve equivalentie, wat betekent

— gelijkvormigheid als een verhoudingsgetrouwe af-
beelding behandelen.

Dit proces wordt ondersteund door:

— kwalitatief meten (van lengten en afstanden) en
schatten;

— gebruik maken van bemiddelende referentiematen;

— verhoudingen samenstellen en vergelijken:

— beslissen over de (on)gelijkheid van verhoudingen
op basis van (niet-) gelijkvormigheid en (niet-) con-
gruentie;

— verhoudingswaarden vaststellen en deze bij het ver-
gelijken van situaties als bemiddelaars toepassen.

Veel, zo niet alle aspecten als geciteerd uit Freudenthals
didactische fenomenologie van verhoudingsgetrouwe
afbeeldingen doen zich op de een of andere manier
voor. In dit opzicht grijpt zijn analyse op leerprocessen
vooruit. Op zichzelf is dat niet verrassend, omdat het
analyseren van leerprocessen op zijn beurt tot de bron-
nen van de didactische fenomenologie behoort, dan wel
het anticiperen op hoe dergelijke leerprocessen zich
zouden kunnen voltrekken.

Bovendien is er ook nog het meta-cognitieve perspec-
tief naar blijkt uit de beschrijving van de zich voordoen-
de mentale operaties (onder andere de bewuste vormen
van ‘shifting’). Deze waren als het ware werkzaam op
de elementen uit het inhoudelijke (conceptuele) do-
mein, dat wil zeggen de wiskunde in wording van de af-
beeldingen en verhoudingen. Er is sprake van een gelei-
delijke overgang van een puur kwalitatieve benadering
naar een kwantitatieve en ook van groeiend bewustzijn
met betrekking tot de verschijnselen en de wiskunde
waarmee deze georganiseerd en beheerst kunnen wor-
den. Coen kon - en dit was een buitenkansje - zelfs be-
trapt worden op de omslag van een *model van’- naar
een ‘model voor’-benadering. Behalve bij de kwestie
van de orca op de filmposter ging het steeds om spon-
taan gedrag. Dit betekent overigens niet dat de omge-
ving niet af en toe ingreep in Coens leerproces. Integen-
deel! Er waren bijvoorbeeld nogal wat kwesties - overi-
gens op verzoek van Coen te berde gebracht door zijn
vader - die de constructie van verhoudingen op twee
manieren behelsden, namelijk door (de afmeting van)
elk van beide objecten als natuurlijke maat te nemen
voor het over-en-weer bepalen van de verhoudings-
waarden. Dit veroorzaakte naar u zich kunt voorstellen
nogal wat problemen, doordat er zich breuken in de ver-
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houdingswaarden gingen voordoen.
Een voorbeeld:

Nadat Coen (7;1) had beslist dat er twee van *zulke bomen’
nodig zijn om de hoogte van een lantaarnpaal te krijgen,
flapte hijer ‘Nul!” uit op de vraag: *En hoeveel lantaarnpa-
len zijn dan net zo hoog als zo'n boom?" Enigszins be-
schaamd verbeterde hij zich tot ‘Een halve’ toen hem de
hoogte van nul lantaarnpalen getoond werd. (Streefland,
1979)

Deze observatie laat zien dat het conflict ter plekke kon
worden beslist en zoiets gebeurde vaker op soortgelijke
wijze, Overigens is deze activiteit van het over-en-weer
meten om verhoudingswaarden vast te stellen blijkbaar
nodig om ook op schaal (door vergroting) te kunnen af-
beelden in plaats van door verkleining. Het opblazen
gebeurt dan omwille van het accentueren van verschil-
len. Coen deed dit bijvoorbeeld eens, toen hij commen-
taar had op een observatie van een vogel door zijn
vriend. Hij verschilde met hem van mening over welke
het was. Hij (bijna tien) liet al gebarend vergrote afme-
tingen zien, om het verschil in lengte van de staarten
van beide vogels te benadrukken. Overigens tekende
zijn vader hierbij nadrukkelijk bezwaar aan tegen zijn
demonstratieve gedrag.

‘Waarom vertel je het niet wat preciezer dan alleen met ge-
baren? Je kent toch getallen en je kunt toch meten! Coen:
Oh, eh, ...., nou, als de staart van een merel een halve meter
is (hij gebaart nog steeds) dan is die van een spreeuw maar
een kwart meter.’

In publicaties over leren is al vaker gesteld, dat het han-
delen in het denken wordt voortgezet. Ik ben ervan
overtuigd, dat dit ook omgekeerd werkt, namelijk dat
het denken noodzakelijkerwijs het handelen onder-
steunt. Het laatste voorbeeld weerspiegelt dit en ook dat
ingrijpen van buitenaf soms nodig is voor de verhoging
van het gebezigde (taal)niveau.
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