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Summary 
As a r e s u l t o f a change i n the f o u r t h - f o r m m athematics c u r r i c u l u m o f 
the s e c o n d a r y s c h o o l many mathematics t e a c h e r s a r e supposed t o t e a c h 
u s e f u l a p p l i c a t i o n s o f mathematics t o r e a l p r o b l e m s . 
What a r e t h e e x p e r i e n c e s i n t h e r e s e a r c h p r o j e c t ' H e u r i s t i c E d u c a t i o n 
o f M a t h e m a t i c s ' ? How can the t e a c h e r s t i m u l a t e and m o t i v a t e the non­
s p e c i a l i s t s t u d e n t s ? Which a p p l i e d p r o b l e m - s o l v i n g a b i l i t i e s s h o u l d be 
de v e l o p e d ? 

The f u n c t i o n o f f o u r r e p r e s e n t a t i o n s i s d i s c u s s e d : 
-«the v e r b a l d e s c r i p t i o n o f a r e a l s i t u a t i o n 
- t h e g r a f i c a l r e p r e s e n t a t i o n 
- t h e n u m e r i c a l r e p r e s e n t a t i o n 
- t h e a n a l y t i c a l r e p r e s e n t a t i o n . 

Problem t r a n s f o r m a t i o n c o u l d o f t e n be c h a r a c t e r i z e d as t r a n s l a t i o n 
from one r e p r e s e n t a t i o n t o a n o t h e r r e p r e s e n t a t i o n . 

Het p r o j e c t ' H e u r i s t i s c h w i s k u n d e - o n d e r w i j s ' 
Het p r o j e c t ' H e u r i s t i s c h w i s k u n d e - o n d e r w i j s ' i s opgezet door de werk­
groep voor de d i d a c t i e k van de wiskunde van h e t M a t h e m a t i s c h I n s t i t u u t 
i n G r o n i n g e n . De p r o j e c t l e i d e r i s A.van S t r e u n , e x t e r n e b e g e l e i d e r s 
z i j n A.D.de Gr o o t en M.van der Kamp. De p r o b l e e m s t e l l i n g i s a l s v o l g t 
samen t e v a t t e n : 

I s h e t m o g e l i j k om h e u r i s t i s c h w i s k u n d e - o n d e r w i j s t e o n t w i k k e l e n , 
w a a r i n l e e r l i n g e n b e t e r l e r e n nieuwe problemen met b e h u l p van 
wiskunde op t e l o s s e n , z o d a t de t r a n s f e r van verworven w i s k u n d i g e 
k e n n i s en v a a r d i g h e d e n naar nieuwe p r o b l e e m s i t u a t i e s b i n n e n de 
wiskunde en daar b u i t e n wordt v e r b e t e r d ? 

In de c u r s u s s e n '82-'83 en '83- '84 wordt h e t o n t w i k k e l i n g s o n d e r z o e k i n 
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v i e r k l a s s e n 4-v.w.o. u i t g e v o e r d , w a a r b i j s y s t e m a t i s c h wordt onder­
z o c h t wat de m o e i l i j k h e d e n z i j n van de l e e r l i n g e n en wat de e f f e c t e n 
z i j n van h e t o n d e r w i j s . Omdat h e t p r o j e c t z i c h a f s p e e l t op de grens 
van het ' t r a d i t i o n e l e ' w i s k u n d e - o n d e r w i j s i n de onderbouw van het 
v.w.o. en een meer op t o e p a s s e n g e r i c h t w i s k u n d e - o n d e r w i j s i n de 
bovenbouw van h e t v.w.o. ( h e t vak wiskunde A) wordt v e e l aandacht 
b e s t e e d aan h e t l e r e n t o e p a s s e n van wiskunde. Met name l e e r l i n g e n d i e 
a l l e e n h e t vak wiskunde a l s e x a c t vak i n hun vakkenpakket hebben, 
s t a a n i n d i t a r t i k e l c e n t r a a l . 

I n t e r n e en e x t e r n e r e p r e s e n t a t i e s 
Z o a l s e l d e r i s beargumenteerd (Van S t r e u n 1982, 1983) i s het onderzoek 
naar de o n t w i k k e l i n g van de ment a l e v o o r s t e l l i n g , d i e een o p l o s s e r van 
een p r o b l e e m s i t u a t i e h e e f t , b i j z o n d e r i n t e r e s s a n t voor de d i d a c t i e k 
van het l e r e n o p l o s s e n van problemen. D i e i n t e r n e m e n t a l e r e p r e s e n t a ­
t i e van de o p l o s s e r omvat h e t g e h e e l aan ideeën ove r de s i t u a t i e en i s 
n i e t r e c h t s t r e e k s t o e g a n k e l i j k voor onderzoek. Het k l a s s i e k e onderzoek 
naar de o n t w i k k e l i n g van de " t o t a l problem c o n c e p t i o n ' (De G r o o t , 
1981) b i j s c h a k e r s o f naar de ( p s y c h o l o g i s c h e ) o n t w i k k e l i n g van het 
probleem (Duncker, 1935) maakte g e b r u i k van h a r d o p - d e n k e n - p r o t o c o l l e n . 
P a i g e en Simon (1966) i n t e r v i e w d e n l e e r l i n g e n na h e t o p l o s s e n van 
i n g e k l e d e v e r g e l i j k i n g e n om zo een e x t e r n e r e p r e s e n t a t i e t e kunnen 
r e c o n s t r u e r e n van een i n t e r n e r e p r e s e n t a t i e . O p l o s s e r s , d i e een 
v i s u e e l b e e l d van de p r o b l e e m s i t u a t i e hadden, s l a a g d e n e r b e t e r i n de 
v o o r g e l e g d e opgaven op t e l o s s e n dan anderen, d i e geen v i s u e e l b e e l d 
b e z a t e n . In h e t onderzoek naar o p l o s s i n g s p r o c e s s e n b i j e e r s t e j a a r s 
s t u d e n t e n wiskunde (Van S t r e u n , 1983) i s eveneens g e b r u i k gemaakt van 
de a n a l y s e van h a r d o p - d e n k e n - p r o t o c o l l e n en i n t e r v i e w s a c h t e r a f voor 
de r e c o n s t r u c t i e van de o n t w i k k e l i n g van de ment a l e v o o r s t e l l i n g van 
de o p l o s s e r s . 
In d i t a r t i k e l wordt g e r a p p o r t e e r d u i t h e t o n t w i k k e l i n g s o n d e r z o e k i n 
4-vwo ('83-'84). Gedurende het g e h e l e s c h o o l j a a r z i j n van 120 l e e r ­
l i n g e n de s c h r i f t e l i j k e o v e r h o r i n g e n en p r o e f w e r k e n g e a n a l y s e e r d op 
o p l o s s i n g s w e g e n . E r z i j n i n t e r v i e w s afgenomen, l e e r l i n g e n hebben hun 
r e a c t i e s op het e i g e n werk op g e s c h r e v e n en hun o p v a t t i n g e n o v e r wis-^ 
kunde en h e t w i s k u n d e - o n d e r w i j s kenbaar gemaakt. De r o l van v e r s c h i l ­
l e n de r e p r e s e n t a t i e s b i j h e t o p l o s s e n van problemen i s i n k a a r t ge­
b r a c h t met h e t oog op de b i j s t e l l i n g van het l e s m a t e r i a a l voor de 
d e f i n i t i e v e v e r s i e i n '84-'85. Met name de g e b l e k e n en door l e e r l i n g e n 
g e r a p p o r t e e r d e b l o k k a d e s en de manier waarop l e e r l i n g e n d i e b l o k k a d e s 
overwonnen, hadden b i j z o n d e r e aandacht. 

De v i e r r e p r e s e n t a t i e s 
De opgaven waar h e t h i e r om gaat z i j n a l l e m a a l g e f o r m u l e e r d i n termen 
van een min o f meer h e r k e n b a r e o f v o o r s t e l b a r e s i t u a t i e . Ze kunnen a l s 
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t o e p a s s i n g e n van f u n c t i e s en d i f f e r e n t i a a l r e k e n i n g worden g e k l a s -
sificèerd. Wat d a t b e t r e f t v e r t o n e n d i e opgaven overeenkomsten met de 
bekende en b e r u c h t e r e d a c t i e - o p g a v e n en i n g e k l e d e v e r g e l i j k i n g e n . In 
de t e r m i n o l o g i e wordt geen s t r i k t o n d e r s c h e i d gemaakt t u s s e n opgaven 
en problemen, omdat de g l i j d e n d e s c h a a l van r e p r o d u c e r e n van o p l o s ­
s i n g e n t o t het o p l o s s e n van problemen v e r s c h i l t van i n d i v i d u t o t 
i n d i v i d u (Van S t r e u n , 1983). Onze aandacht gaat u i t naar de r o l van de 
r e p r e s e n t a t i e s t i j d e n s h e t o p l o s s i n g s p r o c e s en naar de mate w a a r i n een 
v e r t a l i n g naar een andere r e p r e s e n t a t i e h e l p t b i j h e t overwinnen van 
b l o k k a d e s . 
De i n de p a r a g r a a f t i t e l b e d o e l d e v i e r r e p r e s e n t a t i e s kunnen h e t b e s t e 
aan de hand van een v o o r b e e l d worden t o e g e l i c h t . 
Een p r o b l e e m 

Een t r e i n v e r t r e k t van P a r i j s en Lyon en houdt een c o n s t a n t e 
s n e l h e i d van 120 km/uur aan. 
Een s u p e r s n e l l e t r e i n v e r t r e k t i n d e z e l f d e r i c h t i n g een k w a r t i e r 
l a t e r en r i j d t met een c o n s t a n t e s n e l h e i d van 200 km/uur. 
Op welke a f s t a n d van P a r i j s z a l de s u p e r s n e l l e t r e i n de e e r s t e 
t r e i n i n h a l e n ? 

De o p l o s s e r kan b i j deze gegeven s i t u a t i e s c h r i j v i n g (S) a l r e d e n e r e n d 
i n de s i t u a t i e t o t een o p l o s s i n g komen. D i e o p l o s s i n g i s een numeriek 
antwoord ( N ) , n a m e l i j k h e t a a n t a l k i l o m e t e r s van P a r i j s . 

S S N 

In d i t v o o r b e e l d kan zo'n r e d e n e r i n g a l s v o l g t v e r l o p e n : 
De s u p e r s n e l l e t r e i n h e e f t b i j v e r t r e k een a c h t e r s t a n d van J .120=30 
k i l o m e t e r . 
Per uur h a a l t h i j 80 km i n , d a t i s per minuut 80/60 = 4/3 km. Na 30 : 
4/3 = 22 minuut p a s s e e r t de s u p e r s n e l l e t r e i n de e e r s t e t r e i n . 
Dat i s op 22 x 200/60 = 75 km van P a r i j s . 

De o p l o s s e r kan ook een t a b e l maken en door s y s t e m a t i s c h q e t a l l e n v o o r -
b e e l d e n door t e rekenen t o t een o p l o s s i n g komen. 

S N N 

B i j v o o r b e e l d : 

t i j d i n minuten 0 15 30 45 40 35 

a f s t a n d e e r s t e t r e i n 0 30 60 90 80 70 

a f s t a n d tweede t r e i n 0 0 50 100 . 3 i 66 
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De o p l o s s e r kan een a a n t a l g e t a l l e n v o o r b e e l d e n d o o r r e k e n e n , een g r a ­
f i s c h e v o c s t e l l i n g maken en v e r v o l g e n s u i t de g r a f i e k h e t numerieke 
antwoord a f l e i d e n . 

S N G N 

De o p l o s s e r kan ook b i j de gegeven s i t u a t i e een a n a l y t i s c h e r e p r e s e n ­
t a t i e (een v e r g e l i j k i n g , een f u n c t i e v o o r s c h r i f t , een f o r m u l e ) maken, 
waarmee de numerieke o p l o s s i n g wordt b e p a a l d . 

S A N 

E e r s t e t r e i n : S=120t, t i n u r e n , S i n km. 
Tweede t r e i n : 5 = 2 0 0 ( t - l / 4 ) , t i n u r e n , S i n km. 
De tweede t r e i n h a a l t de e e r s t e i n a l s 1 2 0 t = 2 0 0 ( t - 1 / 4 ) . 
Dat i s op t i j d s t i p t = 5/8 en na 120.5/8 = 75 km. 

V i e r A - l e e r l i h q e n 
W i j v o l g e n nu de o n t w i k k e l i n g van v i e r l e e r l i n g e n met een A-pakket 
( a l l e e n wiskunde a l s e x a c t e vak) i n 4-vwo t i j d e n s de c u r s u s '83-'84. 
Het z i j n S o n j a , M i e k e , Herman en Wim. De e e r s t e d r i e z i j n met een 
onvoldoende voor wiskunde overgegaan naar 4-vwo, Wim had een e i n d c i j ­
f e r 7 i n 3-vwo. In k l a s 3 hebben z i j i n h e t kader van de keuzebege­
l e i d i n g e v e n a l s hun k l a s g e n o t e n een v r a g e n l i j s t van h e t C.I.T.0. 
i n g e v u l d o v e r hun h o u d i n g t . o . v . h e t w i s k u n d e - o n d e r w i j s . (Kremers, 
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1980, 1981). M i eke s c o o r d e e x t r e e m n e g a t i e f op de s c h a a l " P l e z i e r i n 
w i s k u n d e ( l e s s e n ) " . Ook S o n j a s c o o r d e n e g a t i e f V e r g e l e k e n met de g r o t e 
middenmoot. Het was haar m i n s t g e l i e f d e vak. S o n j a , Mieke en Herman 
b e n a d r u k t e n a l l e d r i e de m o e i l i j k h e i d van en de a n g s t voor het vak 
s t e r k e r dan de g r o t e groep van l e e r l i n g e n . A l l e e n Herman vond het vak 
wiskunde r e d e l i j k r e l e v a n t , de b e i d e m e i s j e s en Wim zagen het a n d e r s . 
T.a.v. de s c h a l e n " P l e z i e r " en " A n g s t " was Wim een middenmoter. 
Tesamen z i j n z i j r e d e l i j k r e p r e s e n t a t i e f voor de v e r s c h e i d e n h e i d Van 
de l e e r l i n g e n , d i e met een A-pakket i n 4-vwo het vak wiskunde v o l g e n . 
U i t de v i e r p r o j e c t k l a s s e n i n de c u r s u s '83-'84 z i j n zo nog wel t i e n 
andere v i e r t a l l e n t e l i c h t e n , w a a r i n s o o r t g e l i j k e o p l o s s i n g s p r o c e s s e n 
en o n t w i k k e l i n g e n z i j n op t e merken. 

De e l e c t r i c i t e i t s r e k e n i n q 
Hoewel de e e r s t e g r a a d s f u n c t i e s i n k l a s 2- en 3-vwo u i t g e b r e i d aan de 
orde komen, b l e e k i n h e t e e r s t e p r o j e c t j a a r ('82-'83) de a a n s l u i t i n g 
naar f o r m u l e s en ( e e r s t e g r a a d s ) f u n c t i e s d i e een r e a l i s t i s c h e s i t u a t i e 
b e s c h r i j v e n , b i j z o n d e r moeizaam t e v e r l o p e n . Daarom werd l e s m a t e r i a a l 
ontworpen, w a a r i n h e t f u n c t i e b e g r i p en de i n t e r p r e t a t i e van a n a l y ­
t i s c h e m o d e l l e n ( f o r m u l e s , f u n c t i e v o o r s c h r i f t e n ) met o.a. v a s t e k o s t e n 
en v a r i a b e l e k o s t e n e x p l i c i e t aan de orde kwamen. In h e t e e r s t e ( d i a g ­
n o s t i s c h e ) t o e t s j e o v e r e e r s t e g r a a d s f u n c t i e s werd o n d e r z o c h t i n hoe­
v e r r e de w i s k u n d i g e ( a n a l y t i s c h e ) t e c h n i e k e n (bekend u i t de onderbouw 
en opnieuw o p g e f r i s t ) ook f u n c t i o n e e r d e n b i j S-opgaven. 

Vraag 3 t o e t s t de t e c h n i e k van h e t o p s t e l l e n van een f u n c t i e v o o r ­
s c h r i f t van een e e r s t e g r a a d s f u n c t i e a l s de coördinaten van twee 
punten van een l i j n g r a f i e k z i j n gegeven. D i e s t a p 

g i n g b i j a l l e v i e r l e e r l i n g e n f e i l l o o s . 

D e z e l f d e t e c h n i e k kan b i j de v i e r d e v r a a g worden g e v o l g d : 
B i j een v e r b r u i k van 4974 kWh voor h e t j a a r 1982 bedroeg m i j n 
e l e c t r i c i t e i t s r e k e n i n g f 1275,53. M i j n buurman b e t a a l d e b i j een 
v e r b r u i k van 3360 kWh het b e d r a g van f 875,60. 
Wat z i j n v oor dat j a a r h e t v a s t r e c h t en de p r i j s per kWh? Welk 
f u n c t i e v o o r s c h r i f t h e e f t h e t e l e c t r i c i t e i t s b e d r i j f g e b r u i k t ? 

In de l e e r l i n g e n t e k s t z i j n d i t t y p e k o s t e n b e r e k e n i n g e n (een v a s t 
b edrag en een l i n e a i r v a r i a b e l d e e l ) b e s p r o k e n . De i n t e r p r e t a t i e van 
f o r m u l e s i n termen van de s i t u a t i e ( v r a a g 1) en h e t o p s t e l l e n van het 
f u n c t i e v o o r s c h r i f t a l s de v a s t e k o s t e n en de v a r i a b e l e k o s t e n per 
e e n h e i d z i j n gegeven ( v r a a g 2 ) , worden goed b e h e e r s t . Maar deze v i e r d e 
opgave b l i j k t v oor v e e l l e e r l i n g e n een p r o b l e e m t e z i j n . Er i s een 
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p r o b l e e m t r a n s f o r m a t i e n o d i g om u i t de gegevens naar de s t r u c t u u r van 
v a s t e en v a s t e k o s t e n t e komen. Of een h e r k e n n i n g van de overeenkomst 
met v r a a g 3, n a m e l i j k d a t e r gewoon twee g e t a l l e n p a r e n z i j n gegeven. 

Wim h e r k e n t d i e a n a l o g i e : S N A S 
H i j l i c h t de twee g e t a l l e n p a r e n e r u i t , p a s t de t e c h n i e k u i t opgave 3 
toe om de f o r m u l e op t e s t e l l e n en i n t e r p r e t e e r t d i e f o r m u l e i n termen 
van de s i t u a t i e . 

Mieke en' Herman d e l e n r e c h t s t r e e k s de twee bedragen door h e t a a n t a l 
kWh en weten n i e t wat ze met hun u i t k o m s t e n moeten doen. S o n j a b e r e ­
kent wel dé v e r s c h i l l e n i n kWh en g l d . maar komt n i e t v e r d e r . De 
aanpak van Wim komt v e e l voor b i j l e e r l i n g e n met een B-pakket. De 
meeste l e e r l i n g e n met een A-pakket komen n i e t v e r d e r dan M i e k e , Herman 
en S o n j a . 

De c o n c l u s i e i s w e l d u i d e l i j k . B e h e e r s i n g van de a f z o n d e r l i j k e s t a p p e n 
N A, A S ( g e t o e t s t i n de v r a g e n 1 en 3) i s n i e t voldoende voor 
het kunnen aanpakken van een probleem waarvan de o n d e r l i g g e n d e s t r u c ­
t u u r e e r s t moet worden her k e n d . In h e t a a n s l u i t e n d e o n d e r w i j s i s 
v o o r a l b e n a d r u k t dat de o p l o s s i n g s w e g van Wim en van de meeste B-
l e e r l i n g e n n i e t de e n i g e m o g e l i j k h e i d i s om zo'n probleem aan te 
pakken. Ook de o p l o s s i n g s w e g e n : 

S S N , S N G N 

worden a a n b e v o l e n . 

Het e e r s t e p r o e f w e r k 
Het p r o e f w e r k o v e r e e r s t e g r a a d s f u n c t i e s , e n k e l e weken l a t e r , wordt 
goed gemaakt. I n t e r e s s a n t i s nu hoe onze v i e r l e e r l i n g e n de opgaven 
hebben u i t g e w e r k t . De e e r s t e opgave gaat o v e r de k o s t e n v e r g e l i j k i n g 
van een auto B met een b e n z i n e m o t o r en een a u t o D met een d i e s e l m o t o r , 
a l s de v a s t e k o s t e n en de v a r i a b e l e k o s t e n p e r k i l o m e t e r z i j n gegeven. 
De v i e r d e en l a a t s t e opgave gaat o v e r de k o s t e n van een r e p a r a t i e , te 
s p l i t s e n i n v o o r r i j k o s t e n en u u r l o o n . Twee e i n d b e d r a g e n en de r e p a r a ­
t i e t i j d e n z i j n gegeven. 

Wim gaat b i j de a u t o k o s t e n r e c h t s t r e e k s o v e r op de a n a l y t i s c h e 
r e p r e s e n t a t i e en p a k t daarmee de v r a a g aan o v e r het a a n t a l k i l o m e t e r s , 
w a a r b i j de t o t a l e k o s t e n g e l i j k z i j n . H i j g e b r u i k t z i j n f u n c t i e v o o r ­
s c h r i f t e n eveneens voor h e t o p s t e l l e n van een t a b e l , waarna h i j de 
(gevraagde) g r a f i e k e n t e k e n t . Zowel met een ( a n a l y t i s c h e ) o n g e l i j k h e i d 
a l s met de g r a f i e k e n beantwoordt h i j de v r a a g b i j welk a a n t a l k i l o ­
meters de a u t o D v o o r d e l i g e r i s dan auto B. Ook b i j de r e p a r a t i e k o s t e n 
v e r t a a l t Wim de opgave ,.odf een a n a l y t i s c h e r e p r e s e n t a t i e ( z o a l s b i j 
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de e l e c t r i c i t e i t s r e k e n i n g ) en beantwoordt v e r v o l g e n s de v r a g e n . Wim 
p r e f e r e e r t de aanpak 5 A en kan e r goed mee u i t de v o e t e n . B i j d i t 
type opgaven. 

S o n j a werkt b i j de a u t o k o s t e n ook met de f o r m u l e s , maar g e b r u i k t de 
g r a f i e k voor h e t v e r g e l i j k e n van de k o s t e n . Aan de l a a t s t e opgave i s 
ze n i e t toegekomen. 

Mieke werkt b i j de a u t o k o s t e n , eveneens met v e r g e l i j k i n g e n en b e r e ­
k e n t zo voor welk a a n t a l v e r r e d e n k i l o m e t e r s de k o s t e n g e l i j k z i j n . Ze 
v e r l i e s t evenwel de s i t u a t i e u i t h e t oog, a l s ze g r a f i e k e n gaat t e k e ­
nen. Ze werkt n.1. met 0,1,2,3 km per j a a r en ha a k t v e r v o l g e n s a f . B i j 
de r e p a r a t i e k o s t e n komt ze e r wel l a n g s de a n a l y t i s c h e weg u i t . 

Herman h e e f t u i t h e t v o o r a f g a a n d o n d e r w i j s begrepen d a t het n i e t 
b e s l i s t h o e f t met f o r m u l e s en l e t t e r v a r i a b e l e n . (Voor hem en voor de 
meeste l e e r l i n g e n was a l l e e n dat werken met x, a, y, b enz. w i s k u n d e ) . 
B i j de e e r s t e opgave merkt h i j op d a t de k o s t e n per k i l o m e t e r f 0,20 
v e r s c h i l l e n en de v a s t e k o s t e n f 1 0 0 0 , — . Na 5000 km i s d a t v e r s c h i l 
i n g e h a a l d . B i j meer dan 5000 km i s au t o D dus v o o r d e l i g e r . B i j de 
r e p a r a t i e k o s t e n d e e l t h i j h e t v e r s c h i l van de t o t a l e g e l d b e d r a g e n door 
het v e r s c h i l i n r e p a r a t i e t i j d e n om h e t u u r l o o n t e b e p a l e n . A n a l y t i s c h e 
r e p r e s e n t a t i e s gaat h i j u i t de weg. Z i j n aanpak i s t e k a r a k t e r i s e r e n 
door S S N. 

De maximale o p p e r v l a k t e 
Na de i n l e i d i n g i n de d i f f e r e n t i a a l r e k e n i n g v o l g e n de t o e p a s s i n g e n op 
maximum/minimum-problemen. Een p r o e f w e r k h a l f december b e v a t de v o l ­
gende " k r a k e r " : 

Van een r e c h t h o e k ABCD i s de z i j d e AB = 10 en de z i j d e AD = 6. Op 
AB l i g t het punt P, op BC l i g t h e t punt Q, op CD l i g t h e t punt R 
en op DA l i g t h e t punt S zo dat AP = CQ = CR = AS. 
Hoe l a n g i s AP a l s de o p p e r v l a k t e van de v i e r h o e k PQRS maximaal 
i s ? 
Wat i s d i e maximale o p p e r v l a k t e ? 

Wim en S o n j a s t e l l e n AP = x en d r u k k e n de o p p e r v l a k t e van PQRS u i t i n 
x. Waarna z i j h e t maximum van de o p p e r v l a k t e f u n c t i e b e p a l e n . 

S A N S 

So n j a s c h r i j f t a c h t e r a f : " D i t w i s t i k w e l . Gewoon door l o g i s c h den­
ken. T e r w i j l i k d a t b i j andere sommen n i e t kan. H a r d s t i k k e goed van 
m i j ! " 

Herman kan e r kop noch s t a a r t aan v i n d e n . "Naar m i j n n e i n g kon j e 
b i j v o o r b e e l d de a f s t a n d van A naar P n i e t t e k e n e n , omdat j e n i e t w i s t 
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o f h i j daar' w e l l a g . H i j kan v e r en d i c h t b i j l i g g e n . Ik heb hem daarom 
n i e t g e t e k e n d " . 

Mieke i s somber gestemd. " D i r e c t i n h e t b e g i n a l w i s t i k wat i k moest 
doen. Ik heb d i e sommen nog n o o i t g e s n a p t . Een v o l g e n d e keer zou i k 
v a s t n o g : n i e t weten, wat i k moest doen". 

De e e r s t e opgave v r o e g o.a. naar de u i t e r s t e waarden van de f u n c t i e f 
met f ( x ) = l / 4 x - 5/2x 2 + 9/4. Mieke werkt dat f e i l l o o s u i t e v e n a l s 
Wim. S o n j a en Herman v e r d w a l e n i n het t e c h n i s c h e rekenwerk. 

Voor g r o t e groepen l e e r l i n g e n b l i j k e n d i t t y p e t o e p a s s i n g e n nog moei­
l i j k . Met name de e e r s t e s t a p , de vértaling van een s i t u a t i e naar een 
a n a l y t i s c h e r e p r e s e n t a t i e . Een probleemaanpak wordt b e s p r o k e n en op 
p a p i e r v a s t g e l e g d . 

Het b i o s c o o p b e z o e k 
Het volgende p r o e f w e r k b e s t a a t u i t twee t o e p a s s i n g e n . 
De e e r s t e opgave i s : 

De b i o s c o o p e i g e n a a r i n Adorp z i e t de b e z o e k e r s a a n t a l l e n de 
l a a t s t e j a r e n d a l e n . Op h e t o g e n b l i k komen e r b i j een 
t o e g a n g s p r i j s van f 1 2 , — ongeveer 170 b e z o e k e r s . U i t de gegevens 
van c o n c u r r e r e n d e b i o s c o p e n meent h i j t e kunnen opmaken dat b i j 
een l a g e r e t o e g a n g s p r i j s h e t a a n t a l b e z o e k e r s z a l toenemen. 

Neem aan d a t b i j i e d e r e g u l d e n p r i j s v e r l a g i n g h e t b e z o e k e r s a a n t a l 
met 30 z a l toenemen. 

a. Onderzoek o f de i n k o m s t e n toenemen a l s de p r i j s een g u l d e n 
l a g e r wordt 

b. S t e l d a t de p r i j s met x g u l d e n d a l t . Druk het b e z o e k e r s a a n t a l 
u i t i n x. 

c. S c h r i j f ook de o p b r e n g s t R (de t o t a l e i n k omsten) a l s f u n c t i e 
van x. 

d. Bereken de p r i j s , w a a r b i j de o p b r e n g s t R maximaal i s ( a f g e r o n d 
op k w a r t j e s ) . 

Wim noemt n i e t de p r i j s v e r l a g i n g x, maar de p r i j s z e l f . Het b e z o e k e r s ­
a a n t a l wordt dan 170 + (12 - x).30 = 530 - 30x en de o p b r e n g s t R(x) = 
-30x 2 + 530x. 

S A N S 

Met nieuw z e l f v e r t r o u w e n gaat ook S o n j a haar e i g e n weg. Z i j b e r e k e n t 
twee g e t a l l e n p a r e n (12, 170) en ( 1 1 , 200) van de f u n c t i e , d i e het 



Een probleemaanpak. 

ORIËNTEREN. 

W i . r ben ik? 

Waar naar (oe? 

Zonder t e k e n i n g b e g i n i k n i e t s . Een r e c h t h o e k ABCD met AB 
Punt P op AB. Punt Q op BC. Hoe? 
Oe l e n g t e van AP i s d i e v a n CQ. 
En nu punt R en dan punt S. 
Nog eens goed l e z e n of h e t k l o p t , 
want a l s de t e k e n i n g n i e t d e u g t , 
dan g a a t de h e l e opgave de m i s t i n . 
Wat i s d i e PQRS v o o r een f i g u u r ? 
Geen r e r A t h o e k De o p p e r v l a k t e 
i s n i e t met l e n g t e k e e r b r e e d t e u i t 
Ce r e k e n e n . 

TERRE1NVERKENNEN. 
Hec z a l wel weer met x en 0 ( x ) moeten, maar d a t i s me v o o r l o p i g nog ce 
i n g e w i k k e l d . E e r s t maar eens een g e t a l l e n v o o r b e e l d d o o r r e k e n e n . 
B.v. AP » 2 , dan i s PB = 8 en AS • CQ = CR - 2. BQ » 4 « SD en RD - 8. Waar moet 
i k ook a l weer naar t o e ? De o p p e r v l a k t e v a n PQRS w o r d t g e v r a a g d . Even de 
g e t a l l e n i n de f i g u u r e r b i j z e t t e n . Wat weet i k nu v a n de o p p e r v l a k t e n 
van de d r i e h o e k j e s ? D i e kan i k b e r e k e n e n , want h e t z i j n h a l v e r e c h t h o e k e n 
De c o c a l e o p p e r v l a k t e i s ook t e b e r e k e n e n . Dat w o r d t : 

SRD =• j .8.4 - 16. opp. A P S - o p p . C R Q » j . 2 . 2 . = 4 e n o p p . PBq - opp 
Nu i s de o p p e r v l a k t e van PQRS n a t u u r l i j k g e l i j k aan de o p p e r v l a k t e van 
ABCD v e r m i n d e r d met de o p p e r v l a k t e v a n d i e d r i e h o e k j e s . Dus: V* 7 

opp. PQRS = 6.10-2-2-16-16 « 2 4 . 

EEN PLAN MAKEN. 
Hec i d e e v o o r de o p l o s s i n g b i j een gegeven l e n g t e v a n AF i s nu w e l d u i d e ­
l i j k . Nog een g e c a l l e n v o o r b e e l d d o o r r e k e n e n ? Nee, i k denk d a t i k h e t nu 
wel r e c h t s t r e e k s met AP • x kan p r o b e r e n . Dat g e e f t dan een f u n c c i e v o o r -
s c h r i f c v o o r de o p p e r v l a k t e . Waarna i k h e t maximum ka n b e r e k e n . 

meer voorbeelden 



AAN OE SLAG. 

ALGEMEEN 

Neem AP = x. Even k i j k e n n a a r hec g e t a l l e n v o o r b e e l d 
A P » 2 en PB» 8, dac i s v i e r maal zo g r o o c . 
Dus P B - 4 x . K l o p t d a t w e l ? Samen z i j n AP 
en PB 10 Dan i s 5x - 10 en x i s 
a l t i j d 2 ..... Hoe kwam i k ook a l weer 
aan d i e PB • 8? Dat was 1 0 - 2 , n a t u u r l i j k 
PB= 1 0 - x ! 
Ook de an d e r e l e n g t e n i n de f i g u u r e r b i j 
s c h r i j v e n . Wat i s h e t p l a n ook a l weer? 
Opp. APS - i x 1 en opp. QCR - i x ' . Samen 
hebban ze opp.x'. Opp. PBQ • \ ( 1 0 - x ) ( 6 - x ) = 
= opp.SRD, samen ( 1 0 - x ) ( 6 - x ) . En opp.PQRS= 
= 6 0 - x ' - ( 1 0 - x ) ( 6 - x ) - 6O-x J-6O-10x-6x-x» -
- - 2 x J - 1 6 x . Dus 0 ( x ) «-2x J-16x. 
Nog even c o n t r o l e r e n , want j e v e r g i s t j e 
zo g e m a k k e l i j k met a l d i e m i n - t e k e n s . A l s 
AP = x « 2 moec e r 24 u i t k o m e n . 
0( 2 ) «-8-32 - - 4 0 . Het k l o p t n i e t ! Even 
n a r e k e n e n 
Oh j a , met d i e h a a k j e s g a a t h e t m i s . 
0 ( x ) »60-x=-(60-IOx-6x+x') -
= 6 0 - x 1 - 6 0 * 1 6 x - x 2 " - 2 x l + 16x. C o n t r o l e r e n 
g e e f t 0 ( 2 ) » -8 + 32 =• 24, h e t k l o p t . 
Wat i s e r ook a l weer gevraagd? Oh j a , 
v o o r w e l k e x i s 0 ( x ) m a x i m a a l ? Dat kan 
mee hec tekenschema van de a f g e l e i d e . Maar 0 ( x ) i s een e e n v o u d i g e cwecdegra.ids 
f u n c t i e , w aarvan de t o p v a n de g r a f i e k s n e l kan worden b e r e k e n d . Een p l a a t j e : 
0 ( x ) »-2x' • 16x • - 2 x ( x - 8 ) . N u l p u n t e n v o o r x « 0 en x - 8, de top 
l i g t dan b i j x = 4. Zo k l a a r 

TERUGBLIK. 
De v r a a g beantwoord? Nee, de maximale o p p e r v l a k t e nog. D i e i s 0 ( 4 ) - 3 2 . En i n 
het v e r v o l g n i e t v e r g e t e n de v e r s c h i l l e n d e s t a p p e n goed t e c o n t r o l e r e n i 
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b e z o e k e r s a a n t a l v a s t l e g t , u i t g e d r u k t i n de p r i j s . Daarna p a s t z i j de 
a n a l y t i s c h e t e c h n i e k t o e voor h e t o p s t e l l e n van de e e r s t e g r a a d s 
f u n c t i e . Dat l e v e r t haar u i t e i n d e l i j k eveneens R ( x ) = -30x 2 + 530x. 

S N A N 5 

Herman v e r w o o r d t e e r s t de s i t u a t i e : " A l s de p r i j s met x g u l d e n d a a l t , 
dan s t i j g t het b e z o e k e r s a a n t a l met 30x. Voor de o p b r e n g s t f u n c t i e komt 
h i j t o t 

R = 12 - x = 170 + 30x 

H i j v e r t r o u w t h e t n i e t en h e r i n n e r t z i c h de probleemaanpak. E e r s t maar 
eens een t a b e l l e t j e . 

t o e g a n g s p r i j s b e z o e k e r s a a n t a l i n k o m s t e n 
f 1 2 , — 170 f 2040,-
f 1 1 , - 200 f 2200,-
f 1 0 , — 230 f 2300,-
f 9 , - 260 f 2340,-
f 8 , - 290 f 2320,-
f 7 , ~ 320 f 2240,-
f 6 , - 350 f 2100,-
f 5 , - 380 f 1900,-

Dan o p s c h r i j v e n wat e r g e b e u r t : 

o p b r e n g s t = p r i j s maal b e z o e k e r s a a n t a l 
R(x) = (12 - x ) . ( 1 7 0 + 30x) 

( c ) S N S A N S 

Mieke komt t o t een p r i j s (12 - x) en een a a n t a l b e z o e k e r s (170 + 3 0 x ) . 
Ook z i j maakt net zo'n t a b e l a l s Herman, maar b i j haar f u n c t i o n e e r t 
d i e n i e t a l s h u l p b i j h e t o p s t e l l e n van R ( x ) . Z i j b l i j f t s t e k e n i n : • 

R - 12 - x = 170 + 30x 

Nog eens de v i e r l e e r l i n g e n 
Wim i s met r e d e l i j k goede r e s u l t a t e n voor h e t vak wiskunde i n 4-vwo 
b i n n e n gekomen. Zowel met de w i s k u n d i g e methoden, a l s met de t o e p a s ­
s i n g e n kan h i j goed u i t de v o e t e n . Z i j n aanpak b i j t o e p a s s i n g e n v e r ­
t o o n t v e e l overeenkomsten met d i e van de groep B - l e e r l i n g e n . S n e l een 
v a r i a b e l e i n v o e r e n , een f o r m u l e o f een f u n c t i e v o o r s c h r i f t o p s t e l l e n en 
dan een a n a l y t i s c h e methode e r op l o s l a t e n . 
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S A 

So n j a o n t d e k t na e n i g e maanden, dat z i j met l o g i s c h denken - z o a l s z i j 
dat z e l f o m s c h r i j f t - een h e e l e i n d komt. Met de goede r e s u l t a t e n 
s t i j g e n ook h e t p l e z i e r en h e t z e l f v e r t r o u w e n . 

Herman b l i j f t z i c h nog vaak v e r s l i k k e n i n h e t t e c h n i s c h e rekenwerk. 
Maar b i j problemen, d i e h i j z i c h kan " v o o r s t e l l e n " houdt h i j de goede 
k o e r s . Verwoorden van de h a n d e l i n g e n b i j hét u i t w e r k e n van een v o o r ­
b e e l d eh h e t maken van t a b e l l e n h e l p e n hem daar b i j . A l s h i j h e t 
zonder "wiskunde" a f kan (z o n d e r a n a l y t i s c h e u i t d r u k k i n g e n ) , dan z a l 
h i j h e t n i e t l a t e n . 

,N A N 
S 
" - S N S 

Mieke m e m o r i s e e r t u i t s t e k e n d e de a l g o r i t m i s c h e t e c h n i e k e n en v o e r t ze 
z o r g v u l d i g u i t . B i j een k l e i n e v a r i a t i e i n de v r a a g s t e l l i n g t a s t ze i n 
het d u i s t e r . Omdat t o e p a s s i n g e n o p p e r v l a k k i g beschouwd a l l e m a a l van 
e l k a a r v e r s c h i l l e n kan ze de w i s k u n d i g e e s s e n t i e e r n i e t u i t h a l e n . 
D i e problemen b l i j v e n voor haar m o e i l i j k . Z i j p r o b e e r t z i c h s t e e d s t e 
h e r i n n e r e n hoe een opgave moet worden aangepakt. En d a t werkt b i j 
t o e p a s s i n g e n n i e t zo b e s t . 
B i j de r e v i s i e van d i t a r t i k e l (zomer 1985) i s i n t u s s e n bekend hoe het 
deze l e e r l i n g e n i n k l a s 5-vwo b i j h e t vak wiskunde-A i s ve r g a a n . Wim 
en S o n j a doen h e t u i t s t e k e n d en h a a l d e n hoge c i j f e r s v oor wiskunde-A. 
De t e c h n i e k e n b l i j v e n Herman o p b r e k e n , z o d a t z i j n r a p p o r t c i j f e r s rond 
de g r e n s o n v o l d o e n d e - v o l d o e n d e zweven. Mieke s c o o r t op de t e c h n i s c h e 
p r o e f w e r k e n nog s t e e d s r e d e l i j k . Maar r e d t h e t daarmee n i e t . Ook b i j 
de zaakvakken b l i j k t h e t memoriseren n i e t meer v o l d o e n d e . 

C o n c l u s i e 
Het g e b r u i k e n en t o e p a s s e n van wiskunde i n " r e a l i s t i s c h e ' p r o b l e e m s i ­
t u a t i e s , doet' een beroep op de v a a r d i g h e i d f l e x i b e l t e kunnen 
s w i t c h e n van de ene p r o b l e e m p r e s e n t a t i e naar de andere. Een v a a r d i g ­
h e i d , d i e i n k l a s 4-vwo nog h e l e m a a l moet worden o n t w i k k e l d , omdat i n 
het g e b r u i k e l i j k e w i s k u n d e - o n d e r w i j s nagenoeg u i t s l u i t e n d de overgang 
van de a n a l y t i s c h e r e p r e s e n t a t i e naar de numerieke o f g r a f i s c h e aan 
bod komt. B i j de b e s p r o k e n k l a s s e van problemen gaat het om probleem-
t r a n s f o r m a t i e s v a n u i t een s i t u a t i e b e s c h r i j v i n g naar een a n a l y t i s c h e 
r e p r e s e n t a t i e (een v e r g e l i j k i n g , een f o r m u l e , een f u n c t i e v o o r s c h r i f t ) , 
waarop a n a l y t i s c h e methoden ( a l g o r i t m i s c h e p r o c e d u r e s ) kunnen worden 
t o e g e p a s t , d i e t o t een o p l o s s i n g l e i d e n . 
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Sommige l e e r l i n g e n ( z o a l s Wim en v e e l B - l e e r l i n g e n ) s l a g e n e r b i n n e n 
e n k e l e weken i n om d i e p r o b l e e m t r a n s f o r m a t i e r e c h t s t r e e k s en s n e l u i t 
t e v o e r e n . Met name de l e e r l i n g e n , d i e i n de onderbouw a l v e e l moei­
l i j k h e d e n ondervonden i n het gangbare w i s k u n d e - o n d e r w i j s ( z o a l s S o n j a , 
Mieke en Herman), s l a a n h e l e m a a l d i c h t . Z i j weten n i e t hoe ze moeten 
b e g i n n e n . Een bekende e r v a r i n g b i j b.v. i n g e k l e d e v e r g e l i j k i n g e n . 
U i t l e g h e l p t hen n i e t . Het i n v o e r e n van een ( l e t t e r ) v a r i a b e l e h e e f t 
voor hen geen b e t e k e n i s . De b l o k k a d e i s v o l l e d i g . 

Het a a n r e i k e n en s t i m u l e r e n van een h e u r i s t i s c h g e b r u i k van andere 
p r o b l e e m r e p r e s e n t a t i e s b l e e k v e e l van d i e l e e r l i n g e n t e h e l p e n . " E e r s t 
maar eens een t a b e l maken". " E e r s t maar eens o p s c h r i j v e n wat e r p r e ­
c i e s aan de hand i s . " " E e r s t maar eens een v o o r b e e l d d o o r r e k e n e n . " 
"Even t e k e n e n . " De b l o k k a d e v e r v a l t , de m o t i v a t i e neemt t o e . D a n k z i j 
de "omwegen" van de numerieke en g r a f i s c h e r e p r e s e n t a t i e s o n t w i k k e l e n 
z i j hun v o o r s t e l l i n g van de s i t u a t i e . Wat hen ook i n s t a a t s t e l t een 
adequate a n a l y t i s c h e r e p r e s e n t a t i e van de p r o b l e e m s i t u a t i e t e maken. 
De v r a a g "Mag d i t ook i n w i s k u n d e ? " w i j k t voor h e t g e v o e l "Zo kan i k 
h e t ook." 
De v e r s c h i l l e n t u s s e n de l e e r l i n g e n b l i j v e n n a t u u r l i j k . U i t de l i t e r a ­
t u u r ( K r u t e t s k i i , 1976) i s v o l d o e n d e bekend da t de mensen v e r s c h i l l e n 
i n hun bekwaamheid om v i s u e l e , numerieke o f a n a l y t i s c h e methoden t o e 
t e p a s s e n . 

De a t t i t u d e t . o . v . h e t l e r e n (van w i s k u n d e ) en het o p l o s s e n van p r o ­
blemen b l o k k e e r t l e e r l i n g e n , z o a l s M i e k e , i n hun o n t w i k k e l i n g . L e r e n , 
da t i s memoriseren hoe i e t s moet. Je moet z i e n , hoe een probleem moet 
worden aangepakt. A l s j e h e t n i e t z i e t , a l s j e j e n i e t h e r i n n e r t hoe 
h e t moet, dan ben j e weg. D i e ideeën van l e e r l i n g e n o v e r l e r e n b l i j k e n 
soms m o e i l i j k beïnvloedbaar. 

Het o n d e r w i j s k u n d i g b e l a n g 
In het w i s k u n d e - o n d e r w i j s komt s t e e d s meer aandacht voor het t o e p a s s e n 
van w i s k u n d e . Met name de v e r t a l i n g van een r e a l i s t i s c h e s i t u a t i e naar 
een w i s k u n d i g model s t a a t c e n t r a a l i n d i e " t o e p a s s i n g s g e r i c h t e " 
w i s k u n d e . B i j de b e s p r o k e n k l a s s e n van problemen i s d a t een a n a l y t i s c h 
model. In het g e h e l e v o o r t g e z e t o n d e r w i j s haken v e e l l e e r l i n g e n a f op 
d i e a n a l y t i s c h e r e p r e s e n t a t i e s , kenmerkend voor een b e l a n g r i j k e w i s ­
k u n d ige aanpak. 
Het u i t e e n r a f e l e n van de o p l o s s i n g s w e g e n van l e e r l i n g e n i n de v e r ­
s c h i l l e n d e v e r t a l i n g e n van de ene p r o b l e e m r e p r e s e n t a t i e s naar de 
andere maakt d u i d e l i j k waar p r e c i e s de m o e i l i j k h e i d z i t . ( H i e r b i j de 
s t a p van S naar A ). Het o n d e r w i j z e n van h e u r i s t i s c h e probleem-
t r a n s f o r m a t i e s i n de vorm van "omwegen". 

S N A , S N G A , S S A , 
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l i j k t meer l e e r l i n g e n de weg naar het z e l f o p s t e l l e n van een w i s k u n d i g 
( a n a l y t i s c h ) model t e openen. 
In de d e f i n i t i e v e l e e r l i n g e n t e k s t van het p r o j e c t wordt de genoemde 
probleemaanpak i n g e b e d i n de t o t a l e b e g r i p s v o r m i n g . F u n c t i e en a f g e ­
l e i d e f u n c t i e s worden g e r e p r e s e n t e e r d door v e r b a l e s i t u a t i e b e s c h r i j ­
v i n g e n , v i s u e l e ( g r a f i s c h e ) r e p r e s e n t a t i e s , t a b e l l e n en a n a l y t i s c h e 
v o o r s c h r i f t e n . De l e e r l i n g e n kunnen e r v a r e n d a t z i j b i j de aanpak en 
problemen dan weer de ene dan weer de andere r e p r e s e n t a t i e kunnen 
g e b r u i k e n . T e r w i j l z i j g e r e g e l d kunnen k i e z e n u i t v e r s c h i l l e n d e moge­
l i j k h e d e n . (Deze l e e r l i n g e n t e k s t i s t e r u g t e v i n d e n i n het boek voor 
k l a s 4-vwo van de nieuwe wiskundemethode Wiskunde L i j n , i n '85-'86 
v e r s c h e n e n ) . In de e x p e r i m e n t e l e f a s e van h e t p r o j e c t ('84-'85) worden 
de l e e r e f f e c t e n van de o n d e r w i j s c o n d i t i e met deze m e t h o d i s c h e benade­
r i n g ( h e t p r o j e c t m a t e r i a a l ) v e r g e l e k e n met andere o n d e r w i j s c o n d i t i e s . 
Onderzocht wordt o f de l e e r l i n g e n u i t de p r o j e c t c o n d i t i e meer s u c c e s 
boeken b i j t r a n s f e r o p g a v e n en o f d a t komt d o o r d a t d i e l e e r l i n g e n meer 
g e b r u i k maken van de i n d i t a r t i k e l b e s p r o k e n h e u r i s t i s c h e methoden. 

L i t e r a t u u r v e r w i j z i n g 
In de p u b l i c a t i e s u i t 1982 ( A . v . S t r e u n , 1982a, 1982b) wordt de r e l e ­
v a n t e o n d e i z o e k s l i t e r a t u u r b e s p r o k e n . De f o r m u l e r i n g van o p l o s s i n g s ­
wegen i n termen van r e p r c o < s n t a t i e i s o n t l e e n d aan he t r e c e n t e onder­
zoek i n de c o g n i t i e v e p s y c h o l o g i e . V e e l h e u r i s t i e k e n van P o l y a z i j n 
ook t e f o r m u l e r e n i n deze t e r m i n o l o g i e . 
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