Op de lerarenopleiding te Utrecht staat een cursus Probleemaanpak op het program-
ma. Jan Kes werd gegrepen door een combinatorisch probleem over verplaatsingen.

In deze bijdrage beschrijft hij zijn oplossing.

Combinatorisch vraagstuk

Een klas bestaat uit n rijen van twee tafels per rij en elke

plek is bezet. De leraar verzoekt elk van de leerlingen om
op een andere plaats te gaan zitten door zich één rij naar
voren of naar achteren te verplaatsen, of door op de

plaats naast de huidige plaats te gaan zitten. Op hoeveel
verschillende manieren kan dit?

Deze vraag kreeg ik als student van de lerarenopleiding
wiskunde eerstegraad in verband met de cursus ‘Pro-
bleemaanpak’ voorgeschoteld.

Dit vraagstuk is onder andere terug te vinden in het boek
In Pélya’s Footsteps, Miscellaneous Problems and Es-
saysvan Ross Honsberger (1997). Ik zal hieronder in het
kort de aanpak die in dit boek aan de orde komt, bespre-
ken (voor meer details verwijs ik naar het boek zelf) en

daarna mijn gevonden alternatief aandragen.

Oplossing gevonden in literatuur

Honsberger kiest voor een aanpak die hij ontleent aan een
publicatie van Robert E. Kennedy en Curtis Cooper van
de Cental Missouri State University, getitelariations

on a 5x 5 Seating Rearrangement Problem, Mathematics
in College(1993).

Eerst even een beschouwing vooraf: we kunnen de klas
met leerlingen met [breedtelengte] = [2x n] voorstel-

len als twee rijen met iedarroostercellen met dezelfde
afmetingen. Op elke cel ligt dan een ‘fiche’, waarbij elk

combinatiesT,, in vier deelverzamelingew,, B, C,en

D,.. Deze indeling vindt plaats op grond van de uiteinden
van het rooster en de indexduidt erop dat het om deel-
verzamelingen gaat behorend bij een verplaatsingsproces
in een rooster met lengte(zie figuur 2).
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fig. 2 Vier mogelijke uiteinden van het rooster

Noema,, het aantal verplaatsingscombinatieg\jp by, in
By, enzovoort en het totaal aantal verplaatsingscombina-
tiest,. Er geldt nu:

ty=a,+b,+c,+d,

fiche onderscheidbaar is van de anderen en de vraag is Hij leidt uit de definities van de deelverzamelingen een

dan natuurlijk: op hoeveel verschillende manieren kun je
alle fiches één plaats in een rij 6f in een kolom verplaat-
sen, hoeveel verschillende eindtoestanden zijn er moge-
lijk? (Zie figuur 1.)
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fig. 1 Alle mogelijke verplaatsingen van fiche a3

n

Honsberger gaat uit van een rooster met lemgge ver-
deelt de verzameling van alle mogelijke verplaatsings-
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recursie af voot,1.
Vervolgens is

t1=a1+b1+cl+d1=1+0+0+0=1
makkelijk na te gaan en hieruit berekent hij de eerste 6
waarden voot,;

tl: 1,t2= 4,t3 = 9,t4 = 25,t5 = 64,t6 = 169.
Hierin herkent hij de rij

12, 2, %, 5%, &, 1%, ...,
met andere woorden, de riﬁn{z} waarbij f,, hetn® getal uit
de rij van Fibonacci is (beginnend tij=1,f; = 1,f, = 2,
enzovoort). Dit doet vermoeden dat zal geldgr f,2.
Dat dit vermoeden juist is, bewijst hij door middel van
volledige inductie.
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Alternatieve oplossing

Denkend aan een rooster met fiches, kwam ik al snel op
het idee om het geheel te vergelijken met een ‘dambord’

met (onderscheidbare) damstenen. Men ziet al snel in dat
na een willekeurige verplaatsing van alle stenen, de ste-
nen die eerst op een zwart vakje stonden nu op een wit
vakje staan en andersom (zie figuur 3).
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fig. 3 ledere willekeurige verplaatsing heeft tot gevolg ZV

(enW- 2)

Vanaf nu gaan we alleen letten op de verplaatsingen van
‘zwart’ - ‘wit’. Als we kunnen ontdekken op hoeveel

Bekijk de volgende situatie (figuur 4).
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fig. 4 In het kader bevinden zich (n—k) witte en (n—Kk) zwarte
velden

Als we besluiten dat de verplaatsiatk) — a(k+1) (een
willekeurige verplaatsing in eetij) plaats moet vinden,
wat betekent dat dan voor de verplaatsing vabkit1)?

Het witte velda(k+1) is nu bezet, zodat er in het aange-
geven kader in figuur 4 nogi(- K — 1 beschikbare witte
velden overgebleven zijn. Maar er bevinden zich in het
aangegeven kader nog < K stenen op de zwarte velden
die nog verplaatst moeten worden! Eén van die stenen zal
dus nu een witte plaats buiten het kader moeten zoeken en
de enige steen waarvoor dat mogelijk is, is de steen op
b(k+1). De verplaatsinga(k) — a(k+1) impliceert dus

verschillende manieren alle (onderscheidbare) stenen van b(k+1) — b(k) (en andersom). Men kan nu zelf nagaan

een zwart veld naar een wit veld (het aantal verplaat-
singscombinaties ‘zwart> ‘wit’) kunnen verschuiven

als functie van de lengte van de mij)((stel dat dat ofs,
manieren kan) dan weten we ook dat dat het aantal ver-
schillende verplaatsingen ‘wit> ‘zwart’ is. Het totaal
aantal manierent,, wordt dans,?. De verplaatsingen
‘zwart’ - ‘wit’ en ‘wit’ - ‘zwart’ vinden namelijk on-
afhankelijk van elkaar plaats.

Het is duidelijk dat de verplaatsingen ‘zwart’ ‘wit’ niet
onafhankelijk van elkaar plaatsvinden. De verplaatsing
van bijvoorbeeld2 - al (zie figuur 3) impliceert auto-
matisch de verplaatsingl - b2 en andersom. (We be-
kijken immers alleen zwart. wit.) Na deze verplaatsin-
gen zijn de mogelijkheden voor de steertb8beperkt tot
b3 - a3 of b3 - b4, de mogelijkheid3 - b2 is al af-
gevallen, wanb? is al bezet door de steen afkomstig van
bl. Misschien lijkt dit aanvankelijk wat complex, maar
na enig onderzoek blijkt één inzicht van groot belang
voor de verdere oplossing van het probleem.

dat een verplaatsing in e&nlom(bijvoorbeeldad — b4)
wel de mogelijkheden van verplaatsing voor de ‘buren’
b3 enb5 beperkt, maar nog niet volledig vastlegt. Als we
een verplaatsingscombinatie ‘zwart’ ‘wit’ op het roos-
ter willen symboliseren door middel van pijltjes, dan zal
het rooster uiteindelijk opgebouwd zijn uit een eindig
aantal verschillende ‘bouwelementen’ (zie figuur 5).
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fig. 5 De vier verschillende ‘bouwelementen’
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Nu kunnen we het een en ander nog wel wat vereenvou-
digen, want of er sprake is van bouwelemamt B hangt

af van deplaatservan op het rooster en dat geldt ook voor
C enD. Eigenlijk zijn er maar twee bouwstenen die alle
mogelijke verplaatsingscombinaties ‘zwart’ ‘wit’ een-
duidig kunnen representeren (zie figuur 6).
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Voorbeeld n =8

van het rooster uit de elementen ‘P’ en ‘Q’.
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» Elke opbouw van het rooster uit elementen ‘P’ en ‘Q’ representeert eenduidig een mogelijke verplaatsingscombinatie.
» Ook geldt het omgekeerde: elke verplaatsingscombinatie laat zich op eenduidige manier representeren door ee

fig. 6 Opbouw van een rooster uit bouwelementen
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Vanwege de ‘bijectie’ tussen ‘verplaatsingscombinatie’ nagaan dat ook gelds; = 1 ens, = 2 en dat de rij §}

= ‘opbouw van het rooster uit bouwelementeren Q’ dus de rij van Fibonacci is, oftewg]| = f,,. Rekening hou-
kunnen we de vraag naar het aantal mogelijke verplaat- dend met het feit dat we dit antwoord moeten kwadrate-
singscombinaties als volgt herformuleren: op hoeveel renom ook de verplaatsingen ‘wit’zwart’ mee te reke-
manieren kan ik een rooster van lengi@pbouwen uit de nen, vinden we opnieuw, = fnz.
bouwelementenelement®&en Q? Dit is equivalent met

de vraag: op hoeveel verschillende manieren kan ik een Jan Kes is student aan de eerstegraads lerarenopleiding
rij van lengten opbouwen uit bouwelementéhenQ die wiskunde KEO/HVU).

een lengte hebben van respectievelijk 2 en 1?

Vanaf hier is het probleem eenvoudig op te lossen. Noem [ jteratuur
het aantal manieren waarop een rij met lengtel opge-

bouwd kan worden uit elementen met lengte 1 eg,3: Honsberger, Ross (1997 Pdlya’s Footsteps, Miscel-
Dan geldt dat een rij van lengtedf eindigt met een ele- laneous Problems and Essay¥ashington DC.: The
ment met lengte 1 6f eindigt met een element met lengte Mathematical Association of America (Inc.), 67- 72.
2. De eerste krijg je door aan de rij van lengte 1 een Kennedy, Robert E. & Curtis Cooper (199%ariations
element met lengte 1 toe te voegen en de tweede dooraan  on a 5x 5 Seating Rearrangement Problem, Mathe-
een rij met lengter — 2 een element met lengte 2 toe te matics in CollegeNew York: City University of New
voegen. Zo geldts, = S,.1 + Sy.o. We kunnen makkelijk York, 59-67.
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