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Voelt u ook wel eens iets van wanhoop wanneer u een
leerling probeert te helpen, terwijl deze absurde wegen
inslaat om uit een opgave te komen, of alleen maar met
berusting of wanhoop naar de opgave zit te staren?
Vaak lijken de wezenlijke problemen dan veel verder te-
rug te grijpen dan naar de actuele stof; het zit veel dieper.
Een belangrijke oorzaak is gebrek aan ‘symbol sense’:
zo’n leerling raakt geblokkeerd bij het zien van zo’n
vreemd rijtje symbolen of gaat met weinig of geen begrip
er maar wat mee goochelen.

Paul Drijvers heeft onderzoek gedaan op het terrein van
de fundamenten van het leren omgaan met algebra. Van-
uit theoretische overwegingen heeft hij experimentele
leerpakketten ontwikkeld, getest en geévalueerd.

De ideeén, uitwerkingen, ervaringen en conclusies be-
spreekt hij in bovengenoemd boek, waarop hij onlangs
gepromoveerd is.

Om een idee te geven van de problematiek zoals die door

de auteur van het boek wordt aangepakt, geef ik hier een

paar voorbeeldopgaven, aansluitend bij theorie en voor-

beelden uit het boek:

a. Voor welk getal geldt dat het tienvoud ervan honderd
meer is dan het drievoud ervan?

b. Los vopuit 10v =100 + 3v

c. Losvopuituv=1+ QGu+ 1)

De tweede vergelijking is slechts een algebraische for-
mulering van de eerste; de oplossing ervan kan sprekend
lijken op de natuurlijke en voor de hand liggende manier
waarop de eerste vergelijking zonder formele algebra kan
worden aangepakt.

De derde vergelijking is van hetzelfde elementaire type:

eerstegraads. Toch vinden leerlingen deze echt moeilij-
ker. Waarom?

Eerst moet het patroon worden herkend; daarbij spelen u
en 3u+1 de rol van gegeneraliseerde getallen. De para-
meter u moet hier dus niet als een plaatsvervanger voor
een getal worden gezien.

De expressie 3u+1 moet hier eveneens als zo’n object
worden gezien; dat is wezenlijk anders dan de manier
waarop leerlingen aanvankelijk expressies leren zien, na-
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melijk als een algoritme, in dit geval het algoritme dat bij
een gegeven getal u dit met 3 vermenigvuldigt en bij het
resultaat 1 optelt. Ook de oplossing kan door leerlingen
als vreemd of zelfs onacceptabel worden ervaren:

1
2u+1

v =

‘Maar dat is toch geen oplossing als je u niet weet?!’

Bij de moeilijkheden in het oplosproces kunt u zich vast
ook wel wat voorstellen; ook die zijn niet alleen reken-
technisch van aard, maar doorgaans in wezen conceptu-
eel. Bovendien lijkt de oplossingsweg vreemd, verduis-
terd door manipulaties (het buiten en binnen haakjes
brengen), en is het voor leerlingen vaak niet meer duide-
lijk wat het verband is met die natuurlijke weg voor het
oplossen van een eerstegraads vergelijking, die ze in de
eerste twee opgaven wel kunnen zien.

d. Losvopuit vu = 1+2v/1+u

Bij deze vergelijking, een fameus voorbeeld van Wenger,
treden vaak Pavlov-achtige reacties op: schrik voor de
worteltekens, neiging om te gaan kwadrateren. Boven-
dien komen de typische fouten van onjuiste verwisselin-
gen van de worteloperatie met optellen en aftrekken te
voorschijn; dat gebeurt wellicht mede onder invloed van
het gebrek aan herkenning van expressies als objecten, in
het bijzonder als gegeneraliseerde getallen, en de wens
iets overzichtelijks te verkrijgen.

e. Voor welke u heeft de vergelijking in v:
uv=1+QCu+1)v

geen oplossing?

Bij deze vergelijking treedt gemakkelijk verwarring op

door de rolverwisseling van de variabelen: enerzijds

moet u gezien worden als een gegeneraliseerd getal, an-

derzijds als een onbekende in een vergelijking.

f. Losvop uit utv =100
u—v =26
L i uv = 4
. Losvopui
& P utv==06

Hier staan twee stelsels vergelijkingen, waarin ook die
rolwisseling problemen kan leveren: bijvoorbeeld eerst
uit een vergelijking v oplossen met als oplossing een ex-
pressie in u (met u als gegeneraliseerd getal); die invullen
voor de v in de andere vergelijking; nu u op gaan vatten
als een onbekende en de vergelijking in « oplossen; ten-
slotte nog even daarmee v “echt' berekenen.

Een groot verschil tussen beide stelsels is natuurlijk dat
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de eerste door interpretatie als ‘De som van twee getallen
is 100 en het verschil is 6; welke getallen zijn dat?’ ge-
makkelijk zonder dit alles is op te lossen, wellicht met
steun van visualisatie; de tweede vraagt voor een exacte

oplossing echter om een formele aanpak, waarin leerlin-
gen gemakkelijk de draad kwijt kunnen raken.

Het moge duidelijk zijn dat er een heel complex van con-
ceptuele moeilijkheden in zelfs maar dit kleine stukje van
de algebra verscholen zit. De auteur heeft zich dan ook
beperkt, en het onderzoek gericht op het omgaan met pa-
rameters.

Wat verstaat de auteur hier onder ‘parameter’?

In de eerste vijf voorbeelden is steeds v de variabele
(waarnaar opgelost moet worden) en u de parameter.

Bij een functie zoals x — (x —a)” + a wordt x de (func-
tie)variabele genoemd en a de parameter. Hier is die pa-
rameter a in feite variabele van een hogere orde functie:
bij iedere a hoort een functie; eigenlijk staat hier dus een
functie van de reéle getallen naar een verzameling van
functies op de reéle getallen. Het is dus geen wonder dat
leerlingen daar wat moeilijk tegenaan kijken.

Daarmee is tevens duidelijk dat omgaan met parameters
rijker is aan moeilijkheden dan omgaan met variabelen,
maar dat je uit die moeilijkheden ook kunt leren over de
moeilijkheden van het leren omgaan met variabelen. De
auteur licht zijn keuze voor het thema parameters toe in
paragraaf 4.2; het blijkt daar dat dit onderwerp met heel
wat aspecten (en moeilijkheden) van de algebra verbon-
den is.

Zoals uit de titel al duidelijk is, heeft de auteur compu-
teralgebra als centraal didactisch hulpmiddel ingezet en
gekeken naar voor- en nadelen daarvan. Met zo’n sy-
steem kunnen bijvoorbeeld vergelijkingen worden opge-
lost, maar er moet wel worden aangegeven naar welke
variabele opgelost moet worden, dus wat de ‘onbekende’
is. Ook substituties kunnen worden uitgevoerd. Telkens
moet de leerling aangeven wat de (volgende) benodigde
stap is, de rekenmachine voert die taak uit met behulp van
symbolische algoritmen en de leerling moet het resultaat
interpreteren. Dat moge dan niet veel helpen de reken-
vaardigheid te vergroten, in het kader van het leren om-
gaan met parameters is het een interessante aanpak. Dat
blijkt inderdaad uit de ervaringen in het onderzoek, hoe-
wel de auteur ook heel zorgvuldig en kritisch naar de be-
perkingen en bezwaren ervan kijkt.

Een duidelijk bezwaar van deze aanpak is het feit dat de
leerlingen moeten leren omgaan met de nieuwe gereed-
schappen, vooreerst een grafische rekenmachine uitge-
breid met een computeralgebrasysteem, de TI-89. Dat
vergt in feite extra (voorbereidende) lessen en bijbeho-
rend lesmateriaal. Theorie over het leren omgaan met
zo’n systeem, de ontwikkeling van bijbehorend lesmate-
riaal, ervaringen hiermee en evaluatie hiervan vormen
een interessante component van dit boek. Er wordt daarin
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onder andere aandacht besteed aan het verband tussen
conceptuele leerproblemen in de algebra en de moeilijk-
heden bij het gebruik van het computersysteem. Dat
maakt dit deel ook nog interessant voor wie belangstelling
heeft voor de conceptuele obstakels bij het leren van alge-
bra, maar niet zo voor het inzetten van computeralgebra.

Overzicht van de inhoud

‘Learning algebra in a computer algebra environment’
is, zeker relatief gezien het feit dat het een proefschrift is,
goed en prettig leesbaar; bovendien is het heel goed se-
lectief te lezen.

In hoofdstuk 1 geeft de auteur een smaakmakende intro-
ductie van de centrale ideeén (1.2) en formuleert in het
vervolg de vragen van het onderzoek.

Hoofdstuk 2 behandelt de onderzoeksmethodologie van
het ontwikkelingsonderzoek en de opzet van de experi-
menten, vooral interessant voor de evaluatie van de we-
tenschappelijke waarde van de experimenten.

Hoofdstuk 3 is een heel interessante uiteenzetting van het
leren van algebra. Met name de boeiende paragrafen 3.3,
3.4 en 3.5 over leermocilijkheden zijn een wezenlijke
achtergrond voor volgende hoofdstukken. Vanaf halver-
wege paragraaf 3.5 wordt de theorie wel wat meer ab-
stract, maar van daaraf doorgaan met het volgende hoofd-
stuk hoeft niet desastreus te zijn.

Hoofdstuk 4 bespreekt de keuze voor het onderwerp pa-
rameters en een historisch perspectief op het onderwerp.
Daarop volgen twee zeer heldere paragrafen (4.4 en 4.5)
over de verschillende rollen die een parameter kan spe-
len, zoals gegeneraliseerd getal, onbekende in een verge-
lijking en formeel algebraisch symbool.

Tevens wordt hier verband gelegd met niveau-theorieén
van het leren van wiskunde. Deze paragrafen geven we-
zenlijke ideeén voor de opzet van de experimentele leer-
stof en voor de analyse van leerlingenwerk in het vervolg.

Hoofdstuk 5 bespreekt het didactisch gebruik van com-
puteralgebra in dit kader, de geboden kansen en de te ver-
wachten voor- en nadelen; deze laatste worden overzich-
telijk besproken in paragraaf 5.4. Verder komt het leren
omgaan met zo’n systeem als gereedschap aan de orde.

De hoofdstukken 6, 7 en 8 bespreken de drie experimen-
tele lessenseries, die plaatsvonden in VWO-3 en VWO0-4
klassen. Het concrete materiaal is te vinden op
www.fi.uu.nl/~pauld/dissertation

Fascinerend is hier allereerst te zien hoe in dit geval nu
eens niet een stuk wiskundige theorie en bijbehorende re-
kentechniek, maar meer fundamentele zaken de lijn van
de leerstof gaan bepalen. Daarop volgen protocollen van
gesprekken van observators met leerlingen met verhelde-
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rende analyses, resultaten van tests en evaluatie van het
geheel met ideeén over verbeteringen. Leuke hoofdstuk-
ken, waarin je desgewenst ook kunt grasduinen.

Hoofdstukken 9, 10 en 11 bespreken de resultaten, waar-
bij de conclusies vaak geillustreerd worden door mooie
protocollen uit de lessen. Het strekt de auteur tot eer dat
hij op een kritische wijze naar de resultaten kijkt en niet
alleen jubelt over de positieve resultaten. Dat maakt met
name hoofdstuk 9 over het leren omgaan met parameters

tot een zeer lezenswaardig stuk, ook voor wie niet zo’n
belangstelling heeft voor het inzetten van computeralge-
bra als didactisch hulpmiddel.

Na het lezen van dit boek kijk ik met meer begrip naar de
problemen waar leerlingen mee worstelen bij het ploete-

ren met wiskundeopgaven.

Ernic Kamerich, Radboud Universiteit, Nijmegen
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