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Inleiding

De Euclidische meetkunde kan in al haar eenvoud ver-
wondering opwekken. Uit deze verwondering ontstaat de
behoefte aan een verklaring, in de vorm van een bewijs.
Via axioma’s en rekenregels kan een meetkundig of alge-
braïsch bewijs worden opgezet. Met de komst van dyna-
mische meetkundeprogramma’s (DGS) is dit nog makke-
lijker geworden. De computer neemt de functie om meet-
kundige constructies te tekenen over van liniaal en
passer. Omdat de figuren nauwkeurig zijn, vallen ver-
moedens eerder op. De dynamiek die ontstaat door het
verslepen van punten in de constructie geeft aanleiding
tot verwondering. Het vermoeden wordt steeds opnieuw
in de constructie bevestigd. Maar na een vermoeden en
overtuigd te zijn van een stelling, volgt de zoektocht naar
een verklaring, het bewijs. Ook hier kan de computer van
nut zijn. De DGS kan zeer snel een groot aantal gevallen
van de constructie onderzoeken en de stelling toetsen.
Door de inzet van computeralgebrasystemen (CAS) en de
formulering van de constructie in algebraïsche formules
in de coördinaten van punten wordt het bewijs, dan equi-
valent aan t(x1,y1...xn,yn) = 0, geleverd.
Het blijkt ook mogelijk te zijn de constructie, zonder ge-
bruik te maken van coördinaten, te bewijzen met behulp
van patroonherkenning en inferentie. 
Leerlingen krijgen met een DGS een krachtig hulpmiddel
om hun verwondering te prikkelen. Mijn eigen verwon-
dering werd geprikkeld toen ik zelf bezig was een appli-
catie te ontwikkelen voor mijn PocketPC. Op zoek naar
interessante meetkundige constructies op de PocketPC
werd mij de stelling van Varignon aan de hand gedaan. Ik
vroeg mij af, hoe bewijs je zoiets? Kan je dat automatise-
ren? Dit leidde tot dit artikel over dynamische meetkunde
en automatische bewijzen.

Dynamische meetkunde

Dynamische meetkunde is de meetkunde zoals die ont-
staat op de computer met behulp van grafische program-
ma’s die de taak van passer en liniaal overnemen. Op het
World Wide Web zijn wel zo’n dertig programma’s te

vinden (Narboux, 2007). Cabri-Géomètre is een van de
oudste, van eind tachtiger jaren. Deze programma’s kun-
nen allemaal nieuwe punten aanwijzen, een lijn tussen
punten construeren, snijpunten van lijnen bepalen, enzo-
voort.

fig. 1 parallelogram van Varignon

Volgens Straesser (2002) heb je meetkunde en Cabri-
meetkunde, waarbij Cabri staat voor alle programma’s
die dynamische meetkundige constructies mogelijk ma-
ken. Het verschil tussen Cabri en papier is de dynamiek.
Door met de muis punten/lijnen te verslepen, kunnen snel
varianten van een constructie worden onderzocht. Geeft
de constructie aanleiding tot een hypothese, wordt zo
deze hypothese meteen getoetst. Bijvoorbeeld de stelling
van Varignon: “De middens van de zijden van een vier-
hoek vormen de hoekpunten van een parallellogram” (zie
figuur 1).
De Villiers (2006) zegt dan ook dat leerlingen zo’n stel-
ling wel aansprekend vinden, maar dat na empirisch uit-
proberen er toch een onbevredigd gevoel achterblijft.
Waarom is deze stelling zo en hoe kan je deze verklaren
als het gevolg van vertrouwde resultaten of axioma’s?

Uitproberen, testen, bewijzen

Stel, leerlingen zien de vierhoek van figuur 1, selecteren
twee lijnen en drukken op de test parallel en krijgen een
positief antwoord. Wat nu? Ze verslepen de hoekpunten
een paar keer en zien dat de test steeds positief blijft.
De Villiers (2007) concludeert dat na verificatie door een
DGS er geen behoefte is aan bewijs anders dan de prikke-
ling leerlingen uit te dagen de hypothesen uit te leggen,
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maar hij zegt ook, dat die prikkeling moeilijk is op te
wekken. Het blijft moeilijk de leerlingen te overtuigen
van het belang van het bewijs, omdat het zo overduidelijk
op het scherm te zien is. De constructies ogen kleurrijk,
maar dat wil nog niet zeggen dat daarmee ook concep-
tueel begrip wordt gekweekt. Er moet worden aangege-
ven dat met de constructies alleen maar vermoedens op
het spoor gekomen kunnen worden, geen bewijs.
Een voordeel is wel dat door het slepen de valkuil van het
tekenen van slechts gelijkzijdige of -benige driehoeken in
plaats van willekeurige driehoeken kan worden verme-
den.
De verwondering, dat iets altijd klopt, bijvoorbeeld het
parallellogram dat bij een vierhoek verschijnt, leidt tot de
behoefte aan een verklaring, in de vorm van een bewijs.
Kan de computer hier ook bij worden ingezet? In Chou et
al. (1996) wordt gezegd dat als je (meerdere) bewijzen
kunt laten zien, de leerlingen hun vaardigheid meetkun-
dige problemen op te lossen zouden kunnen verbeteren.

Waarschijnlijk bewijs
Hoewel het verzamelen van empirische testen, dat wil
zeggen het testen van een hypothese bij een groot aantal
variaties van een constructie, niet geldt als een wiskundig
bewijs, wordt toch op deze wijze een grote overtuigings-
kracht bereikt. In Tulone et al. (2000) wordt daar zelfs
een schatting voor gegeven. Het idee is gebaseerd op het
volgende feit. Stel, je hebt een polynoom in x

 en je vindt n+1 xi-en waarvoor geldt

dan gelden deze xi -en als het bewijs voor de

stelling:

De Randomized Prover in de DGS Cinderella is gebaseerd
op dit idee (Kortenkamp, 1999). 
Bij een constructie worden alle punten P van coördinaten
(xp, yp) voorzien. In figuur 1 heb je dan:

1. Vier vrije punten (x1,y1), (x2, y2), (x3, y3), (x4, y4)
2. Vier middelpunten, bijvoorbeeld

3. Vier lijnen tussen de middelpunten, bijvoorbeeld lijn
l9:

4. de test op parallelle lijnen, bijvoorbeeld tussen l9 en
l11:

Kies nu random steeds acht willekeurige getallen voor x
en y, en bereken daarmee de parallelle test totdat de uit-
komst ongelijk 0 is. Herhaal dit een groot aantal keer. Als
alle testen niet falen, is met grote waarschijnlijkheid de
stelling bewezen. Als er cirkels in de constructie voorko-
men en als gevolg daarvan  in formules, is het ge-
woonlijk niet mogelijk de computerberekening exact te
doen. Dan zijn de tests goed als de uitkomst steeds onge-
veer 0 is.

Bewijs met behulp van Computer Alge-
bra Systemen

Anderen, bijvoorbeeld (Botana & Recio, 2006), gaan uit
van de algebraïsche formulering van de meetkundige
constructie, maar dan in impliciete vorm. De constructie
wordt geformuleerd als algebraïsche vergelijkingen in de
coördinaten van de punten ci(x1,y1...xn,yn) = 0. De te be-
wijzen stelling wordt evenzo als een of meer algebraïsche
vergelijkingen geformuleerd: ti(x1,y1...xn,yn) = 0. Dan
wordt met een CAS bewezen dat de stelling uitgedrukt kan
worden in ci via een algoritme van Buchberger, de Gröb-
nerbasismethode.
De Gröbnerbasismethode beschrijft hoe de stelling uit de
hypothesen volgt via een soort grootste gemene deler al-
goritme. Je berekent de stelling modulo de hypothesen en
als de rest 0 is, is daarmee de stelling bewezen. Een voor-
beeld uit Roozemond (2003).

fig. 2 rechte hoek OBA?

De lijn OA is de middellijn van een cirkel. B is een wille-
keurig punt op de cirkel. Te bewijzen dat ∠OBA een
rechte hoek is.
1. O (0,0) en A(a1, a2) liggen op een cirkel met straal s:

c1 
2. B (b1, b2) ligt ook op deze cirkel:

c2 

3. Stelling ∠OBA is rechte hoek:
t 

De constructie wordt beschreven door de ideaal i =
(c1, c2) over de ring Q. In het computeralgebraprogram-
ma Singular wordt het bewijs dan zo geleverd:

> ring r=0,(a(1..2),b(1..2),s),lp;
> poly c1=a(1)^2+a(2)^2-(2*s)^2;
> poly c2=(2*b(1)-a(1))^2 + (2*b(2)-a(2))^2 - (2*s)^2;
> poly t=b(1)*(b(1)-a(1)) + b(2)*(b(2)-a(2));
> ideal i=c1,c2;
> reduce(t,groebner(i));
0

fig. 3 Singular output

Daarmee is de stelling bewezen!
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In veel computeralgebrasystemen zit de Gröbnerbasis-
methode in de standaardbibliotheek. Hiermee is aange-
toond dat het voor het bewijzen van meetkundige stellin-
gen mogelijk is computeralgebrasystemen in te zetten.
Toch is deze methode niet zonder problemen. In veel ge-
vallen zal het resultaat van de reduce functie niet in eerste
instantie 0 zijn. Er is dan sprake van vergeten voorwaar-
den, bijvoorbeeld dat twee punten weliswaar willekeurig
maar niet aan elkaar gelijk mogen zijn. Voor het vinden
van extra condities kan de Gröbnerbasismethode ook ge-
bruikt worden (Recio & Vélez, 1995). Een probleem dat
dan ontstaat, is dat je de algebraïsche expressie moet her-
interpreteren als een meetkundige voorwaarde. 
Behalve Singular kunnen ook andere computeralgebra-
systemen gebruikt worden. Om een DGS aan een CAS te
koppelen wordt OpenMath gebruikt. 
In Roozemond (2004) wordt dit gedaan tussen Cinderella
en GAP, en in Abánades et al. (2007) met Cabri en Mathe-
matica. Er wordt beschreven hoe in twee stappen een Ca-
bri Geometry II plus-figuur wordt geconverteerd naar in-
voer voor een WebMathematica-applicatie die de stelling
moet bewijzen.

OpenMath is een XML-uitwisselingstaal tussen compu-
teralgebrasystemen, en in dit geval tussen een CAS en een
DGS. In OpenMath worden wiskundige objecten beschre-
ven en relaties tussen hen gedefinieerd. Zie Roozemond
(2004) voor verdere uitleg over wat OpenMath betekent
en hoe het gebruikt wordt.

Simplify
In Heck et al. (2008) wordt geen gebruik gemaakt van de
Gröbnerbasismethode, maar van de simplify-methode.
Deze wordt aan Descartes toegeschreven (Gräbe, 2002).

Allereerst wordt de meetkundige figuur punt voor punt en
lijn voor lijn geconstrueerd. Dat betekent dat een DGS-
programma de coördinaten van snijpunten of de vergelij-
kingen van lijnen en cirkels moet uitrekenen, uitgaande
van de waarden van de coördinaten van de vrije punten.
Het CAS-onderdeel herhaalt de berekening, maar nu met
variabelen als coördinaten van punten. Zo wordt:
1. O (Ox, Oy)
2. A (Ax, Ay)

3. M 

4. c een cirkel met middelpunt M en straal

5. B met r

de straal van c en t vrij.
6. De loodrecht-test, de expressie

wordt compleet uitgeschreven.

fig. 4 uitgeschreven loodrechtexpressie

7. Bovenstaande formule, waarin alleen nog maar de
coördinaten van de punt O en A en de variabele t voor-
komen, wordt geconverteerd naar Mathematica-syn-
taxis en daarna aan de Simplify-functie gegeven. De
uitkomst wordt naar OpenMath geconverteerd.

8. Uit het resultaat, in dit geval 0, wordt geconcludeerd
dat de stelling  bewezen is.

De simplify-methode lijkt een stuk eenvoudiger dan de
Gröbnerbasismethode, maar er zijn toch een paar kantte-
keningen te plaatsen.
– De Simplify-functie houdt geen rekening met het nul

kunnen zijn van noemers in breuken. De expressie
wordt zonder meer gesimplificeerd tot 0,

of tot 1. Dergelijke delingen ontstaan bij het uitreke-
nen van de coördinaten van snijpunten van lijnen. Aan-
genomen wordt dan maar dat deze lijnen in alle geval-
len snijden. Hetzelfde geldt voor  waarvan wordt
aangenomen dat worteltrekken altijd mogelijk is.

– De expressies, behorende bij snijpunten van een cir-
kel, zijn uitwerkingen van kwadratische vergelijkin-
gen en daarmee ingewikkeld en complex. In een con-
structie met veel van deze snijpunten, waarbij een
snijpunt ook weer als middelpunt of straal fungeert,
hangt de CAS of geeft out-of-memory errors.

– Zonder voorbehoud wordt O als oorsprong gebruikt,
dus met coördinaten (0,0)

– Met enig voorbehoud wordt het punt A vervangen
door de coördinaten (1,0). Dit betekent dat in de con-
structie impliciet  wordt verondersteld. Dit zal
over het algemeen geen beperking zijn voor het be-
wijs.
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Bewijzen via meetkundige grootheden

Het bewijs verkregen door de algebraïsche representatie
van een meetkundige figuur geeft een onbevredigd ge-
voel. Dat een formule van één A4-tje lang 0 is, is in feite
nietszeggend. Je moet het maar geloven. Hetzelfde geldt
voor de Gröbnerbasismethode; echter, daar kan een zoge-
naamd orakel aantonen dat de stelling t (in algebraïsche
vorm) gelijk is aan een expressie met daarin opgenomen
de algebraïsche vormen van de aannames c1...cn:

voor zekere g1...gn en m.
In Chou et al. (1996) vinden we een methode, de area
methode, die een stelling bewijst met behulp van Prolog-
inferentieregels. Er wordt gebruik gemaakt van meetkun-
dige grootheden zoals lengte en oppervlakte en daarmee
kunnen stellingen over bijvoorbeeld parallelle lijnen be-
wezen worden.

S (P, A, B) is de oppervlakte van driehoek PAB. Alge-
braïsch zou je de oppervlakte met het uitproduct

 kunnen uitrekenen, maar dat is hier
niet nodig. Omdat in het artikel slechts globaal het algorit-
me wordt uitgelegd, is het helaas voor mij nog niet moge-
lijk de in het artikel beschreven bewijzen te reproduceren. 
In Chou et al. (1996a) wordt een systeem onderzocht
waarbij axioma’s over hoeken tussen lijnen (full-angle)
een rol spelen. Tot slot wordt in Chou et al. (2000) ge-
tracht met behulp van axioma’s over oppervlakte en hoek
alle eigenschappen van een constructie te vinden, en als
de stelling bij de eigenschappen zit, is die dan bewezen.
Het bewijs bij de stelling is dan de route die het program-
ma gevolgd heeft om de stelling te vinden.
Ook in Roozemond (2004) worden rekenregels voor
[xyz] gebruikt om meetkundige stellingen te bewijzen.
Het uitgangspunt van deze methode is:

In woorden, [ABC] is 0 als A, B en C op één lijn liggen,
en dan is er voor twee punten die niet op deze lijn liggen
een relatie tussen de [xyz] van de vijf punten. Deze stel-
ling is meetkundig te bewijzen als we inzien dat [ABC]
equivalent is met de oppervlakte van driehoek ABC. Er
staat dat de verhouding van de oppervlakte tussen vier
driehoeken met paarsgewijs dezelfde basis (AB en AC) en
tophoek (D en E) paarsgewijs gelijk is; en deze verhou-
ding is gelijk aan de verhouding van de bases |AB|/|AC|.
Aangezien zowel de hypothesen als de stelling in de vorm
van bovenstaande vergelijking worden geformuleerd,
kan de stelling algebraïsch uitgedrukt worden in de hypo-
thesen met zekere gi.

Formele bewijzen

Met behulp van Coq kan Narboux (2004) bewijzen leve-
ren voor meetkundige stellingen, uitsluitend uitgaande
vanuit de axioma’s. Coq wordt een bewijsassistent ge-
noemd. Met dit programma is ondermeer het vier-kleu-
ren-probleem bewezen. Maar het is meer dan alleen maar
een assistent. Met behulp van zogenaamde taktieken kan
het programma zelf op zoek gaan naar bewijzen.

$ coqtop
Welcome to Coq 8.1pl3 (Dec. 2007)

Coq < Require Import area_method.

Coq < Import F_scope.

Coq < Theorem varignon:
Coq < forall A B C D E F G H: Point,
Coq < is_midpoint E A B ->
Coq < is_midpoint F B C ->
Coq < is_midpoint G C D ->
Coq < is_midpoint H D A ->
Coq < parallel E F G H.
1 subgoal

 ============================
   forall A B C D E F G H : Point,
   is_midpoint E A B ->
   is_midpoint F B C ->
   is_midpoint G C D -> is_midpoint H D A -> parallel E F G H

varignon < area_method.
Proof completed.

varignon < Qed.
area_method.
varignon is defined

Coq <

fig. 5 stelling van Varignon, bewijs

Narboux (2004 en 2007) beschrijft hoe hij de area-metho-
de van Chou et al. (1996) in Coq heeft geïmplementeerd
en daarbij een DGS heeft ontwikkeld dat kan communice-
ren met Coq. Tevens heeft hij beschreven hoe gebruikers,
eventueel leerlingen, zelf met behulp van meetkundige
axioma’s en lemma’s bewijzen kunnen vinden. Guilot
(2005) geeft verslag van haar bevindingen. Hoewel het
zeer goed mogelijk is, stellingen van de middelbare
school-meetkunde te bewijzen met Coq, is het voor onin-
gewijden moeilijk zelf het programma te bedienen. Het
vereenvoudigen van de interface is lastig. Meetkundebe-
wijzen worden meestal informeel opgesteld, terwijl Coq
juist voor zeer formele bewijzen is. Zij stelt voor om het
bewijs gedeeltelijk te automatiseren en de rest door de ge-
bruiker te laten doen met een dan toch vereenvoudigde
interface. Dat het zo kan, beschrijft Luengo (2005) met
Cabri-Euclide.
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Niet zo automatisch bewijs

In Luengo (2005) wordt Cabri-Euclide beschreven met
als mogelijkheid de leerlingen zelf bewijzen te laten con-
strueren met behulp van een zogenaamd redeneerschema.
De leerling kan in stapjes zijn bewijs opbouwen met be-
hulp van aan de leerling bekende stellingen en definities.
Controle van het werk van de leerling is mogelijk, door-
dat de DGS een database heeft van algemeen bekende stel-
lingen.

De leerling moet niet alleen weten hoe hij een redenering
moet gebruiken, maar ook de naam van het gebruikte
axioma weten. Zie voor een voorbeeld tabel 1.

De leerling kan experimenteren met zijn bewijs, stellin-
gen gebruiken voordat ze bewezen zijn en in elke volgor-
de zijn bewijs opbouwen. Dit is heel wat flexibeler dan in
Guilot (2005), waar de bewijsassistent Coq een strikte
opbouw vereist.
De controle van het werk van de leerlingen wordt gedaan
aan de hand van een verzameling regels. De transitiviteit
wordt beschreven als volgt:

parallel(A, C) :- parallel(A, B), parallel(B, C).

Tijdens de controle wordt A gesubstitueerd door l1, B
door l3 en C door l2 en als dan een match ontstaat, is de
bewering gevalideerd. In Chou et al. (2000) staat zo’n
lijst van regels. Nadeel is wel dat het werk van de leerlin-
gen alleen met deze lijst gecontroleerd kan worden.

Conclusie

Een DGS-toepassing kan voor leerlingen interessant zijn,
omdat zij de meetkundige constructies uit hun wiskunde-
boeken kunnen verlevendigen. Het toevoegen van tests,
die na verslepen van punten altijd waar blijken te zijn,
lijkt mij nuttig. Echter voor het berekenen van de test zal
het liefst een numeriek exacte methode moeten worden
gebruikt. Cabri staat erom bekend dat zijn tests te foppen

zijn, doordat het gebruik maakt van inexacte floating-
pointberekeningen. Het op de achtergrond hebben van
een CAS die dan het feitelijke bewijs levert van een test,
geeft mischien extra zekerheid, maar als de methode van
dat bewijs ondoorgrondelijk is, wordt de test voor de leer-
lingen er niet duidelijker op. De methode van Chou et al.
(2000) geeft in korte stappen de weg naar het bewijs in
meetkundige termen. Dit zou, lijkt mij, meer aanspreken. 

Het opnemen van deze toepassing in de Digitale Wiskun-
de Omgeving (DWO) zorgt ervoor dat leerlingen hun werk
niet kwijtraken en docenten werk voor hun klas kunnen
klaarzetten (Heck et al., 2008). 

Meer onderzoek naar deze meetkunde op de middelbare
school is voor mij nodig. Vragen als welke constructies
zijn op het niveau van de leerlingen en hoe kan je deze
meetkunde toetsen? Leer je de leerlingen alleen maar het
bedienen van een computerprogramma? Krijgen de leer-
lingen inzicht in de achterliggende bewijsvoering? Kan
er een leerlijn opgebouwd worden, mischien aan de hand
van de Van Hiele niveau’s (Olkun et al., 2005)?

Kortom, ik zal mij nog lang verwonderen in de meetkunde.

Wim van Velthoven
Freudenthal Instituut, Utrecht
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De JWG, jongerenwerkgroep voor Sterrenkunde organi-
seert zomerkampen over sterrenkunde. Er wordt een
ouderenkamp (OKA) voor kinderen in de leeftijd van 13-
18 jaar georganiseerd en een Jongerenkamp (JOKA) voor
leeftijd 8-13 jaar. JOKA wordt gehouden op een kampeer-
boerderij in Oostmarsum, Twente en OKA in Ommel,
Noordbrabant, vanwege de donkere nachten daar. 
Op sterrenkundekamp gaan we sterren en planeten waar-
nemen. Er zijn interessante lezingen over alles van zwarte
gaten tot ruimtevaart, en natuurlijk veel gezellige dingen
als zwemmen en bosspellen. 

Het jongerenkamp wordt twee keer georganiseerd en
duurt steeds één week. Week 1 is van zondag 26 juli 2009
tot zaterdag 1 augustus 2009. Het jongerenkamp kost
€125 voor JWG-leden en €135 voor niet-JWG-leden.

Het ouderenkamp is van 2 tot en met 14 augustus. Het
ouderenkamp kost €265 euro voor JWG-leden en €275
euro voor niet-leden. 

Kijk voor meer informatie op: http://www.sterrenkun-
de.nl/jwg/index.php?section=3 of mail naar jwg@ster-
renkunde.nl. Dus wil je meer weten over sterrenkunde en
ruimtevaart, en heb je zin in een gaaf kamp, ga dan mee!

Zomerkampen jongerenwerkgroep Sterrenkunde




