Is de inzet van ICT nu wel of niet een verrijking voor het wiskundeonderwijs? De menin-
gen zijn verdeeld. In Duitsland gelden voor ieder Bundesland andere richtlijnen voor de
inzet van ICT. Gilbert Greefrath laat zien dat de meerwaarde van ICT juist niet zit in het
uit handen nemen van het rekenwerk, maar in de mogelijkheid kwalitatieve benaderin-

gen te ondersteunen.

Kwalitatief werken met ICT?

ylnleiding

Functies en verbanden kunnen op verschillende
manieren op een scherm getoond worden. Naast de
exacte algebraische weergave in computeralgebra-
systemen (CAS), kan een verband ook numerick
getoond worden: als schijnbaar continue grafiek of als
een discrete tabel. In het eerste deel van dit artikel
worden de verschillende toepassingen in het differen-
tiaal- en integraalrekenen (analyse) beschreven. Ver-
volgens wordt getoond hoe het gebruik van ICT
ondersteunend kan werken voor het kwalitatieve

begrip.

Het onderwijs in de analyse is de afgelopen jaren sterk
veranderd, onder andere door de beschikbaarheid van
computers en rekenmachines. Het ‘functieonder-
zoek’, met als doel om zo exact mogelijk een grafiek
van een functie te schetsen, is door de inzet van de
grafische rekenmachine of grafieckenprogramma’s
geen hoofddoel meer. De nadruk in het werken met
functies is aan de ene kant daardoor meer op het
gebied van de toepassingen komen liggen, aan de
andere kant ook meer op de inzichtelijke benadering.
Door deze verschuiving is de analyse niet alleen geva-
riéerder geworden, maar ook veeleisender voor zowel
docent als leerling. Een discrete benadering (eigen-
schappen van losse punten van een verband), zowel
als een kwalitatieve benadering (eigenschappen van de
functie als geheel) maakt het mogelijk het zo vaak
nagelaten inzicht en begrip te benadrukken.

In alle facetten van de analyse, zoals die in figuur 1
weergegeven zijn, kan ICT een zinvolle ondersteuning
zijn voor docent en leerling. Zo kan de computer bij
toepassingen het mogelijk maken met complexere
functies te werken en het rekenwerk drastisch te
beperken. Op het eerste gezicht zou men kunnen den-
ken dat inzicht ook goed zonder de inzet van ICT te
verwerven is, maar ook hier kan de inzet zijn waarde
bewijzen. Voor de kwalitatieve benadering kunnen er
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bijvoorbeeld verschillende graficken getekend wor-
den, waarvan het gedrag bestudeerd kan worden en
het is gemakkelijk om te switchen tussen tabel, grafick
en formule. Bij de discrete benadering kunnen veel
ingewikkeldere berckeningen gemaakt worden, ICT
neemt dat werk over en er ontstaat meer tijd om aan-
dacht te schenken aan verklaringen en veralgemenise-
ringen. Nu eerst een overzicht van de verschillende
mogelijkheden om ICT zinvol in te zetten, aansluitend
wordt met behulp van een aantal voorbeelden
getoond hoe ICT zowel bij het kwalitatieve als het dis-
crete begrip een zinvolle bijdrage kan leveren.

toepassing georiénteerd

oriéntatie op rekenwerk
aanschouwelijk georiénteerd

wiskundig intrinsiek

fig. 1 Verschuiving van het zwaartepunt van het analyseon-
derwijs.

De rol van de computer

De computer speelt niet alleen op het didactisch, maar
ook op het technisch vlak een interessante rol tussen
continue en discrete wiskunde. Computeralgebrasy-
stemen kunnen zowel numeriek-grafisch als symbo-
lisch werken. In het eerste geval wordt er punt voor
punt gerekend, discreet dus, terwijl er in het tweede
met exacte formules gewerkt wordt. Bij grafieken bij-
voorbeeld, wordt voor iedere pixel van de afbeelding
een berekening uitgevoerd. Vooral in de laag-resolute
schermen van rekenmachines krijgen graficken daar-
door een discreet karakter: de grafiek bestaat uit staat-
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jes terwijl we weten dat hij eigenlijk glad zou moeten
zijn, en eventuele discontinuiteiten komen pas bijj
sterk inzoomen tevoorschijn, zie figuur 2 (Hischer,
2002, p. 262).
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fig. 2 De rekenmachine als discrete tool.

Bij de meeste functies die in het onderwijs een rol spe-
len, treedt dit effect niet op, waardoor leerlingen de
neiging krijgen om de getekende grafiek als exact te
beschouwen.

Taken van ICT in het onderwijs

Experimenteren

ICT kan verschillende taken vervullen of overnemen
binnen het onderwijs van de analyse (Barzel, HuBmann,
Leuders, 2005, p. 42; Hischer, 2002, p. 116). Een van
die taken is het experimenteren met functies. De vol-
gende opgave bijvoorbeeld stimuleert de leerling om
ICT als experimenteertool in te zetten (Henn, 2004):

f is een derdegraads machtsfunctie, met nulpunten 2, 4 en
5. Teken de grafiek van f en de raaklijn aan die grafiek in
het punt (3, f(3)). Wat valt je op aan de grafiek en de raak-
lijn? Geldt dat voor alle raaklijnen die zo geconstrueerd zijn?

De leetlingen lossen deze opgave op door de grafiek
te tekenen van f(x) = (x—2)(x—4)(x—5) en de hel-
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ling van de raaklijn in het punt (3,2) te berekenen.
Vervolgens wordt het vermoeden geformuleerd dat
de raaklijn van een punt, midden tussen twee nulpun-
ten, door het derde nulpunt gaat. Dit vermoeden kan
dan gecontroleerd worden in andere derdegraads-
machtsfuncties. Interessant is het ook om de uitzon-
deringsgevallen te bekijken, bijvoorbeeld wanneer de
nulpunten samenvallen. Door te experimenteren kan
een vermoeden opgesteld worden voor alle derde-
graadsfuncties, en misschien zelfs ook voor nog hoge-
regraadsfuncties.  Hier  stopt vervolgens de
experimenteerfase. Vervolgens zijn wiskundige ver-
klaringen voor dit gedrag nodig. Ook daar kan ICT
voor worden ingezet (Henn, 2004).
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fig. 3 Experimenteren met ICT.

Visualiseren

ICT kan natuutlijk ook de taak van het visualiseren op
zich nemen (Weigand, Weth, 2002, p. 36). In het
onderwijs speelt de afbeelding van de gratick een cen-
trale rol. Zo kan bijvoorbeeld de invloed van de ver-
schillende parameters in exponentiéle verbanden van
groeiprocessen in beeld gebracht worden, iets dat zon-
der ICT alleen met veel rekenwerk gedaan kan worden.

Berekeningen maken

En uiteraard kunnen er met behulp van ICT berekenin-
gen gemaakt worden die leerlingen algebraisch niet, of
niet binnen een hanteerbaar tijdsbestek, kunnen uit-
voeren. Een voorbeeld is de berekening van het opti-
mum van ingewikkelde verpakkingsproblemen, zoals
van een melkpak, zie figuur 4 (Béer, 1993). Dit pro-
bleem leidt tot een te optimaliseren functie die met de
gewone schoolwiskunde niet meer op te lossen is.

Algebraiseren

Tot het domein rekenen hoort ook het opstellen van
formules en vergelijkingen. Bijvoorbeeld wanneer een
functievoorschrift opgesteld wordt aan de hand van
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een set van re€le data van een groeiproces. Dit algebra-
iseren verloopt middels de diverse regressiemodellen
die in een rekenmachine zitten: het best passende func-
tievoorschrift wordt gevonden. Een bacteriénkolonie
groeit bijvoorbeeld in verschillende fasen. In het begin
vermenigvuldigen ze zich snel, maar naarmate de voe-
dingsbronnen opraken, gaat dat veel langzamer (Hin-
richs, 2008, p. 268). Als deze gegevens geplot worden,
blijkt de groei met een exponenticel verband te
beschrijven te zijn, zie figuur 5. Het gebruikte model
kan echter niet alleen door het ‘curvefitting” gerecht-
vaardigd worden, maar er moet ook binnen de context
naar een verklaring gezocht worden.
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fig. 4 Het optimale melkpak.
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1 Diskretes Wachstumsmodell
2 Startwert 80
3 Parameter 032 s L %
4 Zeit Modellwert Wert | Quadratische Abweichung
S 80.0 80 0.0
6 145.6 145.9 0.1
7 265.0 266.4 2.0
s 482,3 4824 0.0
) 877.8 875.7 42
1597.5 1597.8 0.1
E 6.4
fig. 5 Groeimodel met gegevens uit een schoolboek (Freudig-
mann e.a., 2000).
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Controleren

Het controleren of en hoe goed een model klopt, is ook
een zinvolle toepassing van ICT. Zo kan er gekeken
worden in welke mate bovenstaand groeimodel klopt.
Ga er van uit dat de groei sneller verloopt naarmate er
meer bacterién zijn. Omdat het om een bacteriekolonie
gaat, kunnen invloeden van buiten uitgesloten worden.
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De toename van het aantal bacterién in het tijdsinterval
h,dus f(t+h)—f(t) is dan evenredig met de aanwezige
hoeveelheid f(t) en de verstreken tijd h. Voor kleine h

levert dat het volgende model op:

flt+h)y—f(t) = c. f(t) . h

Deze vergelijking kan discreet of continu aangepakt
worden. In figuur 5 is te zien hoe dat discreet gedaan
is in Excel. Voor h=1 geldt de formule
ft+1)-f(t) = c¢.f(t). Door naar opeenvolgende
waarden te kijken, kan de parameter ¢ bepaald wor-
den. En er moet nog een starttijd gekozen worden:
t=o0.

De parameter ¢ wordt nu met de schuifregelaar z6
bepaald dat de som van het kwadraat van de afwijkin-
gen zo klein mogelijk is, in het voorbeeld is dat het
geval bij ¢ = 0,82. Door de directe berekening van
deze kleinste kwadratensom kan de kwaliteit van het
model direct gecontroleerd en beoordeeld worden.
De modelwaarden kunnen met de reéle waarden ver-
geleken worden. Het passende resultaat wordt hier
dus numeriek gecontroleerd. Maar het is ook denk-
baar dat dat grafisch gedaan wordt, of, in andere geval-
len, zelfs algebraisch.

Bovenstaande voorbeelden van de taken van ICT kun-

nen in samenhang gebracht worden met het schema
van figuur 1:

toepassingsgeoriénteerd

Berekenen Controleren
Algebraiseren (grafisch)
Controleren Algebraiseren

(numeriek)

oriéntatie op rekenwerk

erimenteren

Controleren sualiseren

aanschouwelijk georiénteerd

wiskundig intrinsiek
fig. 6 De taken van ICT in de vier facetten.

Het blijkt dat ICT inzetbaar is in al deze vier facetten
van het onderwijs in de analyse. De grote verscheiden-
heid aan mogelijkheden om ICT in te zetten en de veel-
zijdigheid van het analyseonderwijs kunnen zich dus
wederzijds ondersteunen. Twee concrete voorbeelden:

Voorbeeld 1: vermoedens ondergoeen Het doel van de I1CT-
inzet is sterk athankelijk van de plaats in het leerproces
waar die inzet plaatsvindt. Een voorbeeld uit de boven-
bouw nadat de afgeleiden behandeld zijn: het gaat
erom te weten te komen wat voldoende en noodzake-
lijke voorwaarden zijn voor lokale extrema en de
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samenhang tussen het stijgen en het dalen van de func-
tie en het verloop van de eerste afgeleide. Het doel van
deze activiteit is het ontdekken van de overeenkom-
stige samenhang met behulp van de grafieken. In twee-
tallen wordt er met ICT de afgeleide van een functie
berekend en samen met de functie zelf geplot. Ditis de
opdracht:

Bereken de afgeleide van de volgende functies en teken de
grafiek van zowel functie als afgeleide in één diagram. Stel
vermoedens op over de samenhang tussen functie en afge-
leide en controleer deze vermoedens in zelfgekozen voor-
beelden.

a) f(x) = 3x3 —o1x” + 36x

b)f(x) = 10x° - 20x* + 10x°

In figuur 7 staan de grafieken van a):
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fig. 7 Grafieken van opgave a.

De leerlingen zien dat de functie overal stijgt waar de
afgeleide positief is, en daalt waar de afgeleide negatief
is. Bij de nulpunten van de afgeleide heeft de grafiek
een horizontale raaklijn. Om dit als leerling zelf te ont-
dekken zijn veel voorbeelden nodig, maar die kunnen
nu juist snel met behulp van ICT gemaakt worden. Het
tweede voorbeeld heeft een dubbel nulpunt én een
buigpunt, zodat ook deze gevallen bekeken worden.
Deze twee voorbeelden worden als startpunt gegeven,
maar je zou ook de leerlingen van meet af aan hun
eigen voorbeelden kunnen laten kiezen. Een tweede
doel van deze onderzoeksopdracht is om leerlingen te
laten ontdekken dat het idee er bij een nulpunt van de
afgeleide 4ltijd een extreme waarde van de functie zelf
hoort, een misconceptie is. Dit voorbeeld dient als
inleiding op het grafisch differentiéren, dat uiteindelijk
ook zonder computer gedaan kan worden. ICT wordt
hier ingezet om te experimenteren en te visualiseren.

Voorbeeld 2: de olietank In dit tweede voorbeeld wordt
ICT ingezet als ondersteuning van een discreet pro-
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bleem. De vraag is hoe je uit het oliepeil in een tank
het aanwezige volume olie kunt berekenen, een rele-
vante vraag als je een volumetabel voor zo’n tank wilt
maken (Greefrath, 2008).

Dit probleem kan experimenteel aangepakt worden
door een cilindervormig vat op z’n kant te leggen en
met water te vullen, maar het kan ook wiskundig
gemodelleerd worden. Neem voor de diameter van de
tank 1,5 m en voor de lengte 2,5 m. De athankelijk-
heid van de hoogte van het oliepeil en het volume kan
bepaald worden door bijvoorbeeld de tabel in figuur 8
in te vullen.

Problem Oltank

Erstelle fiir einen Tank eine Peiltabelle,
in der die Fiillhohe fiir bestimmte Volumi-
na eingetragen wird.

Fiillhdhe in cm
Volumen (Peilstabhohe)
1000 Liter
2000 Liter
3000 Liter
4000 Liter

5000 Liter

fig. 8 Het olietankprobleem.
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fig. 9 Verband tussen x, r en h.

In het onderste deel van de tank geldt, volgens de stel-
ling van Pythagoras, voor x:

X = Jr2 —(r—h)2 = J2rh ~n?
Het olieoppervlak dat bij een zeker oliepeil h hoort, is
dan te beschrijven met:

A(h) = 21 J2rh—h* |

waarin [ de lengte van de tank is. Op grond van sym-
metrie geldt dit ook voor de bovenste helft van de
tank. Wanneer met behulp van een CAS dit oppervlak
over de hoogte h geintegreerd wordt, dan krijg je het
volume van de olie bij ieder oliepeil h. Maar dit levert
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zo’n draak van een vergelijking op, dat het handiger is
om numeriek verder te gaan.

Bij r = 0,75 men | = 2,5 m vind je bijvoorbeeld
V(1,5) = 4,4178 m3, zie figuur 10 en 11.

Omgekeerd kan ook numeriek het oliepeil voor 1000,
2000, 3000 en 4000 liter worden berekend, zie figuur 12.
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fig. 10 Berekening volumefunctie V(h). fig. 11 Tabel van V(h).
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fig. 12. Berekening van het oliepeil.

In dit geval wordt er dus geen h(V) functievoorschrift

opgesteld, maar een numericke benadering, nauwkeu-

rig genoeg voor dit probleem. Hierin ligt het discrete

karakter van de opzet van de oplossing. Als vervolg

kunnen de volgende vragen worden gesteld:

* Hoe verhouden het oliepeil en het volume zich tot
elkaar?

* Wanneer stijgt het oliepeil het snelst bij het gelijk-
matig vullen van de tank?

* Hoe kun je nauwkeurige tussenwaarden bepalen?

Hier is de kwalitatieve benadering van belang. De tus-
senwaarden kunnen eventueel met behulp van een
tabel gegenereerd worden. En de inverse h(V) functie
kan in ieder geval grafisch worden weergegeven. De
controle van de oplossing kan door het substitueren
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van diameters in het functievoorschrift of door het
aflezen van de grafiek. Als er experimentele data zijn,
dan kan daar regressie op los gelaten worden.

Grenzen aan de inzet van ICT

Naast de vele bekende en inzetmogelijkheden van ICT
hebben beide voorbeelden laten zien dat het dus ook
mogelijk is de computer in te zetten voor kwalitatieve
doelen. Maar het gebruik van ICT zal zeker niet het
doorgronden van het concept ‘differentiéren’ vervan-
gen. Om dat concept echt te begrijpen ontkom je niet
aan het gebruik van limieten. Limietovergangen zijn
zowel bij de differentiaal- als de integraalrekening het
hart van het concept. Denkt men bijvoorbeeld bij het
invoeren van het begrip afgeleide aan de helling van de
raaklijn aan een punt van de grafick, dan kan men met
ICT aan de ene kant numeriek de helling van een
koorde bepalen, en wel met iedere gewenste nauwkeu-
righeid.
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fig. 13. Grafieken van V(h) en de inverse functie h(V).

Aan de andere kant kunnen CAS ook limieten en afge-
leiden algebraisch bepalen. Het heeft alleen geen zin om
deze berekeningen onbegrepen door ICT te laten uit-
voeren, het moet een hulpmiddel zijn bij het doorgron-
den van het limietbegrip. En dat begrip krijg je niet
door alleen ICT in te zetten. Over limieten moet je pra-
ten, je moet ze niet alleen berekenen. Maar de weg naar
het begrip kan wel degelijk ondersteund worden door
het gebruik van ICT: door te experimenteren, te visuali-
seren, te berekenen en te algebraiseren. Zo kan een ver-
kenningsfase leiden tot dieper begtip. Maar dan blijft
het gedachte-experiment van de koorde die tot raaklijn
nadert nodig, alleen kan die stap nu danig verkleind
worden door de ondersteuning van ICT. Dus ICT kan
aan de ene kant het doorgronden van kernbegtippen
flankeren en aan de andere kant ook verder uitbouwen.
Het is zowel een tool voor het begtijpen van wiskunde
als het uitvoeren van wiskunde. Om succesvol differen-
tiaal- en integraalrekening te onderwijzen, dienen alle
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vier aspecten aan bod te komen: rekenen, pure wis-
kunde, toepassingen en begrip. En in al deze aspecten
kan de inzet van ICT een zinvolle taak vervullen.
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dan vier nieuwe opgaven klaar: twee kale opgaven
(alleen cijfers en getallen), een tekstopgave en een
zogenaamde ‘som voor morgen’. Na beantwoording
komen van de twee kale opgaven en de tekstopgave
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onmiddellijk de score en de antwoorden en uitwerkin-
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som voor morgen.
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