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Inleiding

Het onderwerp Leslie-matrices werd door het Hewet-
project geintroduceerd in wiskunde A voor het voorige-
zet onderwijs. Eén van de essenties van wiskunde A is
het mathematiseren. Onder mathematiseren wordt dan
vooral verstaan (Van der Kooij, 1986):
» Verschralen van de werkelijkheid om een wiskundig
model op een praktijkprobleem te kunnen zetten.
« Het kiezen van het wiskundig model.
« De wiskundige technieken binnen het gekozen mo-
del gebruiken om tot een oplossing te komen.
» Hetterugvertalen naar de werkelijkheid, met daaraan
gekoppeld een evaluatie.
Bij het onderwerp Leslie-matrices komen al deze aspec-
ten naar voren. De matrix is het model. De wiskundige
technieken zijn de matrix-operaties: matrix = vector en
machtsverheffen, Het voorspellen van het lot van een
populatie is de terugvertaling naar de realiteit. Boven-
dien hebben de matrix-operaties hier een betekenis. Het
wordt inzichtelijk waarom de operaties hun specificke
vorm hebben. Het gebruik van de werkelijkheid heeft
hier dus twee redenen. Ten eerste is het noodzakelijk om
alle aspecten van het mathematiseren te oefenen en ten
tweede is het een didactisch hulpmiddel bij het introdu-
ceren van de wiskundige technieken.
Problemen bij het onderwerp Leslie-matrices rijzen snel
als het grote matrices betreft. Dit is met realistische con-
texten vaak het geval. Het rekenen met grote matrices en
het doorrekenen van een groot aantal generaties is tijd-
rovend. Tijd die ten koste gaat van de andere vaardighe-
den bij dit onderwerp. Het spreekt voor zich dat een
computer, van welk formaat dan ook, hier van dienst kan
Zijn.
Onlangs is op het Freudenthal Instituut het programma
Grafen&Matrices ontwikkeld dat onder andere bij Les-
lie-matrices kan worden gebruikt. De resultaten van een
klein experiment zijn zeer hoopgevend en kunnen dit
onderwerp wellicht nieuw leven inblazen.
Eerst volgt hier een korte beschrijving van het onder-
werp Leslie-matrices, gekoppeld aan de voor- en nade-
len van het gebruik van een graaf en van een matrix.
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Leslie-matrices

Leslie-matrices worden gebruikt voor het onderzoeken
van de groei van leeftijdsklassen van een populatie. In
de figuur hieronder is een Leslie-matrix van een konij-
nenpopulatie met vier leeftijdsklassen afgebeeld. Iedere
leeftijdsklasse staat voor een jaargang van deze konij-
nen. Ze worden niet ouder dan drie jaar. De getallen zijn
afgerond, dit betreft namelijk een introductie op het on-
derwerp uit de werkbladen. Er is gegeven dat 25% van
de nuljarigen (A) hun eerste levensjaar overleeft. Van de
éénjarigen (B) overleeft 50% en van de tweejarigen
overleeft 40%. Verder brengt ieder tweejarig konijn ge-
middeld vijf nakomelingen op de wereld en ieder drieja-
rig konijn vier:

A B C D
A0 0 5 4
B 0250 0 O
C 005 0 O
D 0O 0 040
Een matrix Een graaf

Uit een artikel in de Wiskrant van november 1982 blijkt
dat destijds vooral aan de matrix als model gedacht
werd: Wat je wilt, kunt en moet doen is het oefenen in het
opstellen van z0’n matrix (de Lange en Vonk, 1982).
Geen wonder. Het onderwerp is Leslie-matrices. Maar
geeft de bijbehorende graaf niet een veel duidelijker
beeld? In het Hewet-rapport staat: De betekenis van di-
verse matrix-operaties in verschillende contexten zal
voldoende aandacht moeten krijgen en verder zal het
verband van matrices met grafen en netwerken een rol
kunnen spelen. Het verband tussen matrices en grafen
bij dit onderwerp betekent echter vaak éénrichtingsver-
keer: gegeven de graaf of een situatiebeschrijving, stel
de bijbehorende matrix op. De keuze wordt meestal niet
aan leerlingen overgelaten. Een belangrijke reden om
leerlingen een matrix op te laten stellen is om ermee te
gaan rekenen. Met de graaf kan dat echter ook, zeker op
het niveau van havo en vwo wiskunde A. Het is zelfs
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Enkele mogelijkheden van het computerprogramma Grafen&Matrices

Hiernaast staat een graaf van
een aantal Griekse eilanden uit
de Egeische zee. Standaard zijn
de graaf en de verbindingsma-
trix in beeld. Het is ook moge-
lijk om een afstandstabel op te
vragen, hier is dat het onderste
venster op het scherm. Verande-
ringen in één van de vensters
zorgen ervoor dat ook de andere
vensters aangepast worden. Het

De Kortste Routes
A B C D E F G
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G 124

Dit is een gedeelte van een stratenplan.
In de meeste straten is alleen éénrich-
tingsverkeer toegestaan. Hieronder
staan de matrix met de verbindingen en
de matrix met de kortste routes tussen
de kruispunten.

In de werkbladen staat dat de straat FG
wordt opgebroken. De vraag is welke
straat of straten tweerichtinsverkeer
moeten toestaan opdat alles weer be-
reikbaar is. Leerlingen kunnen experi-
menteren of hun oplossingen contro-
leren met het programma.
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Het programma is nog niet te koop. Het is wel beschikbaar voor experimenten. Informatie hier-
over kunt u krijgen op het Freudenthal instituut bij Michiel Doorman, tel. 030 - 611611.
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eenvoudiger om vanuit de graaf de volgende populatie
te berekenen dan om via een matrixvermenigvuldiging
dit te doen. Op den duur ben je natuurlijk sneller klaar
met machten van matrices. Vooral als je beschikt over
bijvoorbeeld een grafische rekenmachine waarmee je
deze berekeningen kunt uitvoeren.

In [Schmidt, 1989] beschrijft Schmidt een toepassing
van overgangsmatrices. De situatie modelleert hij met
een graaf en hij laat zien hoe je hiermee de volgende toe-
stand berekent. De matrix wordt pas functioneel als een
vermoeden over een trend moet worden aangetoond.
Dan heb je ook direct zware middelen als eigenwaarden
en eigenvectoren nodig. Het lijkt dat de matrix van pas
komt zodra je een trend wilt voorspellen.

In het vervolg van dit artikel zal echter blijken dat het
ook mogelijk is om eenvoudig een trend te bepalen met
de gegevens in de graaf, zonder de matrix.

Het ligt daarentegen voor de hand om bij het onderwerp
Leslie-matrices toch matrices te gebruiken. Dit onder-
werp zit namelijk ook in het leerplan om de matrixope-
raties een betekenis te geven. Het is voor berekeningen
van 1, 2 of 3 generaties weliswaar natuurlijker en een-
voudiger om met de graaf te rekenen, maar het maakt de
matrixoperaties inzichtelijk. In de eerste rij van de ma-
trix staan de waarden van de pijlen naar A, in de tweede
rij de waarden van de pijlen naar B, etc. Zonder dat je de
matrix voor de vector zet, voer je toch al snel een matrix-
vermenigvuldiging uit. Al met al voldoende redenen om
het rekenen met een matrix &n met een graaf aan bod te
laten komen.

Tot slot valt op dat bij wiskunde A begrippen als eigen-
waarden en eigenvectoren slechts impliciet aan de orde
komen. Hooguit wordt intuitief duidelijk gemaakt dat
volgens een Leslie-matrix populaties op den duur
groeien, uitsterven of stabiel blijven. Dit is een bijzon-
dere eigenschap van dit model. In de werkelijkheid ver-
anderen gedurende de tijd vaak de overlevingskansen en
de hoeveelheden nakomelingen.

Computergebruik bij Leslie-matrices

De eerste Hewet-experimenten startten in het begin van
de tachtiger jaren. Het computergebruik stond destijds
nog in de kinderschoenen. Men was optimistisch over de
veranderingen: Computers komen de school binnen, de
periode van onderwijs zonder computers wordt binnen-
kort afgesloten (Vonk, 1981). In het Hewet-project
wordt geprobeerd het lesmateriaal met computergebruik
te ondersteunen. Computers werden hier gebruikt voor
het uitvoeren van een groot aantal matrixvermenigvuldi-
gingen. We schrijven 1982; een experimentele serie les-
sen met computers rond Leslie-matrices:

Haarlem gebruikte centrale verwerking door het OC.
(...) Schrapfouten blijven een probleem bij centrale ge-
gevensverwerking, maar het programma levert wel al-
tijd een resultaat door bij ontbrekende gegevens aan te
vullen. Dit maakt de fouten juist leerzaam. Verder zal de
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tijd die de postzending vergt het noodzakelijk maken dat
deze leerstof wordt afgewisseld met een ander onder-
werp. (de Lange en Vonk, 1982)

OC staat voor het Onderwijs Computercentrum waar
toen een computer stond, destijds een begrip, nu verge-
ten. Tegenwoordig hebben alle scholen hun eigen com-
puters, hoewel de meeste van deze computers momen-
teel ook al weer verouderd zijn. Nog slechts enkele
scholen zijn overgeschakeld op de hedendaagse syste-
men die ook in de basisscholen staan. Deze systemen
zijn voorzien van MsWindows. Programma’s die wer-
ken onder MsWindows presenteren zich volgens de
MsWindows-standaard en zijn met een muis te bedie-
nen. De standaard en de muis maken de bediening een-
voudiger dan die van de meeste conventionele software.
Op het Freudenthal instituut is het computerprogramma
Grafen&Matrices ontwikkeld. Een programma waar-
mee je grafen kunt tekenen en matrices kunt veranderen.
Als je iets in de matrix verandert, dan verandert dat ook
in de graaf. En omgekeerd, als je iets in de graaf veran-
dert dan verandert er ook iets in de matrix, tenzij het
slechts het verplaatsen van een knoop betreft.

De matrix geeft je wiskundige technieken om met het
model verder te rekenen. Je kunt machten van matrices
berekenen en kijken wat er met een populatie zal gebeu-
ren. Andere weergaven van de situatie die je in beeld
kunt krijgen zijn een bevolkingspiramide en een grafiek
van de populatiegroottes tegen de tijd. Als je doorrekent
worden deze weergaven simultaan aangepast.

Bij het programma zijn werkbladen gemaakt die op veel
leerstof aansluiten, vanaf het nieuwe onderwerp rond
grafen en tabellen in de onderbouw tot aan het werken
met Leslie-matrices bij wiskunde A op het vwo. De
schermafdrukken op de pagina hiernaast geven een
beeld van de mogelijkheden van het programma. Een
versie werkt onder MsWindows en een aangepaste ver-
sie op zogenaamde AT’s (met muis). Hier komen verder
alleen de mogelijkheden van het programma aan bod die
betrekking hebben op Leslie-matrices.

De konijnen in de les

Het computerprogramma Grafen&Matrices biedt leer-
lingen twee mogelijkheden om een probleem weer te ge-
ven: de graaf en de matrix. Als ze één van de twee kie-
zen geeft het programma automatisch de andere. Het
verband tussen de graaf en de matrix is dan direct zicht-
baar. Vervolgens kun je met het model gaan rekenen en
kijken wat er op den duur met de populatic gebeurt.
Eventueel kun je een kleine verandering aanbrengen en
de gevolgen onderzoeken. Met het programma hebben
een aantal experimenten plaatsgevonden. Telkens met
slechts een paar leerlingen, omdat er geen computerio-
kaal met MsWindows-machines voorhanden was. Het
laatste experiment was op het coliege de Klop te
Utrecht, waar drie leerlingen uit 5 vwo A gedurende drie
lessen met het programma werkten. Eén van de opgaven
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uit hun werkbladen betrof bovenstaand voorbeeld van
de konijnen.

Eerst tekenen ze de graaf, de matrix verschijnt direct op
het scherm. Na het tekenen van een nieuwe knoop wordt
de matrix groter en na het tekenen van een verbinding
verschijnt op de overeenkomstige plek een 1 in de ma-
trix. In de matrix en in de graaf kun je de waarden voor
de verbindingen veranderen. In de graaf kun je aantallen
bij de leeftijdsklassen invoeren:

In de graaf is te zien dat de huidige verdeling van de po-
pulatie (2000, 1000, 1000, 750) is. De tijdseenheid is
een jaar. Het programma kan de verdeling van volgend
jaar berekenen. Tijdens het rekenen veranderen de aan-
tallen in de labels van de knopen.

De eerste vraag in de werkbladen is: bereken hoeveel
nakomelingen de nuljarigen van nu uiteindelijk zullen
produceren. Een leerling maakt een goede berekening:
2000 nuljarigen zorgen voor 1650 nakomelingen. Hier-
aan verbindt hij geen consequenties voor het lot van de
konijnen. Om het lot te onderzoeken gaat hij rekenen en
kijkt hoe de aantallen in de graaf veranderen:

2000; 18000 |4100{ 12050 5400 4162.5
1000 N 500 N 2000 N 1025 > 512.5 1350
1000 500 250 1000 ~ |512.5|  1256.25
750 400 200 100 400 205

Eerst denkt hij dat de populatieomvang zal stijgen, maar
na verloop van tijd is hij daar niet meer zo zeker van. In
deze representatie kun je helaas niet de huidige aantallen
vergelijken met die van bijvoorbeeld de beginpopulatie
(tenzij je ze opschrijft). De andere twee leerlingen wer-
ken samen en hebben al snel een grafiek erbij gehaald.
Een extra venster verschijnt op het scherm zodat je de
graaf en de grafiek van de populaticomvang in de loop
der tijd tegelijk kunt bekijken. Als je dan een volgende
generatie laat berekenen, wordt de grafiek getekend. Je
kunt kiezen tussen een grafiek van iedere leeftijdsklasse
of een grafiek van de totale populatieomvang of een be-
volkingspiramide. Ze bekijken de grafiek van het totaal.
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In de grafiek herkennen ze direct het lot van de konijnen:
“Sterft vit.”

Hierna wordt bekenen wat met de konijnen zal gebeuren
als de overlevingskans van de tweejarigen 0,9 wordt (als
gevolg van beschermende maatregelen). De grafiek ver-
schijnt op het scherm. “Het lijkt wel exponentiee]!™
roept één van de twee.

Wat gekund had

Vragen naar de groeifactor stonden niet in de werkbla-
den, maar kunnen dan wel worden gesteld. Met de getal-
len bij de bevolkingspiramide is namelijk de groeifactor

te berekenen:

50e generatie: ]

14667.7
Totaal = 21563.1

=

14871.8
Totaal = 220151

5le generatie:

Zo kan het begrip eigenwaarde hier in ieder geval impli-
ciet aan de orde komen. Bovendien, als je een groeifac-
tor berekend hebt, kun je die snel controleren met be-
hulp van bijvoorbeeld een grafische rekenmachine. La-
ten we even uitgaan van de situatie waarin een leerling
op dit moment zijn grafische rekenmachine uit de tas
haalt. Hier is de groeifactor ongeveer 1,02 (= 22015,1/
21563,1). De populatie groeit exponentieel vanaf de 25¢
generatie. Na het instellen van het gewenste domein [0,
75] en bereik [0, 7000] bij de grafische rekenmachine,
geeft dit de volgende plaatjes:
7000
6300
5600
4900
4200
3500
2800
2100

1400
700

Computer:

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Grafische rekenmachine:

7000
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Bij de rekenmachine is dan F(X) = 12821,6 A*X, waar-
bij 12821,6 de populaticomvang van de 25¢ generatie is
en A de groeifactor: 22015,1 / 21563,1.

Verder met de les

Tot slot moeten ze bepalen hoeveel gejaagd mag worden
opdat de populatie stabiel blijft. Ze vinden dat 75% van
de 2-jarigen moet overleven voor het volgende verloop:

10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000

4 8 12 16 20 p3 )] 32 36

Voldaan kijken ze naar het scherm.

Deze 75% vonden ze door verschillende overlevings-
kansen te proberen. Het blijkt echter voldoende om te
berekenen hoeveel nakomelingen de nuljarigen uitein-
delijk zullen produceren. Als dat minder is dan de start-
omvang zal de populatie op den duur uitsterven, als het
meer is, dan zal de populatie op den duur gaan groeien
en als het precies evenveel is dan zal er evenwicht ont-
staan. Het bewijs hiervoor is niet eenvoudig en maakt
gebruik van de karakteristieke polynoom van de matrix.

De wiskunde

In deze paragraaf gaan we iets dieper in op de wiskunde
die met dit onderwerp te maken heeft.
De algemene vorm van een Leslie-graaf:

Een eigenvector ev van de matrix M bij deze graaf is een
populatieverdeling die stabiel is, of in de volgende gene-
ratie een veelvoud van zichzelf is: M-ev = A-ev. In beide
gevallen blijft de verhouding tussen de leeftijdsklassen
onderling hetzelfde. Het getal A is de eigenwaarde van
eigenvector ev. De eigenwaarde en eigenvector van een
matrix zijn vooral bij Leslie-matrices belangrijk. Ze zijn
namelijk bepalend voor de populatiegrootte en de onder-
linge verhoudingen binnen de populatie op de lange ter-
mijn. De groei van de populatie op de lange termijn
wordt bepaald door de grootste absolute eigenwaarde A
(de dominante eigenwaarde) van M. Dat is dan precies
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de groeifactor uit de vorige paragraaf. De verhoudingen
tussen de leeftijdsklassen worden bepaald door de ei-
genvector ev bij A.

Het blijkt dat bij Leslie-matrices altijd slechts één van de
eigenwaarden positief is, de andere zijn negatief of com-
plex en zijn in absolute waarde kleiner dan die positieve
eigenwaarde (zie Cullen, 1985). Bovendien blijkt er een
verband te bestaan tussen A en de overlevingsverwach-
ting pyvan de populatieklasse A. Deze overlevingsver-
wachting p, is de kans om van populatie klasse A, weer
in de populatieklasse A terecht te komen. Met andere
woorden de som van: de kansen om in iedere populatie-
klasse te komen vermenigvuldigd met het aantal kinde-
ren dat vanuit die klasse geproduceerd wordt:

Do = Vo + PoxVy + PykP1%V; + wore + PokD %ok PpoyV, (VOIG
de cyckels in de graaf).

Het blijkt dat als p,> 1 danis A > 1 en als p, < 1 dan is
0 < A< 1.Ditis van belang voor het model, omdat een
% > 1 betekent dat de populatie op den duur zal groeien
en anders zal uitsterven. Een schets van het bewijs.
Met voiledige inductie kun je aantonen dat het karakte-
ristiecke polynoom van een Leslie-matrix de volgende
vorm heeft:

POV = A" - vA™ — pov A — L~ PPy P Vi

De nulpunten van het karakteristicke polynoom geven
de eigenwaarden van de matrix. In dit polynoom is al de
overlevingsverwachting te herkennen.

Stel nu dat p, > 1, dan is p(1) = 1 = v4 = poV; = ... —
PoPiP2PaiVa = 1 — Py en dus p(1) < 0. Vervolgens ga-
randeert de vorm van het karakteristieke polynoom (de
hoogste macht heeft een positieve coéfficiént) dat er een
nulpunt voor A > 1 isen dusis A > 1.

Als py < 1, dan is p(1) > 0 en p(0) < 0 en dus is er een
nulpunt tussen Oen 1 endusisO <X < 1.

Deze overlevingsverwachting is met de graaf snel te be-
rekenen. De overlevingsverwachting van de nuljarige
konijnen in de vorige paragraaf is:
0,25%0,5%5+0,25%0,5 % 0,4 % 4=0,825.

De dominante eigenwaarde zal dus kleiner dan één zijn
en de populatie zal op den duur uitsterven. Zo is dus met
de graaf snel te bepalen of de populatie op den duur zal
uitsterven of zal groeien.

In de vorige paragraaf werd niet ingegaan op het ver-
band tussen hogere machten van de Leslie-matrix en de
eigenvector van de matrix. ledere Leslie-matrix heeft
een dominante reéle eigenwaarde. Dus als er een Leslie-
matrix M en beginwaarde v gegeven zijn, dan is er een
eigenvector met een dominante reéle eigenwaarde. Dat
wil zeggen dat op den duur de onderlinge verhoudingen
tussen de leeftijdsklassen, de verhoudingen van de ei-
genvector ev bij A benadert: M” « v =~ a x ev (met n groot
genoeg en a een scalar). Dit geldt voor iedere begin-
waarde v. Als je voor v de vector (1, 0, .., 0) neemt, dan
zie je dat de eerste kolom van M" de vector ev moet be-
naderen. Hieronder zie je de 22° macht van de matrix, en
de bevolkingspiramide van de 23° generatie van de ko-
nijnen:
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A 0.083 0.325 0.528 0.305

8 0.018 0.093 0.163 0.082

C 0.011 0.038 0.093 0.06

D 0.008 0.018 0.031 0.018
128158

Totaal = 1869.42

In de grafiek zijn ook de verhoudingen tussen de leef-
tijdsklassen op den duur te zien:

9000
8100
7200
6300
5400
4500
3600
2700

1800
o M\

Wat voegt de computer toe?

Een reden die in 1982 aanleiding gaf voor het gebruik
van computers is nu nog steeds geldig. De computer kun
je het rekenwerk laten doen. Met grote matrices vele ge-
neraties berekenen is geen probleem. Dit maakt het on-
derwerp levendiger en realistische contexten hoef je in
de klas niet te vermijden.

Doordat het programma niet stuurt kun je leerlingen zelf
laten kiezen hoe zij tot een antwoord willen komen. Ze
kunnen eerst een aantal keer de volgende generatie laten
berekenen en proberen de aantallen in de graaf te inter-
preteren, of bijvoorbeeld direct de grafiek erbij halen en
hierin aflezen wat de toekomst van de populatie is. Door
deze vrijheid kunnen ze zelf de verschillende methoden
op hun waarde beoordelen en ontdekken welke aanpak
voor welke doeleinden het meest geschikt is. Bovendien
motiveert een trend die ze zelf gevonden hebben meer
voor verder onderzoek dan een gegeven trend of grafiek.
Dankzij de snelle feed-back van het programma worden
leerlingen niet afgeleid door ingewikkelde of tijdro-
vende berekeningen. Zo krijgen ook de andere vaardig-
heden die met dit onderwerp gemoeid zijn de aandacht.
Verbanden zijn direct te zien en het begrip kan zo snel
verkregen worden.

Bovendien blijkt uit dit experiment de waarde van het
met z’n tweeén werken achter één computer. Er gebeurt
iets op het scherm wat ze samen moeten verklaren en sa-
men moeten ze strategieén uitzetten voor het vervolg.
Als de één zegt: “Het lijkt wel exponentieel!”, dan is dit
ook een waardevol moment voor de ander.

22

Met het programma experimenteren leerlingen en bekij-
ken ze snel veel verschillende gevallen. Door het wer-
ken met het programma leren leerlingen de gevolgen
van een situatie te onderzoeken en de informatie waar ze
om vragen, te interpreteren. Vervolgens moeten ze de si-
tuatie kunnen veranderen om bijvoorbeeld uit te zoeken
wanneer een evenwicht optreedt. Dit experimenteren
kan eerst in het wilde weg, maar op een gegeven mo-
ment moet er wel een redenering aan vooraf gaan. Twee,
wellicht herkenbare problemen bij zulke processen zijn:
1. Hoe voorkom je dat leerlingen maar wat proberen en
min of meer toevallig een antwoord vinden?

2. Tijdens het experimenteren van de leerlingen worden
in een betrekkelijk korte tijd allerlei conclusies getrok-
ken en hypothesen geformuleerd naar aanleiding van
wat er op het scherm gebeurt. Hoe zorg je ervoor dat
hiervan iets wordt vastgelegd? Het moet voor de leerlin-
gen mogelijk zijn om later iets van dat proces terug te
vinden zodat niet alles bij het verlaten van het computer-
lokaal vergeten is.

De vraagstelling in de werkbladen moet deze problemen
ondervangen. Leerlingen nemen soms over wat ze op
het scherm zien en schrijven de betekenis of de interpre-
tatie erbij. Ook wordt van ze gevraagd om vooraf te for-
muleren wat ze denken dat er gebeuren zal, hetgeen ze
daarna met het programma kunnen controleren.

Conclusies

Belangrijke aspecten van wiskunde A als het modelleren
en het interpreteren en vergelijken van de verschillende
weergaven kunnen met het programma Grafen&Matri-
ces een meer prominente plaats krijgen. De graaf is een
heel overzichtelijk model voor de situaties die hier ge-
noemd zijn. Bij deze situaties is er op den duur sprake
van een trend. Die is in één oogopslag te zien in de gra-
fiek of in de bevolkingspiramide, verder is het verband
tussen machten van de matrix en meerstapswegen in de
graaf op het scherm te volgen.

De begrippen eigenvector en eigenwaarde komen met
zo’n computerprogramma in ieder geval impliciet bin-
nen het bereik van het onderwijs. Dat er sprake is van
exponentiéle groei zie je in de grafiek. In de piramide,
die op den duur nauwelijks nog van vorm verandert, zie
je de vaste verhouding tussen de leeftijsklassen.
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