Een nieuw onderwerp dat is voorgesteld voor het wiskundeprogramma van de
profielen N&T en N&G in de vernieuwde Tweede Fase is wachttijden. Ronald
Meester legt uit om welke praktische vragen het draait in de wachttijdtheorie
en licht een tipje van de wiskundige sluier op.

Hoeveel wachtenden zijn er voor u?

Wat is wachttijdtheorie?

Hoeveel loketten moeten er open zijn op een postkantoor
opdat het aantal wachtende klanten niet al te groot wordt?
Hoeveel mensen zijn er nodig bij de 06-8008 informatie-
lijn? (Bij deze 06-8008 informatielijn ben ik trouwens al-
tijd verrast door het volgende feit: het aantal wachtenden
vOor mij neemt af totdat er nog één wachtende voor mij
is; daarna kom ik direct aan de beurt, terwijl er toch ook
nog een periode moet zijn waarin er géén wachtende voor
mij is...). Wat is de kans dat ik in de supermarkt langer
dan vijf minuten moet wachten bij de kassa? Als ik op een
willekeurig moment bij een bushalte aankom, hoe lang
moet ik dan gemiddeld op de eerste bus wachten?

De tak van de kansrekening die zich met dit soort vragen
bezighoudt, wordt wachttijdtheorie genoemd. Boven-
staande vragen zijn in principe geen wiskundige vragen.
Door een beetje te experimenteren, kun je er wel achter
komen hoeveel loketten er nodig zijn op bepaalde tijden
in een postkantoor en door een aantal keren op een wille-
keurig moment naar de bushalte te gaan, kun je wel een
aardig idee krijgen van de gemiddelde wachttijd. Vaak
zal zo’n experiment echter niet mogelijk zijn. Als je bij-
voorbeeld een productielijn van een nieuwe fabriek wilt
ontwerpen, dan kun je gewoonlijk op geen enkele manier
experimenteren. Voor dit soort situaties ben je aangewe-
zen op een wiskundig model van het systeem. Dit model
moet de reéle situatie natuurlijk zo nauwkeurig mogelijk
beschrijven.

Hoe ziet zo’n wiskundig model er uit? Ik zal nu eerst een
informele beschrijving van zo’n model geven en daarna
zal ik alles wat preciezer doen. We beperken ons tot een
systeem met één bediende die binnenkomende klanten in
volgorde van binnenkomst bedient. Na bediening verla-
ten de klanten het systeem.

1

fig. 1 Binnenkomende klanten (1) sluiten aan in de wachtrij
(W). Vervolgens wachten ze op hun beurt, worden bediend door
de bediende (B) en verlaten het pand (2).
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Verder nemen we aan dat er gemiddeld A binnenkomende
klanten per uur zijn en dat de bediende per uur gemiddeld
K klanten kan bedienen. (Voor de eenheid van tijd mag
ook best iets anders genomen worden, bijvoorbeeld mi-
nuten in plaats van uren.) Het zal geen verbazing wekken
dat het quotiént p = = van belang is. Als p > 1 is, komen
er gemiddeld meer klanten het systeem binnen dan er be-
diend kunnen worden en zal de rij wachtenden waar-
schijnlijk wel lang worden. Als p < 1 is, heeft de bedien-
de gemiddeld voldoende capaciteit om de binnenkomen-
de klanten te bedienen. Het geval p = 1 is heel speciaal en
laten we hier verder buiten beschouwing.

Het getal p is zo belangrijk dat er een speciale term voor
bestaat, p wordt de verkeersintensiteit genoemd. Als bij-
voorbeeld A= % en L =1, dan is de verkeersintensiteit
gelijk aan 4 Dit eenvoudige model kan op een computer
gesimuleerd worden.

l_iﬂ_l_l_l_‘_

fig. 2

In figuur 2 is het aantal wachtenden als functie van de tijd
afgebeeld. In het bovenste plaatje is A = 4 en p=1, dus
p= % . In het onderste plaatjeisA =3 enp=1,dusp = 3.
In het eerste plaatje is de lengte van de wachtrij redelijk
stabiel. Er zijn wel uitschieters, maar die zijn altijd tijde-
lijk. Het aantal wachtende klanten in het tweede plaatje
stijgt echter snel. Dit komt omdat p <1 in het eerste
plaatje en p > 1 in het tweede.

Hoeveel wachtenden zijn er voor u?



Drie vragen

Bij dit model is een aantal voor de hand liggende vragen
te stellen die alleen zinvol te beantwoorden zijn als p <1,
wat we vanaf nu dan ook aannemen. In deze paragraaf ge-
ven we een overzicht van die vragen met hun antwoor-
den. Waar die antwoorden vandaan komen, is onderwerp
van de paragrafen daarna.

1. Wat is de kans om bij aankomst bij het systeem pre-
cies k klanten véor je te treffen?
Deze kans zal gelijk blijken te zijn aan pk(l —p). Als
A=%en =1 zoals in ons eerste voorbeeld, dan is bij-
voorbeeld de kans dat er géén wachtenden voor je zijn ge-
lijk aan po(] -p)= % . Deze kansverdeling wordt de geo-
metrische verdeling penoemd. We kunnen nu ook heel
eenvoudig de kans uitrekenen dat er minstens m klanten
- voor je zijn. Deze kans is nu immers gelijk aan

-
S et =a-p X"
k=m k=0
_ m - k _ m 1
= (1-p)p E,Op = -pp

m
=P

We zien dat als de verkeersintensiteit afneemt, het ge-
| middelde aantal wachtende klanten voor je ook afneemt,
wat natuurlijk heel logisch is.

2. Wat is de gemiddelde tijd die een klant moet wachten
voor hij/zij aan de beurt is?
| Het antwoord op deze vraag is
P
p-Ac
In ons voorbeeld waar A = ‘-5‘ en L =1 geeft dit zi . In fi-
| guur 3 is de gemiddelde wachttijd als functie van |1 in het
geval dat A = 1 afgebeeld.

fig. 3 De gemiddelde wachttijd als . = 1 als functie van |
3. Hoe lang zal de bediende gemiddeld onafgebroken

bezig blijven met klanten vanaf het moment dat een
klant binnenkomt in een leeg systeem?

Nieuwe Wiskrant 16-3/maart 1997

Dit gemiddelde is:

1
p-3A’

Voor ons voorbeeld met A= % en p =1 geeft dit 5. We
zien ook hier weer dat als A en 1 heel dicht bij elkaar lig-

gen, de bediende weinig vrije tijd zal hebben...

Eindeloos wachten. ..

Voor we ons in het wiskundige diepe storten, is het aardig
om eens te kijken wat de antwoorden op de drie vragen
voor consequenties hebben.

Als een medisch specialist gemiddeld tien minuten doet
over een behandeling van een patiént, dan is L = 6 en zal
deze specialist geneigd zijn om per uur zes afspraken te
maken (en A wordt dan dus gelijk aan 6). Maar wat ge-
beurt er als A heel dicht bij u ligt? Uit het antwoord op de
tweede vraag volgt dat de limiet van de gemiddelde
wachttijd voor A T 1 gelijk is aan eo! Je ziet dus dat de za-
ken vreselijk uit de hand kunnen lopen: zelfs als A een
heel klein beetje kleiner is dan |, dan nog is de gemiddel-
de wachttijd heel erg groot. Dit verklaart waarom we
vaak zo lang moeten wachten in een polikliniek. De spe-
cialisten zijn erg bang om zonder patiénten (en dus ook
zonder inkomsten) te zitten en daarom maken ze dus in
feite te veel afspraken.

Ditzelfde effect kan optreden bij kaartjesautomaten op
een station en bij informatielijnen. Stel dat uit onderzoek
blijkt dat er 40 mensen per uur kaartjes kopen via een au-
tomaat en dat het apparaat er 45 aan kan per uur (dus
A =40 en | =45). Denk dan niet dat alles uitstekend ge-
regeld is! De capaciteit overstijgt weliswaar de vraag,
maar de gemiddelde wachttijd van een klant is nu

40/45
i 0,178.
Dit lijkt niet lang, maar bedenk dat we in uren rekenen,

dus dit betekent een gemiddelde wachttijd die langer is
dan tien minuten...

Een wiskundig wachtrijmodel

In de paragrafen die volgen, beschrijven we een formeel
wiskundig model voor zo’n systeem. Het lijkt misschien
dat dat niet meer zo nodig is na de informele beschrijving
van hiervoor, maar het is bijvoorbeeld niet zo duidelijk
hoe het feit dat er gemiddeld A klanten per uur aankomen
wiskundig precies geformuleerd kan worden. Tenslotte
volgt een schets van hoe de wiskundige analyse van zo’n
model in zijn werk gaat.

Zoals we hiervoor al zagen, wordt het model beschreven
door het antwoord op twee vragen:

1. Hoe komen klanten het systeem binnen?

2. Hoe groot is de bedieningstijd van de klanten?

We beginnen met de eerste vraag. Wat zijn nu redelijke
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aannames om het aankomstproces van klanten te model-
leren? Als eerste nemen we aan dat het aantal binnenko-
mende klanten in niet-overlappende tijdsintervallen onaf-
hankelijk is van elkaar: hoeveel klanten er tussen 10.00
en 11.00 binnenkomen zal niets zeggen over hoeveel
klanten er bijvoorbeeld tussen 12.00 en 12.30 binnenko-
men.
Voor de tweede aanname bekijken we een heel klein
tijdsintervalletje ter lengte 8. We nemen aan dat de kans
dat er precies één klant binnenkomt in dat intervalletje,
voor kleine 8, ongeveer evenredig is met de lengte van
het interval. Dit betekent dat er een positief getal A be-
staat, zodanig dat deze kans ongeveer gelijk is aan AJ.
(Straks zal blijken dat deze A overeenkomt met de A uit
de eerste paragraaf.) Tenslotte nemen we aan dat de
kans dat er géén klant binnenkomt in een tijdsinterval-
letje ter lengte 8, voor kleine 8, ongeveer gelijk is aan
1 — Ad. Aangezien de kans op één klant in het interval-
letje plus de kans op geen klanten in het intervalletje sa-
men ongeveer 1 zijn, moet de kans op twee of meer aan-
komsten in een klein interval ongeveer O zijn.
Voor diegenen voor wie de term ‘ongeveer’ in de alinea
hierboven onbevredigend is, kunnen we de aanname als
volgt preciseren. Als F(y) de kans is dat er precies één klant
binnenkomt in een interval ter lengte y, dan is natuurlijk
F(0) = 0. De aanname hierboven betekent dat F(y) differen-
tieerbaar is in y = 0 met afgeleide F'(0) =A. Als G(y) de
kans is op géén klant in een interval ter lengte y, dan is

G(0) = 1. De laatste aanname hierboven betekent dat G(y)
in y = 0 differentieerbaar is met afgeleide G '(0) = -A.

Het getal A wordt de intensiteit van het aankomstproces
genoemd. De drie aannames die we nu hebben gemaakt,
zijn heel natuurlijk. Het aardige is dat deze aannames het
aankomstproces volledig vastleggen: als we de tijdstip-
pen waarop klanten aankomen, aangeven met T}, T,
T3, ... (dus de i-de klant komt binnen op tijstip T}, waarbij
we voor het gemak zeggen dat T;; = 0) dan noemen we de
verschillen X; = T; — T;_; de tussenaankomsttijden van de
klanten, voori=1, 2, ...

| | | |
[ I I [

T():O T] T2 T3

fig. 4 De aankomsttijdstippen T; van de klanten en de bijbeho-
rende tussenaankomsttijden X;

Onder de bovenstaande aannames blijkt het zo te zijn dat
alle tussenaankomsttijden onafhankelijk zijn van elkaar
én dat

PX;<y)=1-¢e™,y>0.

Dit is dus geen keuze die we maken, maar een feit dat
volgt uit de aannames. Op het moment dat er een klant
binnenkomt, is dus de kans dat de volgende klant binnen
y uur arriveert gelijk aan 1-e¢™. Deze kansverdeling
wordt de exponentiéle verdeling genoemd.
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fig. 5 De kans P(X; <y) = 1 - & als functie van y. Dit wordt
de exponentiéle verdeling genoemd

Je kunt nu met wat elementaire kansrekening de gemid-
delde tussenaankomsttijd uitrekenen. Deze blijkt gelijk te
zijn aan % Dit betekent dus dat er gemiddeld A klanten
per uur aankomen! Dit is precies wat we in het begin aan-
namen in onze informele discussie. Als bijvoorbeeld
A = 2, betekent dit dat er gemiddeld elk half uur een klant
binnenkomt.

Vervolgens bespreken we de tweede vraag, de bedie-
ningstijden van klanten. In analogie met het aankomst-
proces nemen we aan dat alle bedieningstijden onafhan-
kelijk zijn van elkaar. De bedieningstijden zijn natuurlijk
stochastisch, dus we moeten een keuze maken voor de
verdeling van deze bedieningstijden. Misschien denkt u
direct aan de normale verdeling; in de praktijk blijken im-
mers heel veel dingen ongeveer een normale verdeling te
hebben. In dit geval is dat echter niet zo. Uit experimen-
ten blijkt dat opnieuw de exponenti€le verdeling een goe-
de benadering is. We nemen daarom aan dat de kans dat
een klant minder dan y uur bedieningstijd nodig heeft ge-
lijk is aan

1-e™™ y>0

voor een bepaalde positieve constante [L. Net als hierbo-
ven is de gemiddelde bedieningstijd nu gelijk aan Lendit
betekent weer dat de bedieningscapaciteit van de bedien-
de p klanten per uur is. Dit is opnieuw in overeenstem-
ming met de aanname in de eerste paragraaf. Als bijvoor-
beeld L = 8, betekent dit alles dat de bediende gemiddeld
7% minuten per klant nodig heeft.

Geheugenloosheid van het model

Een essentieel begrip dat voor het vervolg nodig is, is het
begrip geheugenloosheid. Dit slaat op een fenomeen dat
het beste aan de hand van een voorbeeld is uit te leggen.
Stel dat we twee dezelfde, maar onafhankelijke, wachtrij-
systemen naast elkaar observeren. Het aankomstproces
en het bedieningsproces van de twee systemen hebben
dus dezelfde A en dezelfde L, maar verder hebben ze niets

Hoeveel wachtenden zijn er voor u?



mel elkaar te maken. Stel nu dat op een gegeven moment
in systeem | klant A bediend wordt en in systeem 2 klant
B. Op cen bepaald moment is één van klanten klaar, zeg
klant A, en vervolgens gaat de bediende in systeem 1 ecn
nieuwe Klant, zeg klant C, bedienen. Wie heeft er nu de
grootste kans om als eerste klaar te zijn, klant 8 of klant
C? In eerste instantie ligt het voor de hand om te zeggen
klant B, want die wordt al ecn tijdje bediend, terwijl klant
C net begint. Hel blijkt echter dat als de bedieningstijden
van de klanten dezelfde exponentiélc verdeling hebben,
de Klanten B en C allebei kans i hebben om als cerste
klaar te zijn! -
Hetzelfde verrassende effcet lreedt op bij bet aznkomst-
proces. Als we eerst wachien toldat bij ¢én vin de twee
systemen cen kiunt binnenkomt, is de kans dat de velgea-
de Klant bij hetzelfde systeem binnenkomt weer pehjk ain
1 Hel feit dat we in het andere systcem al een tijdje aan
et wachten waren., doet ey duy.nict Loe.
Dit verscisjnsel K aly volgt wiskundig bewezen woidenp,
We noemen de (stochastische) bedieningstijden vin de
klanten U en Ceven Yyen Y We willende Kans iitrekenen
dat [ cerder kiuaris dan (O pepeven de pebeurtents dat 2 al
een hepualde (ijd bediening, veg ¢ wnlen, achier de rag
heefl. Daartoe giaan we cerst de verdeling van Yy aitreke-
nen. gegeven de pebeurienis {Yy > 1)

P(YB>I+:r\YB>t)

P(YH>1+.v|YU>I)

P(YB>;)
P(Y p>1+5) e-u(4+2)
= P(Y 5> D) = A

= E—NS .

Dit is weer een exponentiéle verdeling met parameter .
Dus P(Yc> s)=P(Yg>1+51Yg>1) en aangezien de be-
dieningstijden van B en C onafhankelijk zijn, volgt hicruit
eenvoudig dat B en C ook gelijke kans hebben om als cerste
klaar te zijn.

In het algemeen is geheugenloosheid als volgt samen te
vatten. Als je op een willekeurig moment ¢ het wachtnj-
systeem begint te observeren, mag je net doen alsof de
Jaatst binnengekomen klant juist op tijdstip ¢ is aangcko-
men. Qok kun je net doen alsof de klant die op dat mo-
ment bediend wordt, juist op tijdslip  met de bediening is
aangevangen. Deze belangrijke eigenschap zal hiema
heel erg van pas komen bij de wiskundige analyse van het
model.

Om die te kunnen uitvoeren, zijn eerst nog enkele andere
nieuwe begrippen nodig en wel de begrippen Markovpro-
cessen, ‘rates' en evenwichisverdelingen. Nadat deze be-
grippen besproken zijn, komen we toe aan waar het ei-
genlijk om gaal: de wiskundige analyse van de vragen uit
het begin van dit artikel.

Markovprocessen

Lalen we het aantal klanten jn het systecm op tijdstip ¢
(inclusief de mogelijke klant die op dat moment bediend
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wordt) aanduiden met Q(f). Dan is (Q(#); ¢ 2 0) een voor-
beeld van een stochastisch proces. Uit de geheugenloos-
heid van de vorige paragraaf volgt dat op elk tijdstip 1y de
verdeling van de toekomst (O(/); 1 > 14) van het proces al-
leen maar afhangt van het heden Q(fp) en niel van het ver-
leden (Q(1); 0 <t < 1p). Immers, we hebben hiervoor ge-
zien dat het bijvoorbeeld voor de verdeling van de reste-
rende bedieningstijd van een klant op tijdstip 1, niet
uitmaakt hoe lang de bediening al aan de gang js.

Deze eigenschap wordt de Markoveigenschap genoemd
en een proces mct deze eigenschap heet een Markovpro-
ces.

Een ivinrkovproces is in feite hetzelfde als cen Marckovke-
ten, het enipe verschil is dat een Markavproces een continue
lijdsparameter heeft en cen Markovketen een discrete. Bij
cen Markovkelen hoort een overgangsmalrix waarin vast-
gelegd is wat de kans is om vanuit (oestand i naar toesland
Jte sprinzen. Dese kuns wordl vaak aangegeven mel p; ;. [n
een continu Markavproces 7ijn ook dergelijke overgangs-
Kiueseo (e definicren. Al je op cen bepaald tijdstip /o in toe-
stand rbent, dan is de Aans dat jeop jdstip (g + 1in toestand
J beut p-, (). De Mikaveigenschap vertell ons dat deze
kans iaderdaad atleen maar aMangt van de positie op tijd-
stip 1y wat daarvoor sebeurde i irrelevant,

‘Rates’

Een ander belangrijk begrip is hel begrip rare. (We ge-
bruiken de Engelse term bij gebrek aan een goed Neder-
lands woord; snefheid zou nog het dichtst in de buurt ko-
men.)

We hebben al gezien dat de kans dat er in een heel klein
tijdsintervalletje [1, £ + 8] een klant binnenkomt, gelijk is
aan F®) =1- e en dat de afgeleide van F in hel punt
0 geli)k is aan

FYO) = lim F®-F(0) _3
© 5L0 8

We noemen dit de rare (of snelheid) waarmee het sys-
teem, als het in toestand k is, van k naar & + 1 klanten
‘wil’ en noteren dit als r(k, k + 1) = A. Deze rate kan be-
schouwd worden als een soort ‘kans per tijdseenheid’ dat
het systeem van toestand & naar toestand k + | gaat.

Op dezelfde manier is te zien dat de rate waarmee het sys-
teern van k + 1 naar k klanten wil gelijk is aan p. Daar-
voor moeten we kijken naar de gebeurtenis dat een bedie-
ningstijd afloopt in het tijdsinterval [1, 1 + §]. We schrij-
ven r(k+ 1, k) = Q.

A A A

fig. 6 Een schematisch plaatje van de rates tissen de verschil-
lende toestanden
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Hoeveel wachtenden zijn er voor u?
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Evenwichtsverdelingen

Een vector it = (mp, 7;. ...) hect een kansvector als @, 2 0
vooralle n,en 3 m,=1.

n=0
Een kansveclor heel een evenwichtsverdeling voor een
Markovproces dan en slechts dan als voor elke 1oestand k
geldt

ner(k,i) = Zn,-r(i. k). (1)

izk 2k

Deze vergelijking ziet er wat ingewikkeld uit, maar bij
nadere beschouwing valt het nogal mee. Het getal 7 in-
terpreteren we als de kans dat het systecm zich in loe-
stand & bevindt, dat wil zeggen als de kans dat cr & klan(en
aanwezig zijn. We hebben al gezien dat r(k, 1) (¢ beschou-
wen is als de kans per tijdscenheid om vanuit toestang &
naar toestand / te gizin. De som van r(k, i) voor  # k 1S dus
de totale kans per tijdseenheid om uit toestand k naar een
andere locstand (¢ gaan. Het linkerlid stelt dan de kans
per tijdscenheid voor om vanuit toestand k naar een ande-
re tovsiand t¢ paan, Op dezelfde manier is het rechterlid
te interpreteren als de kans per tijdseenheid om vanuit
een andere Loestand juist nd4r toestand K te gaan. Verge-
lijking (1) geeft dus aan dat de kans per tijdseenheid om
vit toestand k te verdwijnen net 2o groot is als de kans pert
lijdscenheid om naar toestand & te gaan. Dit betekent dat
de kans om in (oestand & e zijn niet verandert in de loop
van de (ijd; het systeem is in evenwicht.

Bovenstaande vergelijkingen (het zijn er vele, voor clke
k &én) worden de evenwichssvergelijkingen genoemd. Je
ziet direct dat ), = 0 voor 2lle £ een oplossing is van de
evenwichtsvergelijkingen, maar deze doet natuurlijk niet
mee, omdat de nulvectlor geen kansvector is.

Wat heb je hier aan?

Waarom zijn evenwichtsverdelingen nu zo belangrijk?
Het antwoord is even simpel als prachlig: het blijkt zo te
zijn dat als er een evenwichtsverdeling 1, bestaat, er geldt
dat

lli-)mmP(Q(r) =k)=m,.
We zeggen dat het sysieem naar zijn eigen evenwichts-
Locstand convergeert.
Dit betekent dat als het systeem al een tijdje aan de gang
is, de kans dat er k klanten in het systeem aanwezig zijn
ongevecr gelijk is aan 7. Reden genoeg dus om in ons
model de evenwichtsvergelijkingen op te stellen en op te
fossen. Het antwoord voor ons model blijkt te zijn:

m=(l-ppt k=012, ...

Voor wie geinteresseerd is in de afleiding stellen we de
evenwichtsvergelijkingen voor ons wachtrijmodel op. Voor
k = 0 geldt dat je alleen naar k = 1 kuat en je kunt 0ok allecn
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maar via 1 naar 0. De eerstc vergehjking wordt dus
A.ﬂo = . (2)

Voor andere (oestanden k # 0 peldt dat je naark ~ [ ¢nk + |
kunt met rates p en A respectievelijk. Je kunt naar k komen
via opnicuw k— 1 enk + | met rates A en . De vergelijkin-
gen worden dan

A H) = A+ | Ry (3)

Dit stelse) vergelijkingen kunnen we als volgt oplossen.
Herschrijf (2) als ny = pm,. Vergelijking (3) is te herschij-
ven als

Ty =1+ ) —p 7y g )

Als »e k=1 kiczen, dan volgt m=1(l +p)n; -pRy
= (1 4+ p)pmy - pRg = p’my. Het lijkt er dus op dat
Ry = 0 y. Voork =1, 2 hebben we dit net bewezen. Stel nu
dat we

= phmg )

bewezen hebben voor k=rn -1 en kA =n. Dan vinden we
mel behulp van (3) dat

L] =l +p) %, ~ Py

=(1 + p)p’ng— pp™ g

= Pnb]
We hebben nu dus laten zien dat als (5) voork=n- 1 en
k =n waar is, dat het dan ook waar is voor k = n+1. Aange-
zien (5) waar is voor k=1 en k=2, volgt nu dat het ook
waar is vooc k = 3. Hicruit volgt dan weer dal het ook waar
is voor k =4, enzovoort. Het is dus voor alle & waac. (Dit
hect cen bewijs mel volledige inductie.)

Aangezien we nu cen oplossing van de vorm iy = p"no heb-
ben, kunnen we voor g ecn Willekeusig gelal invullen en
dit geeflt ons, zo lijkt het, vele oplossingen van de cven-
wichtsvergelijkingen. Maar we vergeten één ding, namelijk

T

dal ) . gelijk moct zijn aan I

n=0 o
Deze eis vertelt ons dat 1 ZO pk = ﬁ) .

n=

Aangezien p < | (dit is de enige plaats waar we dit gebrui-
cen! = —
ken!) geldt dat ‘Zop et
(dil 5s opnicuw de bekende meetkundige reeks) en we vin-
den dan dat 1, = (1 —-p) pk. k=012 ..

Vanwege het feit dat het systeem naar zijn cigen even-
wicht convergeert, mag je aannemen dat wanneer je naar
het postkantoor gaat, hct systeem in evenwicht is.

Nogmaals de drie vragen

Nu zijn de vragen uit hel begin te beantwoorden:

1. Watis de kans om bij nankomst in het systeem precies
k klanten voor je te treffen?

Deze kans is de kans op & klanten in het systeem en dus

gelijk aan (1- p)p".

2. Wat is de gemiddelde tijd die een klant moet wachten
voor hij/zij aan de beurt is?
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Als we deze stochastische wachttijd even aangeven met
W, is dit gemiddelde (aangeduid met EW; de E staat voor
de Engelse term ‘expectation’) uit te rekenen door te con-
ditioneren op het aantal klanten voor je. Bedenk dat als je
k klanten voor je treft, de gemiddelde wachttijd gelijk is
aan X, namelijk k maal de gemiddelde bedieningstijd van
¢één klant.

2 P (k klanten voor je) E(Wlk klanten voor je)
k=0 ’

Y (-pptt
=0

EW

1l

k

_pl=p) ¥ k-
o3

0
p<1—p>i[§ pk]
woodp
k=0

I

3. Hoe lang zal de bediende gemiddeld onafgebroken
bezig blijven met klanten vanaf het moment dat een
klant binnenkomt in een leeg systeem?

We zullen het antwoord op deze vraag alleen aannemelijk

maken, het argument kan echter ook exact uitgewerkt

worden. De evenwichtsverdeling kan geinterpreteerd
worden als de fractie van de tijd waarin het systeem zich
in een bepaalde toestand bevindt. In het bijzonder zal tot
en met tijdstip ¢ (denk aan ¢ als heel groot) het systeem
ongeveer een tijdsduur gt = (1 — p)¢ zonder klanten heb-
ben doorgebracht. De gemiddelde lengte van zo’n perio-
de is de verwachte tussenaankomsttijd en dus gelijk aan

% . Dat betekent dus dat er op tijdstip  ongeveer A(1 — p)t

van zulke ‘lege’ perioden geweest zijn. Als gevolg hier-

van zijn er ook ongeveer zoveel perioden geweest waarin
het systeem onafgebroken klanten bevatte. De totale
tijdsduur doorgebracht in niet-lege toestand is ongeveer

(1 =mg)t = pt. Dat betekent dat de lengte van één onafge-

broken interval met klanten in het systeem gemiddeld on-

geveer gelijk is aan

A1-p)t ~ A(1-p) ~ p-2

pt p _ 1
Deze laatste uitdrukking is het gevraagde gemiddelde.

De wachttijdparadox

Deze paragraaf gaat over een heel merkwaardig feno-
meen dat wachttijdparadox wordt genoemd. We hebben
al eerder opgemerkt dat de gemiddelde tussenaankomst
tussen twee klanten gelijk is aan % . Neem nu een wille-
keurig tijdstip £, > 0. We zijn geinteresseerd in de gemid-
delde tussenaankomsttijd tussen de laatste klant voor ¢,
en de eerste klant n4 f,. Ik geef nu twee redeneringen die
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tot verschillende antwoorden leiden. Misschien is het aar-

dig, voor u daarna verder leest, een keuze te maken uit de

twee argumentien:

1. De tussenaankomst tussen de laatste klant v4dr ¢, en
de eerste klant nd #; is een gewone tussenaankomst-
tijd. Het gemiddelde van zulke tussenaankomsttijden
is gelijk aan %, dus het gemiddelde van deze tussen-
aankomsttijd 1s ook I

2. Als ¢, groot is, zal t, gemiddeld ongeveer halverwege
een tussenaankomsttijd liggen. Omdat de wachttijd
tot de volgende klant vanaf tijdstip ¢, gewoon weer
exponentieel verdeeld is, is de gemiddelde wachttijd
vanaf £, tot de volgende klant ongeveer % . Dit is on-
geveer de helft van het totale interval waar het om
gaat, dus we concluderen dat de lengte van het hele
interval ongeveer ){ is.

De eerste redenering is onjuist en dit fenomeen wordt ook

wel de wachttijdparadox genoemd. De reden dat de eer-

ste redenering fout is, is vrij subtiel. Het idee is dat grote-
re tussenaankomsttijden een grotere ‘kans’ hebben om ¢,

in hun interval te ‘vangen’. We kunnen dit duidelijker il-

lustreren met een heel extreem voorbeeld. Stel ik heb een

vreemd aankomstproces waarbij de tussenaankomsttij-
den gelijk zijn aan 1000 of 1, allebei met kans 1 De ge-

middelde tussenaankomsttijd is dan natuurlijk 5001 .

Maar als je nu een tijdstip ¢y kiest, dan moet het wel heel

toevallig zijn als #; in een tussenaankomstinterval ter

lengte 1 ligt. Gemiddeld ligt N(#;) dan ook heel dicht bij

1000 (zie figuur 7).

T3 Ts Ty
| \ i 4| I
TO = 0 Tl T2 T4 Tﬁ T7

fig. 7 Een situatie met zeer grote en zeer kleine tussenaankomst-
tijden. Slechts een klein gedeelte van de tijdsbalk wordt overdekt
door de kleine tussenaankomstintervalletjes.

Met fors rekenwerk is het mogelijk een exacte uitdrukking
te vinden voor het gevraagde gemiddelde: dit blijkt gelijk te

zijn aan
1 Aty
X(Z —e ) .

De limiet £, — e van deze uitdrukking is gelijk aan )% . Als
A = 2 dan is de verwachting van een ‘gewone’ tussenaan-
komsttijd gelijk aan 5, maar voor f, heel groot is de ver-
wachte tussenaankomsttijd tussen de laatste klant v6or £y en
de eerste klant nd 1, ongeveer gelijk aan 1...

Realistischer modellen

Misschien heeft u zich bij het lezen van dit artikel afge-
vraagd hoe realistisch het model eigenlijk is. Laten we
eens een paar problemen noemen:

— De instroom van klanten in een postkantoor is niet al-
tijd even groot. Tussen 12.00 en 13.00 zal het waar-
schijnlijk veel drukker zijn dan tussen 10.00 en 11.00
uur.

Hoeveel wachtenden zijn er voor u?



Als we deze stochastische wachttijd even aangeven met
W, is dit gemiddelde (aangeduid met EW; de £ staat voor
de Engclse term “expectation’) uit te rekenen door te con-
ditioneren op het aantal klanten voor je. Bedenk dat als je
& klanten voor je treft, de gemiddelde wachttijd gelijk is
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EW= %" P (kklanten voor je) E(Wk klanten voor je)

k=0
_ < _a\akk
=3, (t-pp]
k=0
_pll-p) k-
i P
k=0
_p0-p) d | g ok
noodp Ep
=0
=P __P_
H(1=p) k-2

3. Hoe lang zal de bediende gemiddeld onafgebroken
bezig blijven met klanten vanaf het moment dat een
klant binnenkomi in een leeg sysieem?

We zullen het antwoord op deze vraag alleen aannemelijk

maken, hel argument kan echter ook exact uitgewerkt

worden. De evenwichtsverdeling kan geinterpreteerd
worden als de fractie van de tijd waann he( systeem zich
in een bepaalde (oestand bevindt. In het bijzonder zal ot
en met tijdstip ¢ (denk aan ¢ als heel groot) het systeem
ongeveer een tijdsduur myt = (1 — p)f zonder klanten heb-
ben doorgebracht. De gemiddelde lengie van zo’n perio-
de is dc verwachte tussenaankomsttijd cn dus gelijk aan

% . Dat betekent dus dat er op tijdstip : ongeveer A1 — p)t

van zulke ‘lege’ perioden gecweest zijn. Als gevalg hiee-

van zijn er ook ongevcer zovee} perioden geweest waarin
het systeem onafgebroken klanten bevatte. De (otale
tiydsduur doorgebracht in nict-lege locstand is ongeveer

(1 = mp)t = pt. Dal betckent dat de fengte van ¢én onafge-

broken interval met klanten in het sysicem gemiddeld on-

geveer gelijk is aan

ot __e
A(-p)r MI-p)

Deze laats(e vitdrukking 1s het gevraagde gemiddelde.

5

De wachttijdparadox

Deze paragraaf gaat over een heel merkwaardig feno-
meen dat wachttijdparadox wordt genoemd. We hebben
al eerder opgemerkt dat de gemiddelde tussenaankomst
tussen twee klanten gelyk is aan 71‘ Neem nu cen wille-
keurig tijdstip 15> 0. We zijn geinteresseerd in de gemid-
delde tussenaankomstiijd tussen de Jaatste klant v66r 1
cn de eerste klant nd fy. Ik geef nu twee redeneringen die
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tot verschillende antwoordcen leiden. Misschien is het aar-

dig, voor u daarna verder leest, een keuze te maken uit de

{wee argumenten:

[. De tussenaankomst tussen de laatste klant v66r 1 en
de eerste klant né 1 is een gewone tussenaankomst-
tijd. Het gemiddelde van zulke tussenaankomsutijden
is gelijk aan L dus het gemiddclde van deze tussen-
aankomsttijd 1s ook %

2. Als g groot is, zal 15 gemiddeld ongeveer halverwege
een (ussenaankomsltijd liggen. Omdat de wachuijd
tot de volgende klant vanaf tijdstip 75 gewoon weer
exponentieel verdeeld is, is de gemiddelde wachttijd
vana! Iy tot de volgende Klant ongeveer ){ Dit is on-
geveer de helft van het totale interval waar het om
gaal, dus we concluderen dat de lengte van het hele
interval ongevecr i is.

De eerste redenering is onjuist en dit fenomeen wordt ook
wel de wachitijdparadox genoemd. De reden dat de eer-
ste redenering fout is, is vrij sublie}. Het idee is dat grote-
re tussenaankomsttijden een grolere ‘kans' hebben om ¢,
in hun interval te ‘vangen’. We kunnen dit duidelijker jl-
lustrercn met een heel extreem voorbeeld. Stel ik heb een
vreemd aankomstproces waarbjj de tussenaankomsttij-
den gelijk zijn aan 1000 of 1, allebei met kans 1 De ge-
middelde (usscnaankomsttiyd is dan naluurlijzk 5001 .
Maar als je nu een tijdstip 1 kiest, dan moet het wel heel
toevallig zijn als 15 in cen tussenaankomstinterval ter
lengte ) Jigt. Gemiddeld ligt N(1y) dan ook heel dicht bij
1000 (zic figuur 7).
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fig. 7 Eensiruatie met zeer grote en reer kleine tussenaunkomst-
tijden. Slechts een kiein gedeelie van de tijdsbalk wordi overdek:
door de kleine tussenaankomstintervalleijes.

Mect fors rekenwerk is het mogelijk een exacte uitdrukking
te vinden voor het gevraagde gemiddclide: dit blijkl gelijk te

Zijn aan
Y
| 0
2[2 -¢ ) .

De limiet £y — == van deze uitdrukking is gelijk aan 2 Als
A = 2 dan js de verwachting van ech ‘gewone’ lussenaan-
komsttijd gelijk aan 5 » maar voor Iy heel groot is de ver-
wachte tussenaankomsitijd tsscn de laatste klant vo6r  en
de eerste klant na 7 ongeveer gelijk aan 1...

Realistischer modellen

Misschicn heeft u zich bij het lezen van dit artike) afge-

vraagd hoe realistisch het model cigenlijk is. Laten we

eens een paar problemen noemen:

~ De instroom van Klan(en in een postkantoor is niet al-
ijd even groot. Tussen 12.00 en 13.00 zal hetl waar-
schijnlijk veel drukker zijn dan tussen 10.00 en 11.00
uur.

Hoeveel wachtenden zijn cr voor u?



— Alshetdrukker is, zal de bedicnde waarschijnlijk har-
der gaan wcrken, waardoor de bedieningstijden niet
meer allemaal dezelfde verdeling hebben.

— Als het erg druk is, zullen aankomende klanten wel-
lich( besluiten dat ze liever ¢erst boodschappen gaan
docn in de hoop dat het later rustiger zal zijn.

- Als een klant hecl veel bedicningstijd vraagt, zal de
bediende misschien wel harder werken, De bedie-
ningstijden krijgen dan een andere verdeling.

— Mecestal zullen er meerdere bedicnden zijn. De wacht-
rij kan individueel, per bediende. zijn of gemeen-
schappelijk, zoals tegenwoordig in posikanloren het
geval is.

Hetis nict al te mocilijk deze lijst et cen proot nantal an-
dere problemen uit (¢ brewden, Ons model houdt met al
deze zaken geen rekening en et is dus maar de vraag of
ons model enize prakiische waarde heelt.

In veel gevallen is het mogelijk het wiskundig model 20
ui¢ te breiden dan wel rekening wordi gehouden met duesd
zaken. Dit leidt echier vinak tot wiskundige complicalics.
Deze alweging maoct viith gemaak U worden: als hey wiodel
realistischer wordl, wordt in hel alpesneen de wiskundsse
analysc mocilijker. [K sluit dit artikel afl met (wee vour-
beelden van dergelijke uitbreidingen.

Andere bedieningstijden

Als we dc bedieningstijden nicl mcer exponentieel ver-
deeld nemen, dan is het stochastisch proces (Q(/); £ 2 0)
geen Markovproces mcer en dat belekent dat de even-
wichtsvergelijkingen geen belckenis meer hebben. In
zulke gevallen is gecavanceerdere wiskunde nodig om
toch nog iets exacts te kunnen zeggen over het model. [n
dit geval blijkt het opnicuw zg e zijn dat hel systeem naar
een evenwicht convergeert zolang de gemiddelde wssen-
aankomsttijd groter is dan de gemiddclde bedieningstijd.

Klanten die weggaan bij grote drukte

Stel dat cen aankomende klant cerst tell hoeveel klanten
cr voor hem/haar in de rij staan. Als dat cr n zijn, dan ver-
Jaat hij de rij met kans n_%'T cn komt niet meer (erug. Na-

tuurlijk is ook dit model niet heel realistisch, maar in je-
der geval betekent het dat er bij grotere drukie minder
klanten binnenkomen. In dit model kunnen we weer de
evenwichtsverdeling vitrekenen. Deze blijkt gelijk te zijn
aan k -p

n, = e

k!

voor alle waarden van p, dus ook voor p 2 i. Er bestaat
dus ecn evenwichtsverdeling voor alle waarden van p.
Dit komt doordat het systeem *zichzelf in de hand houdt'
in dic zin dat cr automatisch minder klanten binnenko-
men als het erg druk is. Op deze manier zorgt het systeem
er zelf voor dat de lengte van de wachtrij gemiddeld niet
al te groot wordt.

De evenwichtsvergelijkingen in dit nicuwe model worden,
analoog aan (2) en (4), gegeven doory

=P Ny

Cll
= P )P
et = [l +k+ Ink) k-lnk—l
vourk=1,2....
ik |

Deze Liuste verpeligkmg voor k= | levea m, = 3 927!0.
en voor & = 2 wordt hel Ty= % p? g,

Met volledige mductic is na (¢ bewijzen dat T, = L.p" -
n;

Omdat alles I clhinn op mocet ellen 1ot 1, vinden we dan
dat

I n P
LY aP = Toc
0

n=

gelijk moct zijn aan }. Dit betekent dat g = ¢~P en de even-
wichtsverdeling is gevonden.

Ik wil Corrie Quant (en haar vader) en Hansje Huson be-
danken voor nutig commentaar op eerdere versies van
dit artikel.

Ronald Meester is verbonden aan de Vakroep Wiskunde
van de Faculteit Wiskunde & Informatica van de Univer-
siteit Utrecht.
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