Als er iets de gemoederen hoog kan doen oplopen, dan zijn het wel conditionele kan-
sen. Hoe moet je je keuzes en beslissingen bijstellen naarmate je meer informatie
verkrijgt? Ronald Meester bespreekt enkele problemen.

Verwarring door onvolledige informatie: conditio-

nele kansen

Een voorbeeld

Dric gevangenen, A, B en C, weten dat twee van hen ver-
oordeeld zijn en ¢én nict. Zonder extra i11l‘()£11131'10 is voor
A de kans dat hij veroordecld is gelijk aan 2> cereven van
uit gaande dat ze allemaal met dezellde kans veroordeeld
zijn.

Stel nu dat A de cipter (die weet wie er veroordeeld zijn)
tegenkomt en hem vraagt: *Kuntu mij de naam geven van
cen van de andere gevangenen dic veroordeeld is?” De ci-
pier is de rotste nicl en vertell A dat B veroordeeld is. A
knikt blij, bedenkt dat van de overgebleven mogelijkhe-
den A en C er slechts één veroordeeld is (A heelt nu im-
mers extra informatic dat B veroordecld 1s) en hij conclu-

decrt dat hijzell en C allebei met kans % veroordeeld zijn.
2

Dit is minder dan 3 de oorspronkelijke kans dat A ver-
oordeeld was. De extra informatic heeft dus voor A
{(denkt hij) de kans op veroordeling kleiner gemaakt.
Heelt A gelijk of nict en waarom? Straks meer hierover.

Een klein beetje theorie

De mecste mensen hebben wel wat intuitic voor kansen
cn verwachtingen. Kansen zijn in principe gebaseerd op
frequenties waarmce gcbeurtenissen optreden, en een
verwachting is zoiets als cen ‘gemiddelde uitkomst’. Als
in cen experiment de kans op cen gebeurtenis bijvoor-
beeld % is, dan zal bij vele herhalingen van dat experni-
ment in ongeveer ! van de gevallen deze gebeurtenis op-
treden. Dus als ik cen dobbelsteen vele malen, zeg n keer,
achter elkaar gooi, dan zal in ongeveer £ van dic worpen
cen 1 ol ecn 2 bovenkomen. Buiten een wiskundige con-
text wordt dit de empirische wet van de grote aantallen
genoemd. De wiskundige formulering van dit fenomeen
is subtiel en bepaald niet cenvoudig, maar daar wil ik het
hier nict over hebben. De verwachting van een worp met
cen dobbelsteen is natuurlijk 3% , het gemiddelde aantal
ogen.

Heel anders wordt het wanneer we over conditionele kan-
sen en verwachtingen praten. Een conditionele kans (ver-
wachting) is niets anders dan cen gewone kans (verwach-
ting) waarbij we extra informatic hebben over de uit-
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komst van het experiment. Als ik een dobbelsteen gooi
dan is de kans op een | of cen 2 natuurlijk L' en de ver-
wachting is 3714 Maar als ik bijvoorbeeld weet dat het
aantal ogen ten hoogsle 3 is, dan verandert de zaak. In dic
situatie zijn alle mogelijke uitkomsten 1, 2 en 3 eneris
geen reden om aan e nemen dat cen bepaalde vitkomst
meer kans heclt dan ecn andere. We concluderen dan ook
dat de conditionele kans op cen 1 of een 2, gegeven dat
het aantal ogen ten hoogste 3 s, gelijk is aan % . De con-
ditioncle verwachting wordt nu 2. ’
Misschien dat je je afvraagt hoe ik weet dal het aantal
ogen ten hoogste 3 is. Ditis cen cruciale vraag. 1k kan bij-
voorbeeld iemand naar de uitkomst laten kijken, maar
deze persoon heefl veel keuze in welke informatie hij mij
zal geven. Als cen | bovenligl, kan hij zeggen: ‘Hel aan-
tal ogen is niel meer dan 3°. Maar hij kan ook zcggen:
‘Hel aantal ogen is nict meer dan 5. In beide gevallen
heeft hij gelijk en geeft hij relevante informaltie weg,
maar de conditioncle kans op de gebeurtenis dat er een 1
of een 2 ligt, is in het ecrste geval 2 cnin hel tweede ge-
val % . Om in dit geval cen conditionele kans goed tc kun-
nen definiéren, moceten we van tevoren met elkaar afspre-
ken welke informatic weggegeven wordt. Zo kunnen we
bijvoorbecld alspreken dat de “kijkpersoon” mij zal ver-
tellen of de uitkomst al dan niet hoger is dan 3. Als de uit-
komst nict hoger is dan 3, wordt de conditionele kans op
cen | of een 2 gelijk aan %, als de uitkomst wel hoger is
dan 3, dan is die conditionele kans 0. De conditionele ver-
wachting is respecticvelijk 2 en 5.

Alle kansen zijn conditioneel

Als je er even over nadenkt, realiseer je je dat bijna alle
kansen en verwachtingen die we in het dagelijks leven te-
genkomen conditionele kansen en verwachtingen zijn.
Neem bijvoorbeeld het (bepaald niet gerusistellende)
voorbeeld van de slagingskans van een bepaalde operalie.
De dokter kan zeggen: ‘Ecens kijken, u bent 34 jaar oud,
verder gezond, rookt niet en drinkt zeer matig, dus het
slagingspercentage 1s in uw geval 80%’. Echt geruststel-
lend is dit niet (even afgezien van de vraag of 80% iiber-
haupt geruststellend kan zijn).

Verwarring door onvolledige informatie: conditionele kansen
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Het percentage dat de dokter noemt, is gebascerd op ge-
deeltelijke informatic. Bij meer (ol minder) informatic
kan de slagingskans heel anders zijn. Net als in het geval
van de dobbelsteen, waar het antwoord van de informatic
afhangt, kan het hicer best zijn dat als de dokter zou welen
dat ik getrouwd ben, de kans op slagen toc zou nemen.
Dus afgezien van het feit dat je je ab af kunt vragen wat
de betekenis van cen kans s in een experiment dat je nict
kunt herhalen, moet je zeer voorzichtig zijn met interpre-
tatics van conditionele kansen.

Gevoel voor conditionele kansen

Hoc kan ik studenten gevoel voor conditionele kansen en
verwachtingen bijbrengen? Tk crvaar clke keer weer dat
mijn studenten (in dit geval tweedcejaars wiskundestuden-
ten) bijzonder makkelijk in verwarring te brengen zijn. Br
is icts met conditionele kansen cn verwachtingen dat z¢
voor veel studenten moeilijk maken. Laten we nog eens
naar het voorbeeld van de gevangencen kijken. Veel stu-
denten denken dat A gelijk heeft. De volgende redenering
laat echter zien dat A geen gelijk kan hebben en geelt di-
rect een antwoord op de vraag aan het begin van deve ali-
nea.

Als gedachtenexperiment ‘herhalen” we de gehele situa-
tic (inclusiel de vitspraak van de rechter) van de dric ge-
vangenen vele malen. Het is zonder meer duidelijk dat A
in ongeveer 2 van de gevallen veroordeeld zal worden,
ongeacht of hij de cipicer vraagt de naam van ecn andere
veroordeelde te geven. Het vragen naar de naam van cen
veroordeelde ts volstrekt nutteloos, aangezien er altijd ten
minste cen andere veroordecelde is wiens naam door de ci-
pier genoemd kan worden. In fcite kunnen we hier dus
ook de wet van de grote aantallen gebruiken: bij het her-
halen van het experiment zien we direcet of de extra infor-
matic ook daadwerkelijk invloed heeft op kansen en ver-
wachtingen.

Deze redencering geelt het goede antwoord, maar vertelt
ons nict wat cr nu precies verkeerd is aan de redencring
van A. A heeft immers gelijk dat er maar twee gevange-
nen over zijn waarvan er één veroordeeld is. Blijkbaar
hebben ze niet dezel{de (conditionele) kans. De valgende
keer zal ik stilstaan bij de vraag hoe dat wiskundig in el-
kaar steekt.

Vragen

Er volgen nu een aantal vragen over conditionele kansen
en verwachtingen. Mijn crvaring is dat deze vragen tot
bijzonder levendige discussies kunnen leiden (dit is een
culemisme). Het zou daarom jammer zijn als ik direct
zou vertellen hoe de vork in de steel zit. In de volgende
Nieuwe Wiskrant kom ik op de vraagstukken terug. Bij de
cerste drie vragen zal cen goede discussie uiteindelijk op
ja” of ‘nee” uitkomen. De laatste vraag biedt wat ruimte
voor creativiteit, vooral in het bedenken van een goede
beslissingsprocedure. Veel plezier ermee!

Nicuwe Wiskrant |7-3/maart 1998

Vraag 1
Stel dat in het bovenstaande voorbeeld A de cipier had
gevraagd: ‘Is B veroordeeld? en dat de cipier ‘Ja’ had

geantwoord. Zou dit voor A de conditionele kans dat hyy
veroordeeld is wel veranderen? Waarom®?

Vraag 2

We zagen dat het antwoord van de cipier voor A geen re-
[evante inlormatic opleverde. Levert het antwoord van de
cipier wel relevante informatie op voor C? Met andere
woorden, is de conditionele kans (van A uit gezien) dat C
veroordeeld wordt ook gewoon % ofis hier toch iets meer
aan de hand? )

Vraag 3

Stel ik heb twee enveloppen met verschillende hoeveel-
heden geld erin, waarvan ik jou cr één laat rekken. Je
maakt hem niet open. Je hebt geen idee hoeveel geld erin
zit en de kans dat je de envelop met het hoogste bedrag
hebt getrokken, is uiteraard %
matic: ik vertel je namelijk dat de enc envelop (welke
weet ik niet) tweemaal zoveel geld bevat als de andere.
Vervolgens krijg je van mij de gelegenheid om de enve-
loppen om te ruilen. Is het verstandig om dit te doen?

. Nu geef ik je extra infor-

Hier is cen interessante redencring: we weten natuurlijk
nict hoeveel geld er in de verschillende enveloppen zit,
maar stel dat jij x gulden in jouw envelop hebt. Op grond
van mijn extra informatie weet je dan dat de andere enve-
lop 2x of % x gulden bevat en dat deze mogelijkheden ge-
lijke kans hebben. De gemiddelde opbrcngsl van de ande-
re envelop is dan dus Dloes b 5 X= gx. Dit 1s meer
dan 1k nu heb (namclijﬁ x) dus het is zcker verstandig om
te ruilen, aangezien de conditionele verwachte opbrengst
op grond van deze redenering hoger wordt na ruilen. Is dit
correct, en waarom (niet)?

(Om te beslissen of je inderdaad moet ruilen, is het nict
nodig om de hele redenering al dan niet te weerleggen.)

Vraag 4

Ik heb weer twee enveloppen met geld waarvan jij er één
trekt. In dit geval maak je hem wel open en je ziet ecn be-
paald bedrag, zeg 30 gulden. In vergelijking met het vo-
rige vraagstuk heb je nu dus andere informatie: je wect
precies hoeveel geld jouw envelop bevat, maar je weet
niets meer over de verhouding van de hoeveelheden geld.
Is na deze extra informatie de conditionele kans dat jouw
envelop het hoogste bedrag bevat nog steeds % ?Isernu
een of andere beslissingsprocedure die vertelt of je al dan
niet moet ruilen en die ook winstgevend is?

Merk wel op dat in sommige gevallen het antwoord op
deze vraag flauw is. Als je bijvoorbeeld weet dat de¢ en-
veloppen dertig en vijfiig gulden bevatten, dan weet je al-
Jes na het openen van jouw envelop. Je moet er dus vanuit
gaan dat je van tevoren niet weet welke bedragen 1k in de
envelop heb gedaan.

Ronald Meester, Marthematisch Instituut, Universiteir Utrecht
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