Op een aantal kernscholen van het TwiN-project is voor het eerst een examen afge-
nomen gericht op de doorstroomkwalificatie naar het HTo. Maarten Jaspar en Henk
van der Kooij gaan in op het gebruik van de grafische rekenmachine bij dit examen.

GRM ervaringen bij het eerste TWIN-examen

Inleiding

In het TWIN project is een nieuw wiskundeprogramma
ontwikkeld voor BoOL 4 van de Sector Technick binnen
het ROC (dit is ingewijden-taal; voor gewone leken: de
voormalige vierjarige MTs-opleiding voor middenkader-
functies).

In de semesters 1, 2 en 3 (en eventueel 4) wordt een ver-
plicht wiskundeprogramma afgewerkt dat leidt tot de
zogenoemde basiskwalificatie. In de semesters 6 en 7
volgen degencn die naar het HTO gaan nog een program-
ma voor de doorstroomkwalificatic. De cindtermen bij
dat programma zijn gelijk aan die van HAVO, profiel
N&T. De nadruk ligt op de analyse; de ruimtemcetkunde
is in het basisprogramma al voldoende aan bod geweest.
In Januari 2000 werd op de kernscholen van het project
een eerste examen afgenomen. Dit examen! is tevens een
voorbeeld van de eindtoetsen zoals die vanaf januari
2001 worden aangeboden door de Landelijke Examen
Commissie Wis- en Natuurkunde.

In dit artikel willen we met name bekijken hoe leerlingen
de Grafische Rekenmachine (GRM) hebben gebruikt bij
het examen.

Het examen: de onderliggende leerstof

Bij het bekijken van het werk is het goed te weten wat er
als leerstof aan dit examen vooraf is gegaan. In principe
is dit het analyseprogramma van HAVO, met specitieke
aandacht voor de soorten functies die in de techniek veel
voorkomen. Zoals gebruikelijk bij projecten van deze
omvang is het bedoelde totaalprogramma in de eerste
ronde niet volledig gehaald.

De 79 leerlingen van de vier kernscholen en hun docen-
ten feden erg onder tijdsdruk bij de behandeling van de
differentiaalrekening. In een tijdsbestek van een maand
moesten zowel het begrip als de technieken worden be-
handeld en dat is te veel van het goede. De leerstof werd
beperkt tot een uitgebreide verkenning van het begrip af-
geleide en de behandeling van een paar meetkundig
(be)grijpbare regels: de afgeleide van X" en de invloed op
de afgeleide bij transformaties van grafieken. Verder zijn
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de somregel en de afgeleide van standaardfuncties aan
bod gekomen. De afgeleide wordt bij TWIN aangekaart als
lincaire voortzetting vanuit ecn gegeven punt van een
kromme. Ter illustratie ccn klein stukje tekst uit het be-
treffende hoofdstuk:

4. Yaéll stapt op haar racefiets en vertrekt. Na vier seconden
heeft ze de snelheid bereikt waarmee ze wil blijven fietsen.
Je ziet de x-t grafiek van die eerste vier seconden.
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a. Teken het verdere verloop van de grafiek.

b. Met welke (constante) snelheid fietst Yasll uiteindelijk?
Als ze op t = 2 gestopt was met versnellen, dan zou ze zijin
doorgereden met de snelheid die ze op dat moment had.

¢. Hoe kun je, met dit gegeven in je achterhoofd, de snelheid
die ze op t= 2 had met de grafiek bepalen?

d. Voerje plan van ¢ uit.

De lijn van 4a en 4c¢ heet de lineaire voortzetting (LV) van de gra-
fiek in een punt. De helling van die lineaire voortzetting kun jein
dit voorbeeld opvatten als de snelheid die je had op het moment
van waar je de LV tekent.

5. Op t=4 begint een auto, die tot dan toe met een constante
snelheid reed, te remmen om vervolgens op t = 10 tot stil-
stand te komen. Van het remmen zie je een x-t grafiek.
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Wanneer reed de auto het bordje ‘0 m’ voorbij?

Welke snelheid had de auto toen hij begon te remmen?

¢. Wat is het meest opvallende verschil tussen deze LV en die
van opgave 4a?
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Onder andere met behulp van het programma LINVOORT
voor de GRM? wordt dit fenomeen getalsmatig verder ver-
kend. Dif programma genereert voor een in e voeren
functie, in cen op te geven punt de lincaire voortzetting
naar finks of naar rechts.

Uitcindelijk voert het getalsmatig beschouwen van een li-
neaire voortzetting voor iedere v tot de algemeen bekende
uitdrukking voor het differenticquotiént (met H>0 voor
de rechtervoortzetting en H<O voor de linkervoortzet-
ting). Met de GRM is deze procedure mooi te automatise-
ren voor elke willekeurige functie die bij Y1 wordt inge-
voerd en cen zelfgekozen waarde van H:

Flotl Flotz Flobx

M=ty CEFHI-Y G

Op deze manier wordt al te zwaar algebraisch manipule-
ren vermeden en blijf je als feerling en docent dichter bij
de betekenis van de afgeleide functie.

Bij een kieine waarde van H is Y3 al een heel realistische
benadering van de hellingfunctie.

Het examen: het gebruik van de GRM

Ben van de doclen van het TWIN-project is de integratie
van ICT-middelen in het leerproces, met name het gebruik
van de GRM. Vandaar dat we in het examen ook expliciet
aandacht wilden schenken aan het gebruik ervan. De op-
gaven 3 en 4 bevatten elk een aantal onderdelen die niet
zonder GRM kunnen worden opgelost. Daarnaast gebruik-
ten leerlingen de GRM ook bij onderdelen waarbij dat niet
expliciet de bedoeling was.

VLIEGEN met de GRM

Vraag 9 van opgave 3 (zie hiernaast) van het examen
dwingt de leerlingen de GRM te gebruiken. De vertaling
naar X en Y en het invullen van G maken deze vraag net
iets meer dan alleen maar reproductie. De windowinstel-
ling werd voorgeschreven om het nakijken voor de do-
centen iets makkelijker te maken.

Eén voorbeeld van de vele goede aanpakken:
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| OPGAVE 3 VLIEGEN

Een vliegtuig ondervindt twee soorten weerstand van de
lucht.

¢ De luchtweerstand F;
Deze weerstand is recht evenredig met het kwadraat van de
snetheid.
Voor een Boeing 747 geldt:

F,:3~V2

Fisin N, vis in m/s.

¢ De inductieweerstand F;
Deze weerstand neemt af als de snelheid groter wordt. Bij
een hogere snelheid van het viiegtuig is de luchtstroom on-
der de vleugels groter. En die luchtstroom is nodig om te kun-
nen vliegen.
F;is onder andere recht evenredig met het kwadraat van het
gewicht en omgekeerd evenredig met het kwadraat van de
snelheid.
Voor een Boeing 747 geldt:

2
4 G
F,-:7,5.104';5

Fien Gin N, envinm/s

De totale weerstand F; die een vliegtuig ondervindt, is de
som van de luchtweerstand en de inductieweerstand. Je
vliegt het meest efficiént met de snelheid waarbij de totale
weerstand het kleinst is.

Het startgewicht van een Boeing 747 is 4-10% Newton (400

ton).

Gebruik dit gewicht bij de vragen 9, 10 en 11.

6pl_19 Teken op de GRM de grafieken van F;, Fyen F;als

functie van v.
Gebruik als windowinstelling voor X: [0,500] en voor
Y: [0,1000000]
Maak op papier een schets van deze drie grafieken.

4p[_J10 Bij welke snelheid viiegt een Boeing 747 het meest
efficiént? Licht je antwoord toe.

6p[_J11 Bepaal de afgeleide van de functie F;
Controleer met de afgeleide functie het antwoord van
vraag 10.

Tijdens de viucht wordt het gewicht van de Boeing 747 klei-
ner door het enorme brandstof-verbruik van zo’n 10 ton per
uur. Een Boeing 747 vliegt non-stop van Amsterdam naar
San Francisco, een viucht van 11 uur.
De piloot wil de hele viucht op de meest efficiénte manier blij-
ven vliegen.
6p[_J12 Hoe moet hij zijn snelheid tijdens de viucht verande-
ren?
Leg uit hoe je dat onderzocht hebt.

De totale weerstand blijkt bij ieder gewicht G minimaal bij de
snelheid v waarvoor geldt: F;= F;
6p[_J13 Toon met de formules van F,en F; en de afgeleiden
aan dat deze bewering klopt.
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Bij vraag 10 is de meest efticiénte snelheid vaak gezocht
en gevonden bij het snijpunt van Y 1 en Y2. Dat roept het
GRM-plaatje makkelijk op, want bij dic x 15 /7, ook mini-
maal. et algebraisch aantonen daarvan is onderwerp van
vraag 13: een vraag die voor bijna alle leerlingen te hoog
gegrepen was.

Een goed gedocumenteerd antwoord op vraag 10:
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Een zeer compact beargumenteerd antwoord:
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Er werd ook door diverse leerlingen op de grafiek van Y3
gCcTRACEd om het minimum op te sporen:
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Bij vraag 12 was het de bedoeling dat met een (paar) an-
dere waarde(n) van G opnieuw het minimum van de som-
functic werd bepaald:
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Twee leerlingen genereerden met behulp van de GRM een
complete tabel van aangepaste snelheden. Per uur blijkt
de snefheid met 3,2 m/s omlaag te moeten.

Opgave 3 overziende, blijkt dat feerlingen goed gedocu-
menteerd de GRM kunnen inzetten bij vragen die niet di-
rect prijsgeven hoe hij moet worden ingezet (vragen 10
en 12). Het op papier weergeven van de GRM-grafieken
(vraag 9) blijkt niet de problemen op te leveren die vaak
worden verwacht.

De SCHAAFMACHINE met de GRM

In opgave 4 (zie volgende pagina) zijn de vragen 16 Um
20 direct gekoppeld aan de GRM. Ook voor de makers van
het examen was het verrassend om te zien hoe gelijkmatig
de snelheid is tijdens de schaafslag. Zoiets zie je niet zo-
maar aan de formule. De vragen 16 en 19 zijn heel mooi
op te lossen met een meetkundige bril op. Sommige leer-
lingen doen dat ook. De verwachting was dat het meren-
decl de GRM te hulp zou roepen. Veel leerlingen bleken
overigens helemaal niets te kunnen met deze serie vragen.
Achteraf bezien begrijpelijk, want er zit een extra compli-
catie in: de gratiek op de GRM wordt in de vraagstellingen
gekoppeld aan de context van de schaafmachine. Zie je
die koppeling niet, dan zijn de vragen erg moeilijk.
Vraag 16 zoals hij bedoeld was:

VnQXiM-lL wll-us(.}.a3 LL'“LJ. ek Cﬁgw\ :\)
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Vraag 17 was al afdoende beantwoord met de opmerking
dat de gratiek tussen maximum en minimum zo rechtlij-
nig is. Maar leerlingen zetten ook hier de GRM in. In de
les hebben de leerlingen met LINVOORT hellingen be-
paald:
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Hier een leerling die kennelijk zelf de optie dy/dx bij
CALC heeft gevonden:
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OPGAVE 4 De sterke-arm schaafmachine

Dit is een afbeelding van een sterke-arm schaafma-
chine.

Een ingenieus aandriffmechanisme zorgt voor de
heen en weer gaande beweging van de ram.

Alleen wanneer de ram naar links beweegt, wordt er
geschaafd: de schaafslag.

figuur 4

- — = =

Bij de terugslag (de beweging van de ram naar rechts) Z
wordt er niet geschaafd. E
- al -
'y
) “ h! ram
beitelkop 2
5 r: lengte krukpen
< «: draaihoek krukpen
w: hoeksnelheid krukpen
u(h):  uitwijking van de ram
o= -t
- _ . & . . _

In figuur 3 zie je dat aandrijffmechanisme.

Een hefboom is door middel van een krukpen en een
schuifblokje verbonden aan een krukschijf. De hef-
boom is met een schuifblokje bevestigd aan de ram.
De ronddraaiende beweging van de krukschijf wordt
hierdoor omgezet in een heen en weer gaande bewe-
ging van de ram.

figuur 3

Het rechter plaatje van figuur 3 toont de stand van de
hefboom aan het begin van de schaafslag.
De krukschijf draait met constante snelheid rond.

5p 114 Beredeneer aan de hand van figuur 3 waarom
de schaafslag langer duurt dan de terugslag.

De beweging van de ram kan met een u-tfunctie wor-
den beschreven.

Om deze formule af te leiden is in figuur 4 het aandrijf-
mechanisme schematisch weergegeven:

Het functievoorschrift van uis:

rcos(mt)

u(t) = 0,5 +rsin(wt)

4p 115 Leg uit hoe dit functievoorschrift met behulp
van figuur 4 kan worden gevonden.

De lengte van de krukpen en de hoeksnelheid worden
ingesteld op r=0,25men w =2 rad/s

Bij deze waarden ziet de grafiek op de GRM er als
volgt uit:

Plotl Flotz Flok:
Y180, 25cosiaxy | [WEHDOW
(8. 3+8. 255 1nC2K) Yman=5

2 _ nscl=.5
wie= Ymin=-1
N Ymax=1
NV Yscl=, 25
sWe= ¥res=1

Op werkblad 3 is de grafiek vergroot een aantal keer
afgedrukt.

Je kunt deze afdrukken eventueel gebruiken bij de be-
antwoording van de vragen 16 t/m 20.

4pQ16 Bepaal de hoek « (in graden nauwkeurig) die
hoort bij het begin van de schaafslag.

Het mooie van dit aandriffmechanisme is dat de
schaafbeweging met een vrijwel constante snelheid
verloopt.

4p 117 Waaruit blijkt dat die snelheid vrijwel constant
is?

4p (118 Bepaal de snelheid van de ram halverwege de
schaafslag.

4p 1 19 Bij welke draaihoek o (tussen 0 en 27) heeft de
ram zijn maximale snelheid?

4p1 20 Bepaal de grootte van die maximale snelheid.
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Bij vraag 18 moet eerst bedacht worden dat dan de uitwij-
king nul is. Dan kan daar met LINVOORT de helling wor-
den bepaald.

halverwege schaafsiag Isde wce) o
op o/t punt iz desnelhesod Mmaxi maal
tcw) o berekend me¥  1ncliuleyzeros

x=o,{9s dearna 2nel cale cysle—>

019 = -0,67 = =3 m/s
naar beneden

Of je moet bedenken dat de hoek dan /2 moet zijn, zoals
de volgende leerling weet. Hij gebruikt ook nog de “afge-
leide’ zoals die in de les aan bod is geweest:

Molab wity gohbond Dk % e Ve uakich.
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Een mooie natuurkundige/meetkundige oplossing van
vraag 20 van een leerling die de horizontale hoeksnelheid

van de krukpen uitvergroot naar de bijbehorende snelheid
van de ram:
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En tenslotte: als je bij vraag 18 al slim was, komt dat bij
20 te pas:

0ol hfmlnl ol.m.u, G(M 2 menw CALC

=) MaXinmhm op d.b Ll'(e) raﬂ ele =N VY=2
a' gnglLv(oL = v= 2 m/).

Bij opgave 4 konden de leerlingen niet met algebra aan de
gang omdat ze de quotiéntregel niet hadden gehad. Er
blijkt dan een rijke variatie aan aanpakken met de GRM te
Zijn.
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And now for something completely different ......

Een aantal leerlingen heeft de GRM ook gebruikt bij vra-
gen die daarvoor niet waren bedoeld. Bij de vragen 5 en
7 vonden we een paar originele aanpakken.

Met figuur W3 van het werkblad moesten twee vragen
worden beantwoord:

10 log(D) =y
PLANKTEN 1 1 STERREN
1= | I spica
I I castor
Une | Q Zon
Jupiter Oslcr van Barnard
I— saturnus m_m\“.

uranus (23 rode dwergen

neptunus I

grensgebied
I | 1 L | 1 1 | 1 1 1

A maan

1 log(M) =x

5 Toon aan dat de formule y = Ex — 0.2 de getekende lijn
goed beschrijft. :

7  Bepaal voor sterren een formule voor het verband tussen M
en D, met behulp van figuur W3.

In het TWIN-materiaal wordt de GRM soms gebruikt om
via regressie een functievoorschrift te vinden bij een
functie waarvan alleen de grafiek of een tabel bekend is.
Een aantal leerlingen heeft deze optie gebruikt bij de vra-
genSen 7.

Deze leerling zoekt ‘mooie’ punten op de lijn, waarna de
regressielijn wordt bepaald met de GRM:
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Y= erx+ . ‘
C=9,33333 % 2
be -2, (6‘66 ~ o,
comelose: ol {ormlc klopt.

De volgende leerling ziet bij vraag 7 direct vanuit de tabel
dat y = x de gezochte lijn moet zijn. Als controle laat hij
deze lijn door de GRM eerst bepalen met regressie en ver-
volgens plotten. Ten slotte controleert hij dat deze echt
door de bewuste punten heengaat.

M
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Als controlemiddel is de GRM zeker ook nuttig. Dat het
niet altijd goed gaat, toont de volgende uitwerking van
vraag 5:

wiby. kit prograrma  fomvont Lo ik
0" el | olee 5 i clechaaed o33
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Deze redeneerkronkef laat duidelijk zien dat de GrRM de
leerlingen niet al het denkwerk uit handen zal nemen. De
leerling zal zich meer dan ooit af moeten vragen waar hij
mee bezig is.

Aandachtspunten

Vanuit bovenstaande voorbeelden en de totaalindruk van
het werk van alle 79 leerlingen zijn er een paar punten die
aandacht verdienen met betrekking tot de inzet van de
GRM bij een examen.

Veelkleuriger aanpak

Het toestaan van de GRM draagt bij aan een breder aan-
pakgedrag van leerlingen dan wanneer vragen alleen
maar algebratsch mogen worden behandeld. Direct daar-
mee verbonden ontstaat ook een bredere variatie aan min
of meer goede aanpakken. Het waarderen met punten
wordt daardoor natuurlijk moeilijker. Bewust is in de
meeste gevallen bij het hier getoonde werk van leerlingen
geen uitspraak gedaan over de kwaliteit van de oplossing.
Uitspraken daarover hangen teveel samen met het onder-
wijs dat wordt getoetst en het doel waarvoor de wiskunde
wordt onderwezen.

Feit is wel dat je als docent met aanpakken wordt gecon-
fronteerd die je in het verleden niet zag en die moeten
worden beoordeeld op hun correctheid. Dat leidt vanzelf
tot het volgende aandachtspunt.
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Wiskundige correctheid
De volgende uitwerking van vraag 5 werd voorgeleed
aan TWIN-volgschooldocenten:

hel Gehublp van Ti P35
/‘W Ll L2
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Strikt genomen beantwoordt deze leerling de vraag niet.
Het is dus verdedigbaar om nul punten toe te kennen.
Bijna unaniem waren de docenten echter van mening dat
alle punten gegeven moesten worden. Belangrijkste argu-
ment: hij toont inventiviteit bij het aanpakken van een
probleem en hij geeft een volledige verantwoording.
Waarom zou je hem verwijten dat hij niet de platgetreden
paden volgt? Eens te meer realiseerden we ons op dat mo-
ment dat binnen TWIN een programma is gemaakt waarin
niet de traditionele wiskundige correctheid voorop staat,
maar de bruikbaarheid van wiskundige methodieken om
praktijkproblemen aan te pakken. In dat kader is zo'n
aanpak met de GRM volledig verdedigbaar.

Gegeven het onderwijsprogramma en het toestaan van de
GRM lijkt het goed om niet per definitie vast te houden
aan traditionele waarden. Natuurlijk maakt het uit over
welk programma je praat. Maar ook binnen de ‘harde’ va-
riant (N&T) is herbezinning op wiskundige correctheid
in het licht van de technologie op zijn plaats. Kijk bij-
voorbeeld eens naar vraag 10: zonder GRM was een leer-
ling niet eens op het idee gekomen om de ‘“fout’ te maken
een minimum te bepalen bij het snijpunt van twee grafie-
ken. Maar even spelen met de GRM maakt zonneklaar dat
minimum en snijpunt bij dezelfde X optreden. Reden te-
meer natuurlijk om een vraag als 13 te stellen, hoewel die
voor de TWIN-leerlingen net iets te ver ging.
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Extra hulpmiddelen

De leerlingen bij dit examen beschikten zomaar over het
programma LINVOORT. Daarmee konden ze hun voordecl
doen bij het beantwoorden van vragen of het controleren
van het (rekenywerk. In dit geval was dat nict erg: alle
leerlingen was door hun docent verteld dat ze dit pro-
gramma in hun GRM moesten meenemen naar het exa-
men. Volgend jaar zijn er ook feerlingen dic een andere
methode gebruiken en die hebben dat programma dan
misschien niet. Wat voor LINVOORT geldt, is natuurlijk
ook algemeen geldig: een leerling kan met eigen inventi-
viteit (surf maar eens over het net ...) of met hulp van cen
docent een aardig arsenaal aan extra hulpjes opnemen in
het GrRM-bestand. Realiseren we ons wel hoe dit de resul-
taten bij een examen kan betnvloeden?

Docent afhankelijkheid

Het is duidelijk dat het invoeren van de GRM in het TWIN-
programma heeft geleid tot intensicf gebruik ervan. Naast
het uit handen nemen van veel reken- en tekenwerk wordt
de GRM ook gebruikt als onderzoeksmiddel en als contro-
lemiddel. Vooral bij deze laatste twee toepassingen lijkt
de docent grote invloed te hebben op het al dan nict zin-
vol gebruiken van de GRM door de leerlingen. Opvallend
bij dit examen was dat bij de enc klas de GRM alleen werd

De Nationale Doorsnee (DND)

In het vorige nummer van de Nieuwe Wiskrant heeft u
kunnen lezen over het grootschalige statistiekproject De
Nationale Doorsnee. Dit project is bedoeld voor alle leer-
lingen van klas 1 en 2 van het voortgezet onderwijs. In
het volgende nummer van de Nieuwe Wiskrant zal er
meer aandacht worden besteed aan DND.

Handig om al te weten zijn onderstaande data.

Belangrijke data voor DND

Februari tot mei

Voorbereiding van het project door APS, CBS, Freudenthal
Instituut, NVvW, SLO, stichting WeTeN en stichting Wis-
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ingezet bij vragen waar dit vereist werd, terwijl in een an-
dere klas veel leerlingen hem juist ook bij andere vragen
gebruikten. Dit laatste duidt op cen flexibeler en zekerder
houding van de leerlingen ten aanzien van de GRM. Deze
zal pas tot stand kunnen komen als de docent tijdens de
les stimuleert de GRM te gebruiken. Een grote rol daarbij
zal weggelegd moeten zijn voor reflectie op het gebruik
van de GRM. De leerling zal mocten begrijpen wat hij op
de GRM aan het doen is. Ook moet hij de mogelijkheden
en onmogelijkheden van de GRM leren kennen. Als dezce
voorwaarden echter vervuld zijn, kunnen de leerlingen
met onverwachte oplossingen komen dic zonder de GRM
nooit bereikt zouden zijn.

Maarten Jaspar, HvU/FEO
Henk van der Kooij, Freudenthal Instituut

Noten

[ 1] Het volledige examen met bijlagen en uitwerkingen is
te downloaden als PDF file op de TWIN-site:
www_fi.uu.nl/twin

[2] Het programma LINVOORT is als TI 83 programma te
downloaden op de bovengenoemde TWIN-site. Daar-
voor is wel een GRAPH-link nodig.

kunde 2000. Aankondigingen in Euclides, Nieuwe Wis-
krant en Nieuw Archief voor Wiskunde.

Begin juni: Pilot, testen van de logistiek van het project.
Juni, week 25: De wiskundesecties ontvangen de in-
schrijfformulieren en informatiepakketten.

September, week 39: De wiskundedocenten ontvangen de
deelnemerspakketten.

10 oktober, de dinsdag in de WeTeNschaps- en Techniek-

week: Onthulling van De Nationale Doorsnee en de uit-
reiking van de prijzen.
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