Keuzeonderwerp computeralgebra
C-opdrachten 

Maak deze opdrachten in TI Interactive en in lever ze in voorzien van de nodige tekst tussen de Math Boxes. Soms moet je van de helpfunctie van TI Interactive gebruik maken om verdere mogelijkheden van het programma te verkennen.

C1 Faculteiten

Als je faculteitsgetallen bekijkt, b.v. 40! dan zie je op het eind een groot aantal nullen staan.  Dat heeft er mee te maken dat je behalve een aantal keren met 10 te vermenigvuldigen ook een aantal keren met een tweevoud of een vijfvoud vermenigvuldigd.

Als je met TII probeert 2003! te berekenen dan lukt dat niet meer.  In deze opdracht  proberen we een manier te vinden om het aantal nullen op het eind van zo'n faculteitsgetal te berekenen zonder die faculteit zelf uit te rekenen.  De opdrachten a t/m d proberen je op het spoor te brengen.   

a
We gaan het aantal factoren 2 in (2n)! onderzoeken. Zoals bekend kun je met ‘factor’ ook getallen in factoren ontbinden. Kies n = 1, 2, 3, 4, en 5. Heb je een vermoeden?

b
De huwelijksdatum van Willem Alexander en Maxima is 2-2-2002. Dat zijn een boel tweeën. (22002)! bevat een heleboel factoren 2. Bereken dit aantal exact. Lukt het ook om (22002)! exact te berekenen?

c
We bekijken nu (5n)! Onderzoek het verband tussen n en het aantal factoren 5 in (5n)!. Bepaal tenslotte het aantal factoren 5 in (5800)! exact.

d
Probeer te beredeneren waarom de formules die je hebt bedacht voor het aantal factoren 2 en 5 in getallen als (2n)! en (5n)! iets te maken hebben met de som van een meetkundige rij.

e
Hoe zit het eigenlijk met het aantal factoren 2 in n! als n geen macht van twee is? Misschien kan het volgende schema je helpen:
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 Als m niet priem is is het lastiger het aantal factoren m in (mn)! te berekenen.

f
Onderzoek eens hoe dat zit, b.v. met (6n)! Kun je hier een "formule" voor bedenken?

g
Bepaal het aantal nullen bij 2005!

C2 Oppervlaktebenadering
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We willen in deze opgave methoden bekijken om de oppervlakte van de staafjes bij de bepaling van een oppervlakte met een Riemannsom nauwkeuriger te maken. 

Hierboven is van twee functies de grafiek getekend. In beide gevallen wordt de oppervlakte onder de grafiek tussen x1 en x3 benaderd met behulp van een Riemannsom met twee deelintervallen. Als hoogte van de twee staafjes is gekozen: gemiddelde van linkergrens en rechtergrens.

a
Ga na dat de Riemannsom in beide gevallen gelijk is aan:                            
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Deze methode staat in de praktijk bekend als de trapeziumregel. Waarom?

b
Stel dat je het aantal staafjes vergroot. Leg uit dat in het linkerplaatje de benaderde oppervlakte altijd te klein zal zijn en in het rechterplaatje altijd te groot, hoe groot je het aantal staafjes ook neemt. 

Misschien is het mogelijk op grond van de drie functiewaarden  f(x1),  f(1/2(x1+x3)) en f(x3) een benadering van de oppervlakte te vinden die beter rekening houdt met de vorm van de grafiek. Het middelste punt zal dan zwaarder moeten tellen. Je kunt de uitdrukking 
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 als een soort gewogen gemiddelde van f(x1), f((x1+x3)/2) en f(x3) beschouwen. Stel we tellen het middelste punt niet 2 keer maar k keer. We krijgen dan: 
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c
Bekijk de volgende integralen: 
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Onderzoek bij welke waarden van k de uitdrukking 
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 deze integralen exact weergeeft.
Bekijk ook
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Bij tweede- en derdegraads functies is iets bijzonders aan de hand, zoals zal blijken uit de volgende onderdelen. 

d
Bepaal het getal k  zo, dat de waarde van 
[image: image11.wmf]1

2

0

xdx

ò

 exact weergeeft. (Kies dus x1=0 en x3=1)

e
Onderzoek of je met de gevonden waarde van k ook 
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 voor alle x1, x3, a, b en c exact kunt bepalen.

f
Levert de gevonden waarde van k ook exacte benaderingen voor derdegraads veeltermen? En voor vierdegraads of hogeregraads veeltermen? Bestudeer de nauwkeurigheid van deze methode voor andere functies door nog eens naar de integralen in onderdeel c te kijken.

De methode die je in de onderdelen d, e en f hebt bestudeerd staat bekend als de regel van Simpson.  Deze houdt dus in dat je de oppervlakte onder de grafiek van een tweedegraads functie en een derdegraads functie exact kunt bepalen met behulp van de functiewaarden in de twee randpunten en het midden. Deze methode wordt ook veel gebruikt bij andere functies maar dan moet hij wel over meer deelintervallen worden toegepast. Het verkregen resultaat is dan natuurlijk niet meer exact maar geeft vaak wel een betere benadering dan de trapeziumregel herhaald toegepast. Voor het vervolgonderzoek is er een aantal mogelijkheden. Maak hieruit een keuze of een combinatie.

I. Meer deelpunten in een interval nemen. Er moeten dan weer bepaalde gewichtsfactoren worden genomen. Hieronder een lijstje afkomstig van de documentatie van een  bepaald programma (Expression Calculator, http://excalc.vestris.com/docs/index.html)  

· Simpson:  1/6 4/6 1/6 

· Newton:   1/8 3/8 3/8 1/8 

· Boole:   7/90 32/90 12/90 32/90 7/90 

· OrderSix: 19/288 75/288 50/288 50/288 75/288 19/288 

· Weddle: 41/840 216/840 27/840 272/840 27/840 216/840 41/840 

Deze methoden werken goed voor bepaalde veeltermfuncties. Onderzoek voor welke.Veeltermfuncties kun je het best classificeren met behulp van de graad (hoogste macht van x die voorkomt).  Probeer ook eens andere dan veeltermfuncties (exponentieel, periodiek, logaritmisch). 

II. Je kunt de trapeziummethode of de regel van Simpson of de uitgebreidere methoden  met meer gewichten uit optie I ook gebruiken om oppervlakten onder grafieken te bepalen als je het functievoorschrift niet kent, maar alleen een aantal meetpunten. Het examen Wiskunde B12 van 2001 (eerste ronde) beschrijft zo'n situatie in de opgave "Oppervlakte benadering". In dit examen wordt de trapeziumregel voor meer deelintervallen gebruikt. Je kunt dit examen downloaden van http://home.wxs.nl/~hklein/a6/examens.htm.
Verzin een relevant experiment bij een van de vakken natuurkunde, scheikunde of biologie waar je deze methoden van oppervlaktebenadering zinvol kunt gebruiken, voer het experiment uit en bereken de gevraagde oppervlakten met behulp van enkele van deze methoden. 
Om te oefenen of in plaats van zelf een experiment te doen, zou je ook de volgende gegevens kunnen gebruiken:

[image: image13.wmf]x

i

f

x

i

 = [image: image14.wmf]0

0

1

0.181

2

0.268

3

0.244

4

0.162

5

0.082

6

0.033

7

0.010

8

0.003

.

III. Meer deelintervallen nemen.
Als je het gebied tussen x1 en x3 in meer deelintervallen wilt verdelen, krijgt de trapeziumregel een vorm als:
 (½f(x0)+f(x1)+f(x2)+.........+f(xn-1)+½f(xn))*(x. Leg dit uit.
De regel van Simpson krijgt dan een vorm met coëfficiënten 1, 4, 2, 4, 2......4, 2, 4, 1.  Leg dit uit en geef de precieze vorm. 
Gebruik deze uitgebreide regel van Simpson om voor een paar zelf  gekozen integralen (geen veeltermfuncties) een benadering te geven die aan een aatnal door jou te formuleren eisen voldoet. Vergelijk het resultaat met dat van de trapeziumregel en met de exacte waarde of de benadering die TII geeft. Probeer de berekeningen kort te houden m.b.v. de opdracht ‘sum’ (().

C3   Een gewichtig probleem
Markies de l’ Hôpital was een wiskundige die leefde in de 17e eeuw. In 1696 publiceerde hij het boek ‘Analyse des infiniments petits’, dat als één van de eerste leerboeken in de analyse wordt beschouwd. De inhoud van dit boek is grotendeels niet door l’Hôpital zelf bedacht, maar door zijn leermeester Johann Bernoulli, die een veel groter wiskundige was. De (niet zo rijke) Bernoulli had met de kapitaalkrachtige markies een contract afgesloten, 
dat l’Hôpital het recht gaf om alle wiskundige ontdekkingen van Bernoulli te publiceren. Zo leeft de naam van l’Hôpital dus nog steeds voort in de zogenaamde stelling van l’Hôpital, die bedacht is door Bernoulli.
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Het volgende probleem is afkomstig uit ‘Analyse des infiniments petits’.

Aan de uiteinden van een horizontale lat zitten twee touwtjes van ongelijke lengte. Aan het uiteinde van het linkertouwtje (het kortste touwtje) wordt een katrol bevestigd en door deze katrol wordt het rechtertouwtje gehaald, waarna aan het uiteinde van dit touwtje een gewicht wordt gehangen. Hierna wordt het geheel losgelaten, waarop het gewicht verschuift totdat een evenwicht bereikt wordt. De vraag is nu, welke positie het katrol en het gewicht zullen innemen als het geheel in evenwicht is.
Uit de natuurkunde is bekend dat het blok de laagst mogelijke positie zal innemen. Deze positie zal uiteraard afhangen van de gekozen lengtes van de touwtjes en de lengte van de ophanglat. Je mag het gewicht van de katrol en de touwtjes ten opzichte van het gewicht van het blok verwaarlozen. Tip: Begin eens met een voorbeeld waarin de horizontale lat 1 meter, het kortste touwtje 40 centimeter en het rechtertouwtje 1 meter lang zijn.

C4 Goten
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Van platen zink van 60 cm breed worden goten gemaakt voor een bevloeiingssysteem. Hiernaast zijn in dwarsdoorsnede enkele mogelijke vormen van zo'n goot afgebeeld. Bij welke waarden van de opstaande rand en van de hoek met de bodem kan de goot zoveel mogelijk water verwerken? Zou het beter zijn om de goot in de vorm van een halve cirkel te maken?
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C5   Vouwlijn

Een rechthoekig stuk papier is 6 cm breed en 12 cm lang. Het papiertje wordt zó gevouwen, dat het hoekpunt rechtsonder precies de lange kant er tegenover raakt.

Bereken de minimale lengte van de vouwlijn.
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