| Vectoren in R2

1.0 Inleiding

Eenvectoris een wiskundig begrip daentraalstaat in deviskundezelf, maar dat
ook een grote rol speelt in ander vakken, in hebhder denatuurkundeen deeconometrie

In dit hoofdstuk staat de wiskundige aanpak varbkegtip vector en de
eigenschappen ervan op de voorgrond. Hierbij woadrukkelijk onderscheid gemaakt
tussen de abstracte, algebraische definitie eraiargm het begrip vector en de visuele
interpretatie van deze definitie en aanpak. Wedndzer niet voor de meest algemene
abstracte algebraische definitie van vectoren, bbdig enigszins besproken wordt in het
aanhangsel van §l.1

Maar ook de hier gekozen algebraische aanpakzis @bstract dat we deze niet
consequent zullen volhouden. Veel abstracte alggira bewijzen zullen worden vervangen
door visuele, meetkundige argumenten. Een puuratetbenadering is vaak omslachtig en
ondoorzichtig, terwijl de betekenis van veel vamalabstracte begrippen juist duidelijk wordt
door een meetkundige beschouwing. Voor een eeesti@gmaking is een puur algebraische
benadering van vectoren daarom ongeschikt.

Bovendien maakt juist de meetkundige interpretadie het vectorbegrip het mogelijk
om de overeenkomsten en de verschillen tussengleimdige en de natuurkundige
benadering van dit begrip af en toe aan de ordeetken.

In dit hoofdstuk komt verder af en toe aan de avdar het juist in latere
hoofdstukken om zal draaien: De zogenoefhrsire transformatiesdat zijn speciale
bewerkingen op vectoren die leiden tot andere ventdeze transformaties zijn ook in de
natuurkunde en in de econometrie van groot belaagy deze tekst kan daar helaas niet op
ingaan.

Wat een vector is en wat lineariteit van vectargroudt wordt besproken in de
volgende paragraaf 8I.1.



|.1 Basisdefinities

In deze paragraaf komt alleen de algebraische leengdsan het begrip vector aan de orde.
Het meetkundige beeld komt pas in de volgende paafhgan bod.

In het aanhangsel wordt geschetst hoe vectoreemmeer abstracte manier kunnen worden
gedefinieerd.

Definitie
Eenvector d in R? is eerkolomvan twee reéle getallem en a,:

)

De reéle getallena, en a, heten dé&kentallenof decomponenteran de vectoa

Opmerking

a
Een vector ind in R® is een kolom van drie reéle getallan a, ena,: a=| a,
8

&
Een vector ind in R" is een kolom van reéle getallera,,...,a,: a=| :

a,
Wij beperken ons hier tot vectoren R, maar vaak is wat iiR*> wordt gedefinieerd en
bewezen eenvoudig uit te breiden naar vectoreR"in

Doel van deze paragraaf is om de egystelgene onderzoeken vamet meer danwee
bewerkingemmet vectoren: deptellingvan twee vectoren en dehalingvan een vector.

We geven eerst de definities van de beide bewegkindaarna enkele getallenvoorbeelden en
vervolgens bespreken we enkele algemene eigensatapp

Definitie
Aan elk paar vectorea = ( jen b= ( j in R?is een nieuwe vector toegevoegd, genaamd
enb,e

en genoteerd alé+b . Deze optelling wordt gegeven door
_ +
a+b= (ai blj
a,+b,

Aan elk reéel getdl en elke vectoad = (aij IS een nieuwe vectota toegevoegd,

deoptellingof somvan a

Definitie

gedefinieerd door



Deze bewerking heet dehalingvan devector a met eerschaalfactori.
Aa wordt ook devermenigvuldiginggenoemd van deector amet descalarA/.

Getallenvoorbeelden

2 - (4
1) Laata =(3] enb =( 5] , dan geldt voor de som van de eerste vector mevekde

~ 2+4 — 6
a+b= ,dw.z.a+b= . Voor de som van de tweede vector met de
3+(-5) -2

~ 4+2 _ 6
eerste geldb +a= , dusb+a= .
(-5)+3 -2

De optelling van vectoren blijkiommutatiete zijn.
Dit betekent dat het er niet toe of eerst de veatavordt genomen in de optelling en

dan de vectob of dat eerst de vectdr wordt genomen en dan de vector
(Commuteren is een ander woord veerwisseler) In formule betekent de

commutativiteit van twee vectorenenb : d+b=Db+ a.

-~ (0
2) De vector0 = (OJ wordt denulvectorgenoemd inR?. Voor alle vectorerd = (Zj
geldta+0=0+a=a.

Immersé+6:(a1+oj:(alj:é en 6+é=(o+alj=(aij=é.
a,+0) (& 0+a,) (&

-2)[4
(-2) j dus de schaling van de vectar met

(=2)=3)

-8
de schaalfactor-2 levert de vecto(-2)a :( 6 j

4
3) Laata = (_3} dan geldt(-2) @& = (

Opmerking

De optelling inR? van de vectoref = (Zj enb = (blj wordt ook in termen van alleen de

s/ Havs

Ook de vermenigvuldiging met een scaldan in termen van alleen de kentallen worden

Verdere getallenvoorbeelden

2y - (4 3
4) Laata:( ) ,bz( j en éz( ) dan geldt
3 -5 3

IS A (F{J omerwrrres(]

kentallen geschreven



5)

6)

Verder geldt

S Jevesemroy

Er geldt dus(@+b)+¢=a+(b+9
Deze eigenschap van de optelling van vectoren wd@dssociativiteitgenoemd.

Het doet er niet toe of we eerst de vectogieen b via de optelling met elkaar
associéren en vervolgens bij deze optelling deovetbptellen (linkerlid) of dat we

eerstb en ¢ via de optelling met elkaar in verband brengenamwkrvolgens deze
optelling bij de vecto@ optellen (rechterlid).

Bij de optelling vermenigvuldiging van getallbastaat het “haakjes wegwerken”. Zo
geldt voor de reéle getallgnqg enr dat (p+ q) [t = p[t+ qLt . Deze eigenschap van

getallen wordt delistributiviteit genoemd: de vermenigvuldiging met een som wordt
over de afzonderlijke termen van de som gedistaeldiéverdeeld).

Deze eigenschap blijkt ook bij optelling van tweetoren en vermenigvuldiging met
een scalar te gelden.

4) . (4
Laatéz(_sj, b :(_1) en A =-2dan geldt

of et s
{2l

Er is duddistributiviteit over de vectorsami (a+b)=Aa+Ab
Er bestaat oo#istributiviteit over de som van scalarél + y)a = Aa+ ua

(-2+ 5)(_43j - {_‘g - { fa dwz.(A+p)a= tgj
o 4 D205 o ame ()

Dus inderdaad A(+ 4 &= Aa+ ua.

4
Bijvoorbeeld laata =( j A=-2 en u=5 dan geldt

Deze voorbeelden zijn bedoeld om gevoel te krijgeor de algebraische gevolgen van de
definitie van optelling van vectoren en de defenitan schaling van een vector.
De combinatie van vectoroptelling en schaling van eector wordt déneariteit van

vectoren genoemde volgende paragrafen en hoofdstukken vormentmden uitgebreid

onderzoek naar de gevolgen van deze lineariteit.

We komen we nu op hoe hetrschilvan twee vectoren kan worden geformuleerd metlpbehu
van de lineariteit. Zoals uit de volgende definiga het erop volgende voorbeeld, blijkt kan

dit verschil worden gedefinieerd vanuit de genoemgtelling en schaling. Dit is een

voorbeeld van het feit dat we alleen optelling elmading nodig hebben om alle andere min of

meer vanzelfsprekende bewerkingen kunnen definidieeve met vectoren zouden kunnen
uitvoeren.



Definitie

Aan elk paar vectoreden b in R? is een nieuwe vector toegevoegd, genaamdérsthil

of aftrekkingvan & metb , en genoteerd ald-b . Dit verschil wordt gedefinieerd door
a-b=a+(-1)b

Voorbeeld

2 ~ (4
Laatéz( jenbz( j,dangeldt
3 -5

2 4 2) (-4 (-2 - (=2
+(-1) = |+ = ,dw.z.a+(-1)b=
3 -5 3 5 8 8
Naief met kolommen werkend zouden we krijgen
2 4 -2 N )
- = ,dw.z.a-b=
LS emease( ]

Dit betekent dat de formele definitie van het vailsean vectoren en het min of meer
vanzelfsprekend aftrekken van de kolommen tot ffelzeesultaat leiden.

In het verlengde van de definitie van het verstlssen twee vectoren staat het begrip
tegengestelde van een vector.

Definitie
Detegengesteldean een vectod in R? is de vector(-1)d, die wordt genoteerd alsa.

Stelling
Van iedere vecto in R?is de som met zijn tegengestelde de nulvectorz daw-.-a=0.
Bewijs
Laata = (aij danis-a=(-1l)a= (—1)(6‘1} = (_aij _
% 3,) (-3

Er geldt(aij{_alj:[a‘Jr_alj :(Oj, dw.z.a+-a=0
2 —& at+t-a 0

Opmerkingen

1) De hier gegeven stelling en het hier gegevenjbain kenmerkend voor veel van
wat in het volgende gebeurt: diellingwordt gegevein termen van de pijlnotatje
hetalgebraische bewijgebeurimet behulp de kentallen in kolommen

2)  Het verschila-b van twee vectored@ metb wordt ook gegeven dodi+-b

Als slot van deze paragraaf de volgende algebraidefinitie. Zoals in de volgende paragraaf
over het meetkundige beeld van vectoren zal bljjkamgt deze definitie van d@rmdirect



samen met de stelling védythagoras Verderop in dit hoofdstuk zal ook blijken dat dez
norm samenhangt met het uiterst belangrijke begpinproduct van twee vectoren .

Definitie

De lengteof norm |&| van een vectod = (Zj in R? is het geta|a| =/a* + &’

Opmerking

De norm kan ook via alleen de kentallen wordegadtukt:

)

Voorbeelden

2
1) Laata = (3} dan

2
(3)‘ 713 =13, dw.z|a T3,
2) Vermenigvuldigt men de vect@ met de scala% dan ontstaat een vector die wordt

genoteerd al&€, . DUs€, = H a
a

Dit wordt deeenheidsvectagenoemd die samenhangt met de ve&tor

—

Voor de norm van deze vector geldl = /(T) (7_3 =+ =1

Dus denorm van een eenheidsvecisgelijk aanéén

Opmerking over regels bij het werken met wortels uigehele getallen

Bij het werken met wortelgelden ondermeer de volgenhee regels

1) Staat de wortel uit een geheel getal in de noewe een breuk dan moet deze uit de

noemer verdwijnen. Uiteindelijk horen alleen intdker wortels voor te komen

2) Als een geheel positief getal onder de wortélpneduct is van een kwadraat van een

ander positief getal en nog een positief getalrdart het kwadraat uit de wortel
worden gehaald.
Dit heeft tot effect dat het gehele getal ondewdetel zo klein mogelijk is.

Voorbeelden
1) GegevenHet getalﬁ—3

Gevraagd Haal de wortel uit de noemer

OplossmgT 7—3% (JJ_;?’)Z -vi3- 113



2)

3)

4)

5)

GegevenHet getaljF waarbijp positief geheel is

Gevraagd Toon aan dat geldf]l6 = %\/B

Oplossing 315 :7133\/% = (gz :@ -1/p

De essentie is dus dat teller en noemer wordenesagwuldigd met\/ﬁ waardoor er

ol

in de noemer een kwadraat vaip ontstaat. Door dit kwadraat verdwijnt de wortel in

de noemer
Voor de eenheidsvector uit bovenstaand voorbéelegkent dit dat bij de kentallen

V13 uit de noemer moet verdwijnen.

2
5 (313

Een voorbeeld van de tweede regel

GegevenHet getal/96

Gevraagd Maak het gehele getal onder de wortel zo kleigahik

Oplossing 96 is het product van 16 en 6, waarbij 16 hetdoaat van 4 is. Volgens de
regel wordt 16 onder de wortel vandaan gehaald.

J96=/1606=/16/ 6= 4/ ¢

GegevenHet getali

J72

Gevraagd Herleid dit getal met behulp van bovenstaandelsegn schrijf de breuk
met de gehele getallen zo eenvoudig mogelijk

Oplossing
4 4 72 4 \/—
= =—+/72 eerste wortel regel
NT72 72472 72 °

:é\/72 breuk vereenvoudige
:é\/ 36]2:% &/ 2 tweede wortel regel

:g\/_z breuk vereenvoudige



Aanhangsel: Axioma’s van een reéle vectorruimte

In de benadering waarvoor in deze tekst is gekemadenvectorengezien alkolommen met
n reéle getallenvaarbij een min of meer voor de hand liggeogeelling voor deze vectoren
is gedefinieerd en een min of meer voor de hargehgeschaling van een vector met een
reéel getal

Dit aanhangsel beoogt een indruk te geven vanrhde wiskunderectoren op een meer
abstracte maniekunnen worden gedefinieerd dan via kolommenrvaggéle getallen. Het
belang van deze benadering is dat de ervaring éikier opdoen bij het werken met vectoren
als kolommen, aldus gebruikt kan worden bij totadere wiskundige objecten als
kolommen. Aan het eind van dit aanhangsel geveaemevoorbeeld van zo’n ander object.
Echter voor het begrijpen van de volgende paragrafehoofdstukken van deze tekst is wat
nu volgt niet nodig.

De abstracte manier van werken gaat uit van zogedeaxioma'’s Dit zijn degrondregels
waarvan zonder nader bewijs wordt uitgegaan edelieasis leggen voor de wiskundige
structuur waarmee zal worden gewerkt. Vanuit dedenaa’s moeten alle andere
eigenschappen binnen de structuur worden afgeletdoehulp van logische redeneringen. De
belangrijkste eigenschappen worden geformuleedz imorm varstellingen Eenbewijsbij

een stelling is een logische redenering die uitgaatde axioma’s en de stellingen en
eigenschappen die reeds eerder bewezen zijn, wdarbonclusie van de redenering één van
de eigenschappen oplevert die in de stelling &jlognuleerd. Als alle eigenschappen in de
stelling zijn bewezen heet het bewijs van de sigliompleet of volledig.

Aan axioma’s worden bepaalde eisen gesteld. Dagsjleste is dat zigpeeninnerlijke
tegenspraalof contradictiebevatten. Dit heet deonsistentievan de axioma’s.

Zou men bijvoorbeeld bij de gehele getallen hebara hebben: “Als een geheel getal
gedeeld wordt door een ander geheel getal dareanttijd een nieuw geheel getal”, dan is
er een tegenspraak in het geval dat het eerstedgstan het tweede getal 6. 4 gedeeld door 6
bestaat niet bij de gehele getallen, immers heiteest is de breuk 2/3. Het axioma is wel
geldig bij de breuken, mits er maar niet wordt gedeloor O.

Is er sprake van een contradictie dan spreekt raknvel van eemmngerijmdheid

Overigens is het meestal een zeer ingewikkelde aaeian te tonen dat de axioma’s van een
zekere wiskundige structuur contradictievrij zijn.

Naast de axioma’s zijn er definities Sommige definiéren objecten waarmee binnen de
algemene structuur wordt gewerkt. Andere leggeeigienschappen van een bijzondere
structuur vast binnen de algemene structuur drastgelegd door de axioma’s. Binnen de
algemene structuur zijn er dan ook andere bijzandeucturen mogelijk met andere
eigenschappen. Als men bijvoorbeeld werkt met dggroemdeaxioma’s van Hausdorff
voor de reéle getalledan zijn er extra definities nodig om vast telsteivat een geheel getal
is. Echter de positieve breuken vormen een ondevdeade reéle getallen met andere
eigenschappen.

Uiteraard geldt ook voor definities dat zij zowelderling consistent moeten zijn als
consistent met de axioma’s.

In deze tekst zijn de drie axioma’s van de veciortet R* de definitie van een vector als
kolom van twee reéle getallen samen met de tweeities voor optelling resp. schaling, dus
samen met de definitie van lineariteit. De nadefindie vaninproduct zoals die in 8§1.6 aan

de orde komt, levert een bijzondere structuur @pnigt altijd hoeft te gelden binnék’. De



speciale relativiteitstheorie van Einstein vormt georbeeld van een andere bijzondere
structuur binnerR? (en meer algemeen binndf ), die werkt met het zogenoemde
Minkowski-product

Overigens is het ook mogelijk de eigenschapperdeae vectorruimtéR? te zien als een
bijzonder geval van de meer algemene eigenschafgreaen reéle vectorruimte.

Nu volgen deaxioma’s van een reéle vectorruimte

We gaan hierbij uit van een verzamelWigan objecten. Deze objecten worde&ttoren
genoemd, die we aangeven met een kleine Latijiiss laet een pijltje erboven. Verder
nemen we aan dat binn¥twee bewerkingen gedefinieerd zijn, esttoroptellingen een
scalaire vermenigvuldigingoe scalars zijn hier de reéle getallen, die Wwierden aangegeven
door een kleine Griekse letter.

Om precies te zijn

1) Bij elk tweetal vectorew enw uitV bestaat een nieuwe vector, genaamd de
vectorsonvanv en w, die wordt genoteerd als+ W

2) Bij elk reéel getall en bij elke vectov uitV bestaat een nieuwe vector, genaamd de
vermenigvuldigingyan descalar A metdevector v, die wordt genoteerd al&v

De axioma’s worden gegeven in de volgende

Definitie (axioma’s van een reéle vectorruimte)
Men noemtV eenreéle vectorruimtalsV voldoet aan de volgende acht axioma’s
A.1 Associativiteit van de vectoroptelling
Voor alleti,v enw uit V geldt (G+v)+w=u+(v+w
A.2 Het bestaan van een nulvector
Er bestaat een vector, genaamadiectoren genoteerd al8, met de eigenschap

dat voor allev uit V geldt V+0=0+V=V
A.3 Commutativiteit
Voor allev enw uit V geldt V+W=W+Vv
A.4 Het bestaan van een tegengestelde vector
Voor alleV uit V geldt V+(-1)v=0
De vector(—1)v wordt detegengesteldean de vectov genoemd en vaak genoteerd
als —v.

A.5 Associativiteit van de scalaire vermenigvuldiging
Voor alle reéle getalled en x4, en allev uit V geldt
A(V) = (Ap)v
A.6  Scalarlverandert een vector niet
Voor allev uitV geldt V=v
A.7 Distributiviteit bij de vectoroptelling
Voor alle reéle getalled , en allev enw uit V geldt
AV+W)=AV+AW
A.8 Distributiviteit bij de optelling van scalars
Voor alle reéle getalled en 4, en allev uit V geldt

A+UN=AV+uv



Deze eigenschappen vaptelling en schalingan een reéle vectorruimte samen noemt men
delineariteit van de ruimte. Vandaar dat men ook wel spreekteeaneéle lineaire ruimten
plaats van een reéle vectorruimte.

Uitgaande van deze axioma’s moeten er nu twee diggbeuren. Er moet worden

aangetoond dat de ruimi®”voldoet aan de axioma’s, en meer in het algemeeniode R",
en er moeten stellingen worden afgeleid uitgaarzahealleen de axioma’s. Van beide geven
we een voorbeeld.

We bewijzen de distributiviteit van de vectorojmglin R?. Dit gebeurt via de kentallen van

V, w
de vectoren. In dit geval geldi :( 1] en \Tv:( lj. Bij de scalaire vermenigvuldiging met

V2 2
A geldt
v v, +
/](( 1j+(wlj) =/][ ' V\ij optelling vectoren irfR?
V2 W2 V2+ V\é
A(v, +
_[AM+w) scalaire vermenigvuldiging ifR?
AV, + W)
AV, + Awy L
= distributiviteit reéle getallel
AV, + Aw,
AV, A
= 1j+[ le optelling vectoren irR?
Av, )\ Aw,
:)I(V1J+A(V\6J scalaire vermenigvuldiging iiR*
V2 W2
Dus inderdaad geldt ifR* AV+W)=AV+ AW

Als voorbeeld van een bewijs vanuit alleen de axiomarseen reéle vectorruimbewijzen
we de ogenschijnlijk vanzelfsprekende

Stelling
Voor alle vectorerv uit een reéle vectorruimte V geldt 0v = 0

Bewijs
ov=>1+ (DN eigenschap reéle getallen
=N+ (1N distributiviteit optelling scalar
=v+(-1v eigenschap van de scalaf

=0 bestaan tegengtelde vector

Binnen R?is deze stelling vanzelfsprekend, maar hier is tdly werk nodig.

10



Dat R*aan alle axioma’s voldoet gaan we hier niet vebdsvijzen. Ook zullen we geen
andere stellingen vanuit de axioma’s afleiden. \iddigen dit aanhangsel met een voorbeeld

van een andere reéle vectorruimte Rls
De verzameling van veeltermen met één onbekende@hetcoéfficiénten is een reéle
lineaire ruimte

Definitie
Eenreéle veelterm met onbekendis xen object van de vorm
FraxtaxX+o+ g X
Hierin isn een geheel positief getal en zgy, &, a,,--, g reéle getallen, genaamd de

coéfficiéntervan de veelterm.
De verzameling van deze veeltermen wordt genotaeri[ ¥ .

Het volgende voorbeeld laat zien hoe binfix] op een min of meer vanzelfsprekende
manier een optelling van veeltermen en een scalamaenigvuldiging wordt gevormd.

Voorbeeld
GegevenDe reéle veeltermef =2 — x+5xX'en g =1- 22, en de scalad = 1

Gevraagd a) Schrijf de som vapen g als een reéle veelterm
b) Schrijf de scalaire vermenigvuldiging vgnmet A :% als een reéle

veelterm.

Oplossing

a)
p = J2 + ¢1x + & + & + ;X
g = 1 + & + €2k + o® + o
p+g = (V2+1) + (-Dx + 2 + OX + ;i

=V 2+ tx- X+ax
b)

Aldus is een dergelijke som van twee reéle veekarmeer een reéle veelterm en de scalaire
vermenigvuldiging van een reéle veelterm met eatasopnieuw een reéle veelterm

Het is min of meer vanzelfsprekend dat met eenedigkg optelling en scalaire
vermenigvuldiging de ruimt®[x] voldoet aan de acht axioma’s van een reéle vegtote.

We laten ook hier de omslachtige klus achterwegelivin detail te bewijzen.

(Overigens is het in de wiskunde het niet gebrijkem een veelterm met de pijlnotatie aan
te geven.)

11



Opgaven

-3 -~ (4
.L1.1 Gegeven iR”de vectorerd =( c j enb = (3]

Bereken de kentallen van de vecRa— 3b

.1.2 a) Er is één scalar die bij vermenigvuldigingR® met welke vector dan ook
steeds één en dezelfde vector oplevert. Welkersisadiat en welke vector
ontstaat er dan altijd?

b) Er is één scalar waarvoor bij alle vectorefRingeldt dat scalaire
vermenigvuldiging van de vector de opnieuw dezeoreuplevert.
Welke scalar is dat?

-3
1.1.3 Gegeven irR*de vecto& :( 5 j

a) Geef de kentallen van de vectofef)a, %éen —%éen bereken de norm van

deze vectoren.
b) Bereken de norm van de vectoie2)a, %éen —% a

c) Toon aan dat geld¢-2)a =g, ‘% é‘ lE en‘ 34 =3q
-3 1
-2
BEH

-3
1.1.5 Bereken de kentallen van de eenheidsvegtdrehorend bij de vectog :( 4 )

[.1.4 Bereken

.1.6 Bewijs op een manier vergelijkbaar manier hettbewijs vant {+W ¥ Av+Aw in

het aanhangsel dat geldtRf

A+ LV =AV+ uv.
(Bij het linkerlid is er eerst optelling van scalan dan schaling, bij het rechterlid is er
eerst schaling met de afzonderlijke scalars envdatoroptelling. Het eindresultaat is
volgens de formule dezelfde vector.)

1.1.7 Een reéle tweeterm met onbekerdeeen object van de voray + a, x, waarbij a,en

a, de reéle coéfficieénten zijn.
a) Laatp=a,+axend=Nh +Qx Schrijf som vanp en gals reéle tweeterm.
b) Als A een scalar is schrijf daip als reéle tweeterm.

Opmerking Er bestaat een direct verband tussen de linagitge van de reéle
tweetermen en de vectorruimig : Aan iedere reéle tweeteray + a x is de vector

a =(a°j toegevoegd. Gezien als vectoren maakt het dusimiet we reéle

tweetermen bestuderen of vectorerRif.

12



[.2 De verplaatsingsvector in een vlak als meetkulg beeld van een vector

in R?

In deze paragraaf gaan we nader in op het meethjedield dat kan worden gevormd bij de

algebraische definitie van de vectorR . Hierbij komt direct het meetkundige beeld van de
norm van een vector ter sprake. Ook gaan we inrebpnieetkundige beeld dat behoort bij de

algebraisch gedefinieerde vectoroptelling en ketddat

behoort bij de algebraisch gedefinieerde scalaire 3 ]‘Tr

vermenigvuldigingR?.

Voor hetmeetkundige beelglhan we uit van egqulat vlak
dat voorzien is van een zogenoestandaard assenstelsel

Definitie

Eenstandaard assenstelsék, x,) in een plat vlak is een —I'r T T o

recht assenstelsel waarbijxjeas en dex,-as onderling T

loodrechtstaan. Hierbij bezitten de-as en dex,-as

dezelfdeschaal die verder in overeenstemming is met de
standaard lengte

<

3

Opmerkingen

1) Bij het meetkundige beeld van vectoreriRihgaan we er altijd vanuit dat in het platte

vlak het standaard assenstelse| x,) is aangelegd.

Verderop in dit hoofdstuk zullen we ook een assdssk(x, y) tegenkomen dat door

een draaiing om de oorsprong O uit dit standaasdrestelsel ontstaat.

2) Het vlakdeel ingesloten door de positieyeas en de positieve, -as heet hegerste

kwadrant.

Het vlakdeel ingesloten door de negatieyeas en de positievg, -as heet hetveede

kwadrant.

Het vlakdeel ingesloten door de negatieyeas en de negatiewxg-as heet hederde

kwadrant.

Het vlakdeel ingesloten door de positiexeas en de negatieve -as heet hetierde

kwadrant.

Stel een pund\ in het platte vlak heeft coordinatéa,, a,) en een punB in dit vlak heeft

codrdinaten(b,, b,) .

Definitie
Onder deverplaatsingsvectoAB van puntA naar punB verstaat men de vector

K@=(bl_a1j
b, -a,
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Algebraisch gezien i#\B een vector, wanAB is een kolom van twee reéle getallen. Een

meetkundig beeld van deze verplaatsingsvectompigle

van puntA naar punB. Zie de figuur rechtsA heet destaart

van de pijl erB heet de&kopvan de pijl. Een K
verplaatsingsvector is dus een kolom reéle getatienals
meetkundige voorstelling een pgkemakshalveullen we

echter ook de meetkundige voorstelling, dus de g@gh
verplaatsingsvector noemen.

De volgende stelling geeft een meetkundige motiggevian
de algebraisch gedefinieerde norm of lengte varveetor.

De lengte van de verplaatsingsvector blijkt getgkzijn : o

gelijk aan de afstand tussen begin- en eindpunt

Stelling
De afstand AB tussen de punten A en B is de nonndeaectorAB. Dus
AB=|AH

bz - a2

Uit de figuur blijkt dat volgens Pythagoras geldt
AB’ = AP+ PB

=b-af+@0-3ary
AB=,/(h-a)*+(h- @)

bl_al _ _\2 a2
‘(bz_aj‘—ﬂbl a)’ +(b, - a)

Oftewel AB=

Dus

Per definitie geldt

Voorbeeld
Laat A(2,1)en B(4,5). Laat verderP(-3,-2)en

Q(-1,2). Voor de verplaatsingsvectdB geldt
— (4-2 2
AB= =
5-1 4
En voor de afstand tussen de purdesnB geldt:

AB=

@‘ =22+ 42 = 25

Voor de verplaatsingsvect®Q geldt
. (-1-(-
PQ: ( 3) = 2
2-(-2) 4
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En voor de afstand tussen de purffeanQ geldt:

PQ:(ZJ‘=W=2\@

Conclusies uit het voorbeeld
Er geldt AB= PQ, dus de verplaatsingsvectoren vanaarB en vanP naarQ zijn hetzelfde.

In het platte vlak zijn de verplaatsingsvectorelijlgals voor de pijlen geldt:
- De pijlen zijn evenwijdig

- De pijlen zijn even lang

- De pijlen staan in dezelfde richting

Vraag (opgave 1.2.1)
Verklaar dat in het voorbeel@P en AB tegengestelde vectoren zijn.

Wat geldt voor de pijlen die verplaatsingsvectamangeven tegengesteld aaB ?

Er is een speciale klasse van verplaatsingsvecera@at zijn de positievectoren. We
bekijken hiertoe een pudtin dit vlak dat standaard coordinatém, a,) heetft.

Definitie
De verplaatsingsvectddA van de oorspron@ naar het puni heet depositievectovan het
puntA. Dus
— -0
a,-0 a X2
A (_a.”cr.l)
Opmerking Biae. b, %

WYy

Positievectoren worden weergegeven door pijleratiéehun
staart in de oorsprong hebben en hun kop in deipesin het
punt dat door de positievector wordt vastgelegd

We zullen de vectoDA noteren alsi, dus bij een punt o A
A(a, &) hoort de positievector

-

Terwijl er oneindig veel verplaatsingen in het m@attak worden weergegeven door dezelfde
verplaatsingsvector is dat niet zo voor de postiiter. Heeft een punt in het viak een andere
positie dan is ook de positievector anders.

o)

C‘(‘c’l\cz)

In de figuur leggen de verschillende vectogen (:j b= (Ej enc= (Clj als

positievector verschillende punten in het vlak vast

Nu we de begrippen positievector en verplaatsingsvénebben gedefinieerd kunnen we de
zogenoemd&op-kop methodeanaftrekkenin het platte viak bespreken.
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Kop-kop methode van aftrekken van vectoren

We willen een beeld van de aftrekking van een \reél@(clj door een vectosa = (alj
G &

Leg in het vlak detaartenvan de vectoretegen elkaar

Meestal wordt deze staarten in de oorsprong gekdzetat X,

geval zijn de koppen van de vectoren résfx, ¢,) en A

A&, a).
Voor de verschilvector geldt

6_51:(01-81)
C~-q

Dit is ook de verplaatsingsvect&qc van de kopA van de '
vector d naar de kofC van de vectoc . Hetverschilis dus
de pijl die dekoppenvan de vectoremerbindt VR = L

Gperdelona,

&

Conclusie
Staarten varé en ¢ aan elkaar en koppen verbinden door een pijl wakog vana naar de
kop vanc levert het verschi€ —a van deze twee vectoren.

Vanuit de kop-kop methode van aftrekken komen weedop-staart methodeanoptellen

Kop-staart methode van optellen van vectoren

Gegeven de vectorea = (ai j enb = (blj .
a, b,

Als de staart van de vectarin de oorspron@® wordt
geplaatst dan geeft de kop het péitg, a,) aan. Kies

een puntC(c, ¢,) zodanig dat de verplaatsingsvector

)
)
n
8
f-
&

AC gelijk is aan de vectd . Laat ¢ de positievector
van C(cg, ¢,) zijn.

Volgens de kop-kop methodelishet verschil van de < ,(‘
vectorenc ena. Dus

T
1
ol
|
Ql

V""P I
Gevolg Cp o B2
d+b=a+tc-a
=C
De som van de vectored en b is een vectof die begint in de staart va@en eindigt in de
kop vanb .

Conclusie
Zet men de staart van een vedioop de kop van een vectardan is de somvectd + b
de pijl van de staart va@ naar de kop vai .
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Parallellogram methode van optellen van vectoren %,

Verplaatst men bij de kop-staart methode de vector (o

b naar de staart van de vec@ran ontstaat de A e / /

positievectorOB. In de kopper enB van de pijlen zijn /
z+T

liinen evenwijdig aan de vectordnen a getekend. Er
ontstaat een parallellogra@BCAzoals rechts

weergegeven. De pijl langs de diagonaal starteimetin i
hoekpuntO van de twee staarten en eindigend in het

andere hoekpun€ is de soma+b van deze vectoren.

Conclusie )
In een parallellogram waarbij de staarten van twee ] ~t ; e
vectoren aan elkaar zijn gezet is de som van d@net

de pijl langs de diagonaal die start in de twearsta en
eindigt in het andere hoekpunt.

13
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Vraag (opgave 1.2.2)
Met welke vector heeft de andere diagonaal in bedlfellogram te maken?

Parallellogram methode van aftrekken van vectoren Ky A

Voor het verschil van de vector@en a geldt per definitie ‘ /
c-a=c¢+(-9

Dit is de som van de vect@r met de tegengestelded van

de vectora. Deze formule leidt tot de —

o
"
~

Conclusie S X

Plaatst men de staarten van de vectaren ain eenzelfde = yd

punt (vaak de oorspror@) en plaatst men in dat punt ook P
. 2

de staart varr-a in dat punt dan levert het parallellogram . S Poreslloq e

voor de som van de vector@ren —a de verschilvector operedtan.

c-a

Opmerking

Voor het aftrekken van vectoren gebruikt men vegdakop-kop methode. Voor het optellen
worden zowel de kop-staart methode als de pam@gjielm methode gebruikt.

In denatuurkundewordt bij hetoptellenvankrachtvectoreraltijd deparallellogrammethode
gebruikt, waarbij de staarten in het puntdeeltjggaigoen waarop de krachten werken.

Voor demeetkundige betekenis van de scalaire vermenigyolfigeven we het volgende

Getallenvoorbeeld

2
Laat A =-2 ena= (3) dan geldt voor per definitie de scalaire vermeuidiging

(-2)2 _ 2) (-4
-2) [BJ’ d.w.z. in termen van kolmméﬁZ)(sj —( J

(-2)@ :( .
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Volgens het hierboven besproken meetkundige bestit dat 2
(-2)[@& door een pijl wordt weergegeven die tegengestefitigt

is aan de pijl vara en die twee keer zo lang is als de pijl \a&an !

Conclusie —y— il 1

Vermenigvuldigt men inR? de vectora met een scalad dan is
de lengte van de geschaalde vectar (linkerlid) is |/1| keer zo

groot als de lengte van de oorspronkelijke veéoWerder zijna
en Aa gelijkgericht alsA positief is en zijnd en Aa tegengesteld
gericht alsA negatief is.

Meetkundig gezien is het kenmerk van schaling cigld lengte
van een vector verandert (verandert van “schaadiagmaat de
richting ervan volgens dezelfde lijn blijft.

Ten slotte de volgende definitie, die in de vompgeagraaf reeds algebraisch aan de orde is
gekomen. De definitie is ook meetkundig van aard&m

X
er het begrip richting in voorkomt. h
Definitie = _( «()
In R? verstaat men onder éenheidsvectog, in de ANESY, T
o - 1.
richting vana de vectorg, = H a '
al
I
‘ - -
e = A a
] = 1=
|
X
o, 0 !

Opgaven
N 87) —— (2
[.2.1 In het eerste voorbeeld gelﬁB:(éJ en ookPQ=(4j

X2

a) Waarom zijnAB en QP tegengestelde vectoren?
b)  Hoe zijn de pijlen varAB en QP gericht?

1.2.2  Druk de vectorAB in de figuur rechts uit in de vectoren
enb

1.2.3 Gegeven de puntef—2,1)en B(-3,-5)

a) Bereken de verplaatsingsvectsB
b) Bereken de afstardB tussen de puntehenB

1.2.4 Bereken de afstand tussen de pumét2,1)en Q(4,-2)
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. (3 ~ (-3
.2.5 Gegeven de vectoren= ) enb= 3

1.2.6

1.2.7

1.2.8

Teken in een plat vlak met standaard assenstplsel,) de soma+b

a)
b)
c)

Volgens de kop-staart methode
Volgens de parallellogram methode
Bereken de lengte van deze somvector

Teken in een plat vlak met standaard assenstedsekehschila—b

d)
e)

c)

Volgens de kop-kop methode
Volgens de parallellogram methode
Bereken de lengte van deze verschilvector

Teken in een standaard assenstelgglk,) de som2a+ b

f)

Volgens de parallellogram methode

ledere verplaatsingsvector is het verschil tweee positievectoren. Waarom is dit zo?

In deze opgave wordt komt aan de orde hasedbeidsvectog, behorend bij een
vector a kan worden getekend voordat de kentallen 8amijn berekenend

a)

b)

b)

5 iy i
Gegeven de vectca?z( j teken deze vector als de positievedk in het

platte vlak met een standaard assenstelsel.
Teken met lineaal of passer op het lijinglkeen punE met afstand 1 tot de

oorsprongO. Waarom geldg, = OE
Bereken de kentallen vag

2
Teken net als in opgave 1.2.7 de veﬁew[zj en de bijbehorende

eenheidsvectog, in een plat vlak met standaard assenstelsel.

a :l

Opmerking De vectoren maken een hoek 4B met de positievex -as. Deze hoek

legt de eenheidsvector geheel vast. In 81.8 komti@aorde dat deze eenheidsvector
ook wordt genoteerd a§ , en dat dus geldt

(w2
e45°_%\/§
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[.3 Nevenvectoren, algebraische en meetkundig

Een begrip dat voortdurend in deze tekst zal woggnuikt is dat van deevenvectoin R?.
Aan de hand van deze notie kunnen we ook nadeaingp het verschil tussen de
algebraische benadering van bewerkingen met vectarele meetkundige. Maar ook het
samenspel van algebra en meetkunde zal aldus woeddar worden toegelicht.

We beginnen met een algebraische definitie vareglenvector en vervolgens bewijzen we
op een algebraische manier de zogenodimeéariteit van de bewerking “nevenvector
vormen” . Daarna gaan we in op de meetkundige batsk/an de nevenvector en vervolgens
geven we een meetkundig argument voor deze liegardn de bewerking “nevenvector

vormen”. Ten slotte bespreken we het begrip geta@de hoek tussen twee vectoreRin

Definitie

Aan elke vectord = (Zj in R?is een andere vector toegevoegd, genaanmkdenvectoen

genoteerd alsi , gegeven dood = (_:1‘2}

Voorbeeld

2 _ (-1
GegevenDe vectorena = (4} enb =( 3 j :

Gevraagd a) Geef de kentallen van de vecto@ren b* . Bereken ook de kentallen
vana +b
b) Bereken de kentallen vai+b en van(a+b)’
Oplossing

Opmerking

In b) is er eerst opgeteld en dan de nevenvectargel. In a) zijn eerst de nevenvectoren
gevormd en pas daarna opgeteld.

De berekening geeft aan dat deze verschillendearanivan werken hetzelfde opleveren.
Kennelijk geldt dug@+b) = @ + b . Dit heet het behoud van de vectoroptelling ortéer

bewerking “nevenvector vormen”. Dit wordt algemdenvezen bij de volgende

Stelling

Laat & en b vectoren zijn inR%en4 een scalar dan geldt voor de nevenvectoren
(a+b)'=d +bB  behoud vectoroptelling
(18) =Aa behoud schaling
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Bewijs
Het algebraisch bewijs loopt via de kentallen varvelctoren.

Daarom werken we met de uitdrukkingam- (Zj enb = (Ej voor de vectoren.

Behoud vectoroptelling

a), (b). _(a+h) -
(( j+[ j) = j vectoroptelling
a,) \b ath
(@& bZ)J definitie nevenvector
a+h
= % +_sz distributiviteit reéle getallel
a+h
- _azj{_sz vectoroptelling
3 b
= alj +[bl) definitie nevenvector
a, b,

Behoud schaling
. (AaY .
()I(aij) :( alj schaling vector
Aa,

-A
=( azj definitie nevenvector
Ag
A+
=( azj commultiviteit reéle getalle
Agy
=/1(_a2j schaling vector

=1 (3‘1] definitie nevenvector

Opmerkingen

1) Behoud vectoroptelling betekent dat het niehagkt of men eerst optelt en dan de
nevenvector vormt (linkerlid) of dat men eerst @genvectoren vormt en pas daarna
optelt (rechterlid): het eindresultaat is dezeldetor.
Behoud schaling betekent dat het niet uitmaakter eerst schaalt en dan de
nevenvector vormt (linkerlid) of dat men eerst @genvector vormt en daarna schaalt
(rechterlid).

2) Een bewerking ifR” op vectoren die zowel behoud vector optelling alsdud
schaling heeft, die dus de lineariteit behoudtet leerineaire transformatieDe
bewerking “nevenvector vormen” is dus lineair.
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We zullen vanaf hoofdstuk IIl vele lineaire transhaties tegenkomen. Men kan zelfs
stellen dat het bij de lineaire algebra, de wislaunan bewerkingen met vectoren,
vooral gaat om bewerkingen op vectoren die de veptelling en de schaling
behouden.

3) De eigenschap van commutatiteit (van verwisgghMan reéle getallen is in het bewijs
toegepast op het min-teken. lets meer gedetailisdrer het volgende aan de hand

-1a, = (-118,=A(-1)a,= A3
Bij # worden-1 en A verwisseld.

Het belang van deevenvectoeit vooral in zijnmeetkundige betekenis

Stelling
Door een draaiing over een hoek va@® ontstaat de nevenvectar uit de vectora
Bewijs
. . _ (& - o K
In de figuur is de vectoé = afgebeeld als de positievect@A . '
a, A" 2o ¥
De zijdeOP van AOPA is gelijk aan het kenta, en de zijdePAis //
gelijk aan het kentad, . N\ A
. - I
(Gemakshalve nemen wg >0 ena, >0.) X “\\\\“1
. N ot
Door draaiing on© over 90° wordt het puniA afgebeeld als het punt P . -, r
A, en het punP als het punP . Door de draaiing gaatOPA over in
AOP A .

Draaiing behoudt de lengtes, dus omBét= a, geldt

ook P'A = aen omdatOP = g geldt 00kOP" = g. De x -codrdinaat varDA is negatief
en gelijk aan-P" A, dus gelijk aan-a, .

De x,-coordinaat varOA is gelijk aanOP', dus gelijk aarg, . De positievecto(ﬁis dus

de nevenvectod :(_:2)

Opmerkingen

1) Een ander woord voor draaiingtatie.
Merk op dat bij de meetkundige weergave van edatieotle staarten van de vectoren
aan elkaar worden gelegd.

2) Notatie voor rotatie ove®d in R?
Voor de notatie van een rotatie wordt het symif@ajebruikt. De draaiing over een

positieve hoek va®0d® wordt in een onderindex onder dit symbool aangegewus
door & ,

Zowel depijinotatie wordt gebruikt voor de rotatie ov&d® van vectora naar zijn
nevenvectord :
anpgo-a
3
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als dehaakjesnotatie a=Rx,(d)

We gaan nu de lineariteit van de bewerking “nevetorenemen” meet kundig bekijken.

Omdatd =2 ,(a)enb =2 ,(b) luidt de stelling meetkundig:

Stelling
Laat & en b vectoren zijn inR%en een scalar , dan geldt bij een rotatie 08P
R,(@+b) =R (8 + R 4(b) behoud vectoroptelling

Ry (18) =AXK ,(8) behoud schaling

Meetkundige bewijs
In de eerste figuur is de positievector va® naarA en b de positievector va® naarB,

d.w.z.OA=a enOB=b . Verder iSOACBeen e
parallellogram, dus is de positievector vamaarC de e

somvector varOA en OA, d.w.z. r
OC = OA+ OB R

en dusOC = a+ b. NN T

Door rotatie omD over 90 gaat het parallellogram Kot ( st s .

OACBover in het parallellograf®A C B . Dus T Ryet® 3/
OC =OA + OB

De positievector va® naarC' is de vectork ,(a+ b)

die door de draaiing oved0® uit de o

vectorsond + bontstaat, d.w.zOC" = & ,(a+b).

Verder geldtOA = & ,(2) en OB = &, (b)
Resultaat

Ry (a+5) = R, (8) + Ry (B)

In de tweede figuur geldt opnieU@A= a. De vectorAa die door schaling met een scalar

uit de vectora ontstaat, is weergegeven als de positievector x|
vanO naarD, dus OD=10A o*

want Aa = OD,. L

(€]

Door draaiing on©O over 90° gaatA over inA” enD overin %
D . Gevolg T g

OD =10A §
Er geldt hierbijOA = A,(@en oD = Ry (18
Gevolg

)

R, (A8) =1

Ryp(8) o
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Opmerking

Behoud vectoroptelling betekent dat eerst vectopallen en dan roteren (linkerlid)

hetzelfde oplevert als eerst vectoren roteren erogéellen (rechterlid)

Behoud schaling betekent dat eerst schalen enadaren (linkerlid) hetzelfde oplevert als

eerst roteren en daarna schalen (rechterlid).

De bewerking roteren ov&@® is een lineaire transformatie I” omdat volgens de stelling

er zowel behoud vectoroptelling als behoud schating

We ronden de paragraaf af met een meetkundige desaing overpositieve een negatieve
hoeken tussen vectorenRf , waarmee we in volgende paragrafen zullen gaakemer

Hiertoe hebben we nodig

Definitie (draairichting in R?)

In het standaard assenstelfgl x,) spreekt men van equositieve draairichtingals men
draait om de oorspror@ van de positievex -as naar de positieve, -as volgens dkleinste

hoek. . .
+ meﬂf?—l ) = dro—wls sl
K L2
— & [ ~
~ gt
v 4
\
\ \
11 " . + L — =
ik o L -7 o &
| —_— ] e
X K(
t

In een assenstelsék, x,) spreekt men van egregatieve draairichtingls men draait or®

van positievex,-as naar de positieve -as volgens dkleinstehoek.

Vraag (Opgave 1.3.3)
Waarom geldt -a =R _,(3) ?

Definitie (georiénteerde hoek tussen twee vectorém R?)

Men zet in een plat vlak de staarten van de ventaren b (beide
ongelijk de nulvecto) in één punt. Stel er geldt verder dat de kleinste
hoek tussen deze vectoren minder is 88@ en groter dan0’. Men

draait om dit punt over deéeinstehoek vana naarb . De
georiénteerde hoekan a naarb , notatie 0(a — b), is in grootte gelijk

aan deze kleinste hoek.
Gaat men aldus volgens de positieve draairichtargig deze

georiénteerde hoek positief, dus gelélid — b) >0,
Gaat men aldus volgens de negatieve draairichangsideze
georiénteerde hoek negatief, dus géldé — b) <0,

Vraag (Opgave 1.3.4)
Waarom geldt altijd0(a - b)=-0(b - 8?
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Definitie (onderlinge oriéntatie van twee vectorerin R?)
Zijn twee vectorerd enb in R?, beide ongelijk de nulvector, dan heet de vebtquositief
georiénteerden opzicht van de vectar als J(a — b) >0 en heet de vectds negatief

georiénteerden opzichte van de vectarals 0(a — b) <0.

Opmerkingen

1) Zijn de vectorerd enb , beide ongelijk de nulvector,
tegengesteld gericht dan bestaat er geen ondedné@atie
van de vectoren. In dit bijzondere geval zijn en @naar

b twee georiénteerde hoeken mogeliji(a — b) =18Fen

0(a — b)=-180.

2) Ook als de vectored enb , beide ongelijk de nulvector, gelijk gericht r
zijn bestaat er geen onderlinge oriéntatie vane¢oren. Er geldt dan
O(a - b)=0°.

3) De vectorerd enb zijn in beide gevallen volgens dezelfde lijn gktiZoals in de
volgende paragraaf wordt besproken betekent didlelaectoren van elkaar
afhankelijk zijn.

In het geval dat twee vectorenRf, beide ongelijk de nulvector, een onderlinge
kleinste hoek hebben die in grootte minder is 88@ en groter dan0’, is er wel
sprake van een onderlinge oriéntatie en dan zijnvde vectoren niet van elkaar
afhankelijk omdat zij niet volgens dezelfde lijrrigét zijn.

Het bovenstaande maakt duidelijk dat de meetkurisbgadering van de lineariteit van de
bewerking “nevenvector nemen” , waarbij sprakeas een rotatie oved0’, een nieuw licht
werpt op de misschien wat lastige algebraischedszimgy van de lineariteit van deze
bewerking waarmee we zijn begonnen.

Dit is een algemeen kenmerk van beschouwingen eadren en lineaire transformaties van
vectoren. Zoals reeds 8I.0 is gezegd zijn algebhaiglefinities en bewijzen vaak
ondoorzichtig en soms erg omslachtig, terwijl eeretkundige toelichting veelal verheldert
wat er aan de hand is. In het vervolg zullen wealassoms in plaats van een algebraisch
bewijs alleen een meetkundige beschouwing geveduddelijk moet maken waar het in feite
over gaat.

Voor een eerste kennismaking met vectoren en hag¢ansformaties lijkt een volledig strikte
algebraische opbouw te abstract, zowel vanuit kaleminR" als vanuit de nog abstractere
opbouw met behulp van axioma’s.
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Opgaven

2 - (-1 —
.3.1 Gegeven zijn de vectoren= (4} enb =( 3 j Geef de vectored enb , en teken

de vier vectoren als positievectoren in een assksa$(x,, X,)

1.3.2 Toon algebraisch aan, dus via de kentallehgeldt
a) ‘é*‘ =|é| dus een vector en zijn nevenvector hebben dezatidm
b) a =-a,
C) Geef een meetkundige toelichting op het twee 8e€bewerking nevenvector
vormen” bij de formule uit b).

1.3.3  Waarom geldt -a =R ,(3) ?

1.3.4 Waarom geldt altijd 0@ - b)=-0(b- 3?

1.3.5 Verklaar meetkundig 0@ -b)=0O(a- b ? .

1.3.6 In een plat vlak wordt vanuit een pihéen loodlijn .\\
neergelaten op een likp Het puntP’ op de lijnkis het \
zogenoemde voetpunt van deze loodlijn. \
De afbeeldingP O 9)[-1» P wordt de (loodrechtg)rojectie "P‘

k

van puntP op de lijnk genoemd.
Deze vraag onderzoekt eerst meetkundig en daagehralsch de eigenschappen van

de projectieZ; van verplaatsingsvectoren in het platte vlak opidas van het

standaard assenstelsel.
a) Geef in een standaard assenstelsel de pir{ies), Q(3,4) en R(6,5). Teken

ook de punterP’, Q" en R die de resp. geprojecteerden zijn van de puRten
QenRop dex -as. (Neem 1 cm voor de afstand 1 langs de assen.)

b)  Teken de verplaatsingsvect®f) en geef die aan met. Teken ookQR= ben
PR= a+ b. Wat zijn de kentallen vad, vanb en vana+b?

C) Teken verder de verplaatsingsved®® en geef die aan met, (8) . Teken
ook QR =Z, (b enP'R = 7, (a+ b). Wat zijn de kentallen va, (a),
7, (b) en Z, (a+b) ?

d) Leg uit dat bij projectieZ; van vectoren in een plat vlak op dleas er sprake

is van behoud van vectoroptelling.
e) Geef in een standaard assenstelsel de pir{ied), Q(3,4) en S(4,5). Teken

ook de punterP’, Q' en S die de resp. geprojecteerden zijn van de puRten
Q enRop dex -as. (Neem opnieuw 1 cm voor de afstand 1 langssden.)

Teken de verplaatsingsvect®f) en geef die aan mét en tekenﬁs=%é.
Teken ten slott®'Q = 7, (3) enP'S=2,(39
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f) Hoe blijkt uit e) dat bij projectieZ; van vectoren in een plat vlak op seas

er sprake is van behoud van schaling?

Kennelijk geldt bij de projectiei [] %D» & van een vectod op dex -as dat
X

i w25

9) Bewijs hiermee algebraisch dati{ bij de projectieZ; geldt
Z,(a+b)=2, (38 +Z,(b behoud vectoroptelling
7, (1a)=17, () behoud schaling
(Gebruik bij het bewijs alleen de kolomnotatiehat symbool #.)

1.3.7 Stel eris in een plat vlak een projectie gan vectord op dex,-as van het standaard
assenstelsel agfo &
Z.

a) Alsa= (Zj wat zijn dan de kentallen van de vec&r?

b) Bewijs algebraisch dat, (a) =a- 7, (3)

C) Maak in het platte vlak met een standaard asseekeen vectortekening van
dit verschil uit b) met de kop-kop methode.

[.3.8 Een ander voorbeeld van het onderschesgtualgebraisch bewijzen en meetkundige
beschouwing vormt de volgende bewerking op vectoren

Als a:(alj dan é#:(aij
a, —a,

2\ - (- - (-2 _ -
a) Geef bij de vectored =(4J, b :( 3} end :( j de vectorerc”, b*end”

Teken deze zes vectoren als positievectoren irassenstelsglx;, x,)

Uit de getekende figuur blijkt dat de vectoreéhb” end” uit de resp. vectore@,b
endoor spiegeling in dex -as.
Zowel depijlnotatie wordt voor de deze spiegeling gebruikt:

aggo &
s,
als dehaakjesnotatie a'=5s, (a)
b) Laata enb vectoren zijn inR?en een scalar .
Bewijs algebraisch dat geldt voor de spiegelveatore
(a+b)* =a*+ b behoud vectoroptelling
(18)* =2&a" behoud schaling

C) Bewijs algebra'l'scdéi#‘ :|é\| (behoud norm bij spiegeling)

d) Teken in het eerste kwadrant vectoren in eealiellogram vectorefd, b en
a+ ben toon meetkundig aan dat geldt
S, (@+b) =35, (a)+5, (b behoud vectoroptelling
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e) Toon meetkundig aan dat geldt
S, (Aa) =15, (3) behoud schaling

f) Verklaar meetkundigd(a* — b*)=-0(a - b)
(verandering oriéntatie door spiegeling)
) Bewijs algebraischd” * = a .
Wat zegt dit meetkundig over een spiegeling naspezgeling in dezelfde lijn?

1.3.8 Stel erisin het platte vlak een spiegglran de vectoa in de x,-as van het

standaard assenstel naar de vedfor Dit wordt meetkundig genoteerd als:
In pijinotatie ag 9 o &

In dehaakjesnotatie a'=s, (a)

Als & :(alj wat zijn dan de kentallen vag® ?
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|.4 Scheve assen en basisvectoren. Lineaire comhbiesa van vectoren.

In 81.1 zijn vectoren algebraisch geintroduceardll2 is het meetkundige beeld van
vectoren aan de orde gekomen, terwijl inde voriggagraaf over de nevenvector ook is
begonnen met een algebraische benadering die gensWerd toegelicht door meetkundige
beschouwingen.

In deze paragraaf over ondermeer scheve asseairéireghankelijkheid van vectoren en
basisvectoren zal de meetkundige benadering opalgrond staan en de algebraische
benadering wat minder prominent zijn.

De volgende definitie van hehtbindenvan een vector ifR* naar twee richtingen is zuiver
meetkundig.

Definitie (ontbinding van een vector inR?)
Gegeven zijn in een vlak: twee snijdende lijdgenl,, en

een vectora.
In de figuur ligt de staart van de vec#@rin het snijpunt van
twee lijnenl; enl,. Vanuit de kop vara wordt een lijn

evenwijdig aan, getekend en een lijn evenwijdig aBn
De vectorend, en &, die aldus ontstaan heten de resp.
ontbondenewan de vecto& volgens de lijnenl, resp.l,.

Uit de parallellogram methode van optellen van emest
volgt a=a+a

Voorbeeld

2
Gegeven Een assenstelséx, x,) , de lijn | :x, = -2x, en de vecto@ = (2}

Gevraagd
a) Teken in een assenstelégl, x,) deze lijnl : x, = -2x,. Teken hierin ook de vector

2
a= (2) als positievector .

b) Ontbind in deze figuur de vectéarnaar een
ontbondenes, langs dex, -as en een ontbondene
a, langs de lijnl.

C) Lees de kentallen van de vectogren &, af en

laat algebraisch zien dat geldit= g + 3,

Oplossing

a) Als x, =1 dan geldt volgens de formule vdadat
X, =—2[1=-2. Het punt(1,-2)ligt dus op deze
lijn. Zo ligt ook het punt(0,0) opl. De vectora
is de pijl van het punf0, 0)naar het pun{2, 2).
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b) De lijn vanuit de kop vai@ evenwijdig aanl levert de vectog, en de lijn door deze
kop evenwijdig aan de; -as levert de vectod, .

3 -1
C) Aflezen in de figuur leverd, = (OJ ena, :( ) j :

3 -1 2
Voor de optelling van deze vectoren geddt &, = (OJ +[ j = ( 2] .

Dit is inderdaad de vectdi.

Opmerkingen

1) In de natuurkunde wordt deze ontbinding vanwestor veel toegepast. Een
belangrijk voorbeeld is het ontbinden van een kiraglar twee richtingen.
2) In dit voorbeeld waren de ontbondenen van eetov@aar twee richtingen eenvoudig

meetkundige vinden.

De vraag idhoein het algemene geval deartbondenen algebrails&unnen worden
berekendIn het vervolg wordt een wiskundig apparaat okkeid dat ook hiervoor
kan worden gebruikt. Hierbij spelen begrippentasis(deze paragraafipproduct
(81.6) endeterminani8l.7 en §1.9) een rol.

Als voorbereiding op het begrgtelsel basisvectoren Ky

bekijken we de ontbinding van een vecﬁ):(:zj in

R*volgens het standaard assenste(zglx, ) .

1
Langs dex, -as ligt de vectog = (Oj en langsx,-as ligt de

0
vector g, = (J Beide vectoren hebben lengte 1 en de

vectoren staan onderling loodrecht.
In nevenstaande figuur is de ontbondene van dewact
volgens dex -as a, keer de vectog, dus de vector g . De vector,g, is de ontbondene

van de vectol@ langs dex,-as. Het resultaat van deze ontbinding wordt gefibeerd in de
volgende stelling.

Stelling
In R?kan iedere vectod worden uitgedrukt in de vectoreéhen &, langs het standaard

assenstelsel volgens
d=ag+ag

Algebraisch bewijs van de stelling

ol )alo)=l
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Definitie

1 0
In R?heten de vectoreg :(OJ en g =(1J destandaard basisvectoren

Opmerkingen

1) De vectorerg en &, staan onderling loodrecht en hebben ieder de wmdéj =len
|@| =1 . De vectorerg en & vormen een zogenoemdendaard basign R*. Deze
basis behoort bij het standaard assenstéisek,). € is de basisvector behorend bij
de x;-as eng, is de basisvector behorend bij #gas.

2) Vanwege de formulé = 8¢ + a3 noemt men de kentallesy en a, van de vectoa
ook de respkentallenvan & ten opzichte van de standaard bagis€,

Aan de hand van een voorbeeld laten we nu zienrhBg een stelsel basisvectoren en een
scheef assenstelsel met elkaar samenhangen. Ob&drat kentallen van een vector ten
opzichte van deze andere basis komt hierbij azrdk

Dit voorbeeld zal aanleiding geven tot definiti@het begrip lineaire combinatie van
vectoren en begrippen als afhankelijkheid en omdfblijkheid van stelsels vectoren. Aan de
hand van deze begrippen kan daarna de algememéidefan een stelsel basisvectoren
worden gegeven.

Voorbeeld
.. . 2 - 1
Gegeverzijn de vectorenj, = (J env, = (3} .

Met behulp van deze vectoren gaan we een
scheef assenstelsg@],l,) vormen.

Vervolgens laten we zien hoe kientallen
gevonden kunnen worden van de vector

4 . .
a :( 3) ten opzichte van dit assenstelsel en

daarmee ten opzichte van de basisv,.

Vorming van het scheve assenste{kell,)

In de figuur zijn de vectorer, env, opgevat
als positievectoren en dus zijn de staarten in
oorsprong van het standaard assenstelsel
geplaatst.

- Langs de vectov, wordt door de
oorsprondO de lijn |, getekend. Bij de kop van
de vectorv, komt het getal 1. Het getal 2 1bjj
ligt 2 keer zo ver van de oorspro@amls het
getal 1, het getal 3 blj ligt 3 keer zo ver, .....

De negatieve getallen liggen lanigsaan de ander kant v&h
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Het getal 2 ligt aldus bij de kop van de positidee@v,, het getal 3 ligt bij de kop van de
vector3v,, .... De getallen-1, -2, — 3, ... liggen bij de koppen van de positievectoren
-V, — 2V, -3, ..

Hiermee is de af gevormd en het verband met de vedlobesproken.

Merk op de het getal 1 langs deze as niet op estaraf 1 var© ligt maar op een afstand
|\71| =22 +1 =/5 omdat het getal 1 door de kop van de positievegtarordt vastgelegd.
- De as |, wordt op een vergelijkbare manier gevormd vaneivectorv,. De lijnl,
doorQ is langs de positievectat, getekend. Het getal 1 Hij ligt in de kop varw,, het getal
-1 bij |, ligt aan de andere kant vénop dezelfde afstand van Het getal 2 bij, ligt 2

keer zo ver van de oorsprofgals het getal 1, ....
Aldus geldt in feite dat de getalldn 2, 3, ... bij |, in de koppen van de positievectoren

v,, 2v,, 3, ...liggen en dat de getallerl, — 2, — 3, ... bij |, door de koppen van de
positievectoren-v,, —2v,, — 3, ...worden vastgelegd.
Ook het getal 1 bij de ds ligt niet op een afstand 1 v&h maar op een afstand

V,| =v3? + 22 =4/10.

Het hier gevormde assenstelggll ,) wijkt dus af in aantal opzichten van het standaard

assenstelsel
- De assen vallen niet samen met het standaardsisisel(x;, X,)

- De assen staan niet onderling loodrecht
- De schaal van de assen is niet normaal (d.wtzydtal 1 bij een as ligt niet op een
afstand 1 van de oorsprong).

De kentallen van de vect@r ten opzichte van het assenste(sdl,)
4
De lijn door de kop van de vectér:( 3) evenwijdig aan dé,-as snijdt dd,-as in 3.

De lijn door de kop van de vectar evenwijdig aan dé -as snijdt dd,-as in-2.

Men noemt dit: De vectod in R? heeft de kentallen 3 en2 ten opzichte van het
assenstelsdl,,l,) .

De ontbinding van de vect@ ten opzichte van de lijnelp enl, levert de resp. ontbondenen

e @ s

Omdata = g + &, volgt hieruit

a=3v, -2y,
Men noemt dit: De vectod in R? heeft de resp. kentallen 3 e ten opzichte van de basis
Vi, V,.

Het maakt dus niet uit of men spreekt van de kksmtdén opzichte van een stelsel
basisvectoren of van de kentallen ten opzichtehedrbijbehorende assenstelsel.
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Na dit voorbeeld wordt het tijd om precies te défien wat een stelsel basisvectoren is.
Hiertoe hebben we het begrip lineaire combinatiewectoren nodig en de begrippen
afhankelijkheid en onafhankelijkheid van vector®e.definities zijn zodanig dat zij niet

alleen geldig zijn inR®> maar ook algemeen iR".

Definitie

Een vectorv heet eettineaire combinatievan een stelsel vectorem, W,,..., W, als er scalars

A, A,,..., A, bestaan zodanig dat

V=AW AW+ AW,

Voorbeelden

1)

2)

3)

4)

In het laatste voorbeeld is de vectoeen lineaire combinatie van de vectorgrenv,

omdat voor de scalard =3 en A, =-2 geldt
a=Av +A,V,

ledere vectod in R*is een lineaire combinatie van de standaard b&asig omdat

er altijd scalarsa, en a, (de kentallen) bestaan zodanig dat.
d=a6+ a8

-1

(3 3 _ 0). _,
Gegeven het stelsel vectorn- 1 , W, = enw, = 3 in R° en ook de

6 : . N
vector v Z(GJ . De vectorv is een lineaire combinatie van het stelsel veatoig W,

en W, omdat geldt
V =4W - 2W, + Oy,
Deze lineaire combinatie is niet uniek want ooknsgelijk
V =-2W + 4\, — 4W,
Ga door berekening na dat deze lineaire combinatistszijn (opgave 1.4.4)

2 -3
Gegeven het stelsel vectomn- (2} enw, :( 3) in R?

3 . L
en ook de vectov = (:J . De vectorv is geen lineaire

combinatie van het stelsel vector@épen W, , want:
Voor een willekeurige lineaire combinatie vanen w, geldt

B B 2 -3\ (24 -31 1 ik
sl o (5o

Dus iedere lineaire combinatie is gelijk of tegestgld For

1
gericht aan de vectop =(J. Gezien als positievector is

ieder lineaire combinatie vaw, en W, gericht volgens de lijh: x, = x, die langs de
vector pligt. De vectorv is echter niet gelijk of tegengesteld gericht gavant vis

niet gericht volgens de lijh
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Ook de volgende definitie geldt niet alleen®d maar algemeen iR".
Definitie
Een stelsel vectoren, v,,...,V, heetlineair afhankelijkals ten minste één van de vectoren uit

het stelsel een lineaire combinatie is van de geerectoren. Is het stelsel vectoren
v, V,,...,V, niet lineair afhankelijk dan heet het stelgaair onafhankelijk

Voorbeelden

1) De standaard basisvectoréen &, in R zijn onafhankelijk.
Stel het tegendeel, de vectoren zijn wel afharikdlj is dan een scalak zodanig dat
& =g of eris een scalat, zodanig dag = A,&,. In termen van kolomen betekent

het eerste geval
0=A
1=0

s

Het is niet mogelijk dal= 0 en dus kan niet geldes) = A,§.
Een vergelijkbaar argument geldt voor het tweedlge
2) In R*vormt iedere vectod samen met de standaard basisvect@em & een

afhankelijk stelsel.
Immers volgens de stelling hierboven zijn er ssaéaren a, bestaan zodanig dat.

da=ag+ag
Dus is iedere vectogieen lineaire combinatie va& en &,
3) Als ten minste één van de vectoren uit eeseltekctorenv,, v,,..., v, gelijk is aan de

nulvectorOdan is het stelsel afhankelijk .
Stel bijv. V, =0 dan geldt0= OV, +---+ Ov,. De scalars in de lineaire combinatie van
V,,V,,...,V, zijn dus alle 0.

4) Een stel vectore@ z 0 enb # 0 is een afhankelijk stelsel dan en slechts danlets
vectoren gelijk of tegengesteld gericht zijn.
Stel de vectoren zijn afhankelijk. Er is dan eeslact zodanig dab = Aa of er is
een scalay/ zodanig dat = ub . In beide gevallen betekent dit dat de vectoren

volgens dezelfde lijn gericht zijn.
Stel de vectoren zijn gelijk of tegengesteld gdri€hn is dan een scalar zodanig dat

b = Aa. Dus vormen de vectoren een afhankelijk stelsel.
En ten slotte geldt ook de volgende definitie aiten inR* maar algemeen iiR".

Definitie
Een stelsel vectoren, v,,...,V, heet eeasisals

- Het stelsel is onafhankelijk.
- ledere andere vector is een lineaire combinatredit stelsel.
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Voorbeeld

2
In het bovenstaande voorbeeld van het scheve asksehd,,l,) zijn de vectoreny, =(J en

1
v, = (3} onafhankelijk (zie opgavie4.5). Deze vectoren vormen een basi®fromdat niet

4 S o G
alleen de vectog :( ) een lineaire combinatie is van de vectotgen V, volgens

a=3v, - 2,
maar ook iedere andere vectoin R?is van de vornb = AV, + A,V,. Dit laatste is een
gevolg van de volgende stelling.

Stelling
leder tweetal onafhankelijke vector&f vormt een basis.

Meetkundig bewijs
Stel twee vectoren, enV, zijn onafhankelijk. Zij zijn dan resp. gericht geins twee lijnen

l, enl, die elkaar snijden.

Laat @& een willekeurige vector zijn. We ontbinden de ve& langs
deze lijnen. De vectod, is de ontbondene vaa volgens de lijnl, en

de vectord, is de ontbondene vaa volgens de lijnl,. Er geldt dus
a=3a+a,.
De vectord, ligt langs dezelfde lijn als de vectdr en er bestaat dus
een scalan, zodanig daig, = A,v,. De vectord, ligt langs lijnl,
evenals de vector, en er is daarom een scalér zodanig dat

a, = A,v,.

Resultaata = AV, + A,V,. Dus een willekeurige vecta is een
lineaire combinatie van de onafhankelijke vectovgen v,.

Opmerkingen
1) Het algebraische bewijs van de stelling gaatarttwee vergelijkingen met twee
onbekendem, en A,. Het bewijs is sterk rekenkundig en geeft niet geed beeld

van wat afhankelijkheid of onafhankelijkheid varctaren betekent, terwijl de in het
meetkundig argument besproken ontbinding van eetovaaar twee richtingen meer
zicht geeft op wat er aan de hand is

2) Uit het hier gegeven bewijs blijkt dat de vecioop slecht®£én maniekan worden
uitgedrukt als lineaire combinatie vanluesisv, en v,. De ontbinding vard =g + 3,

volgens de lijner; enl, is uniek en omdat er verder maar één scalbestaat
zodanig datd, = A,v, en maar één scald, zodanig datd, = A,V, isde lineaire
combinatieéd = AV, + A,V, uniek
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3) Overigens geven we in §1.9 wel een rekenmetivode de onbekendeA, en A, met
behulp van de nevenvectoren van de onafhankelgk&oveny, env,.

4) Vanwege de uniciteit van de scaladfsen A, heeft het zin om deze scalarsrdesp.
kentallen van de vectd ten opzichte van de basis, v, te noemen.

Opmerking
Een assenstelsel matderling loodrecht@ssen en eesthaal die overeenstemt met de
standaard afstandullen we meestal mateny aangeven.

Opmerking vooraf aan de opgaven:
Stelling over de rechthoekige driehoek met schergeoeken van30° en 60°

De volgende meetkundige stelling zal in het verwatgden gebruikt in de opgaven:

Stelling
In een rechthoekige driehoek met scherpe hoeken3@aen 60° is de zijde tegenover de
hoek van30® de helft van de schuine zijde.

Bewijs

In AABC rechts isa de zijde tegenover de hoek vaf® enb de schuine

zijde.

Het puntC wordt ten opzichte van de lijn doAB gespiegeld naar een punt

D A
cog-D «

9AB 6|

Hierdoor ontstaatABD met drie hoeken va6(°. Daarom i\ABD n

gelijkzijdig.

Er geldt dusCD = AC, dus & =Db. Resultaata =%b

Voorbeeld
Stel in dat in de figuur voor de schuine zijde gj¢dd 8 dan geldt volgens de stelling voor de

zijde tegenover de hoek vat®’ data = % b=4.

Volgens Pythagoras geldt voor de zijde tegenovéragk van6d’
c?=b’-a?=82-42=48 = c= 48V 163 4

Opmerkingen
1) Met behulp van deze stelling kunnen we sinusasinus van hoeken va80® en 60°
exact uitrekenen.

Uit de figuur blijkt  cos30 =

sin3d =



2)

en

sin6d _a_l
b 2

Het is niet de bedoeling dat deze getallen woghouden. Van belang is alleen de
stelling.

Deze valt altijd eenvoudig te beredeneren met lpebeih tekening van de spiegeling
zoals uitgevoerd in het bewijs. Met de stelling k@mvoudig verder worden gerekend.
Als bijvoorbeeld de zijde tegenover de hoek &h bekend is valt de schuine zijde
direct te berekenen en vervolgens met behulp véimeBgras de andere
rechthoekszijde. En daarna eventueel cosinus simio$.

Opgaven

2 1
l.4.1 Gegeven zijn de vectoraén= (J env, =( j

14.2

a)

-1
Teken een scheef assenste{fseh) door de oorsprong waarbij de lijgericht

is volgens de vectov, en de lijnmvolgens de vectov, en waarbij de kop van

positievectorv, het getal 1 op deas vastlegt en de positievectdrhet getal
1 op dem-as

1
Verder is gegeven de vectar= (5} :

b)

c)

Ontbind in de figuur de vect@ naar dd-as en den-as en lees de resp.
kentallenA, en A, van deze vector ten opzichte van deze assen af.

Geef de vectod, = A,v, als kolomvector en ook de vectay = AV, en laat
algebraisch zien dat geldt= A v, + A,V,

-~ (1
Gegeven is de vectlr= (Zj

a)
b)

c)

Waarom is de vectde volgens de lijnx: x, =2x gericht?
Bereken exact de eenheidsvec#&rin de richting vark en de bijbehorende

nevenvectorg, . Noem het stel basisvectorép, & resp.&,g, .
Teken het loodrechte assenste(sely) in het standaard assenstelsel.

. ~ 5
Gegeven is verder de vectar:( ]
5

d)
€)

f)

Wat is de norm van deze vector en welke hoekktrieze vector met dg, -
as?
Teken de vectod in het assenstelsgk, y) en lees de resp. kentallen en a,

van deze vector af ten opzichte van dit assemstels
Toon met behulp van b) algebraisch aan dat di gevonden kentallen

voldoen aard=a ¢ + 3¢
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14.3

1.4.4

1.4.5

1.4.6

1.4.7

a) Teken het loodrecht assenstggey) dat door een draaiing om de oorsprong
over 30° ontstaat uit het standaard assenstelsel
\/ﬂ

b) Gegeven de vectd?:( L] Bereken de norm van deze vector. Leg uit

waarom deze vector is gericht volgenscebes. Bereken de basisvectoren

I
& =8 _W keng =g
G [ der d ta !
egeven is verder de vectar=
V3
C) Wat is de lengte van deze vector ? Leg uit whlkek deze vector maakt met

de x -as.
d) Welke hoek maakt deze vector metxeies?
e) Ten opzichte van de basis in het assenstetsg) heeft de vector

d=ag + a & de kentallera, = J3 en a, =1. Verklaar dit meetkundig aan

de hand van een figuur waarin de vedoin het assenstels€x, y) is
getekend.

f) Toon met behulp van het resultaat uit b) algimiaaan dat het resultaat uit e)
klopt.

(3} . 3 - 0). _, _ (6
Gegevemw, = , W, = enw, = in R° en de vectol = :
1 -1 -3 6

a) Toon door berekening aan dat geldt
V =4W - 2W, + 0w,

b) Toon door berekening aan dat ook geldt
V= -2 + 41, — 4V

2 1
Bewijs dat de vectorey) = (J env, = (3} onafhankelijk zijn.

o . (5) - (-1 (3
Gegeven iRR“ de vectorerd = 0 , b= 1 enc = ) . Toon aan dat deze

vectoren een afhankelijk stelsel vormen.

(Aanwijzing: Met bijv. de vector-2b valt dit snel in te zien zonder dat er een
tekening hoeft te worden gemaakt.)

ook 2 ~ -1 4_0 - -1
s o o) o of) o o

Leg uit welke van de pares enb een afhankelijk stelsel vectoren vormt

. 4 ~ .
Gegeven iR*de vectorerd =( ) enb , waarbij voor de tweede vector kan gelden
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1.4.8 Volgens de laatste stelling kanlikf elk tweetal onafhankelijke vectoreéi en v,

dienen als basis voor de vectoren. Elke ander@wvexceen lineaire combinatie van
zo'n tweetal vectoren.

iy : _ (2
a) Teken als positievectoren in een assenstétsel,) de vectoreny, = (J en

2 iy .
v, :( j als positievectoren. Teken ook het bijbehorentiese assenstelsel.

5
b) Teken ook als positievectar= (4}

C) Ontbind de vectoé langs de vectoref, enV,, dus volgens het scheve
assenstelsel.
d) In a=AV,+AV, zijn A, en A, de kentallen van de vectarten opzichte van

de basisV,, V,. Bepaal deze kentallen uit de figuur en ga metbegakening
na dat inderdaad geldt= AV, + A,V,

1.4.9 Laatv enw twee onafhankelijke vectoren R? zijn
a)  Waarom geldf]l(v, W) # 0°en O(V, W) 2180 ?
Volgens de laatste stelling vormt het p&afv een basis vOoR”
Als O(V - W) > 0°heet de basi§ ,w positief georiénteerd
Als O(V - W) <0°heet de basi§ , w negatief georiénteerd
b) Leg uit dat het basispa@r,w en het basispaak,v een tegengesteld teken
van oriéntatie bezitten.

1.4.10 Laatv enw twee afhankelijke vectoren iR” zijn.
Leg uit dat voor deze vectoren geen oriéntatievkarden gedefinieerd.

1.4.11 Laa enmtwee onderling loodrechte lijnen zijn door eenagdn oorsprong van een

vlak.
Leg uit dat bij dit paar lijnen er 8 onderling loedhte paren basisvectoren van lengte

1 mogelijk zijn: 4 van positieve oriéntatie en fvsegatieve oriéntatie.
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1.5 Het inproduct van vectoren in R?: algebraische beschouwing

In een vorige paragraaf over de nevenvector heblgevanuit onzeneetkundige intuitjedie

in de loop van de tijd is opgebouwd, beschouwinggmuden ovenoekenenlengtesbij
vectoren Doortoevoeging van een extra structiaan een vectorruimte al®®> wordt het
echter mogelijk om lengtes en hoekdgebraisch te definiéremeze extra structuur heet het
inproductvan twee vectoren en met dit inproduct worden lermgt hoek bij vectoren dus
formeel gedefinieerd.

In deze paragraaf wordt dit inproduct algebraisatieinieerd en wordt een stelling bewezen
over de algemene eigenschappen van dit produce 8lgemene eigenschappen worden dan
gebruikt om de kentallen van een vector te berédermpzichte van een zogenoemde
orthonormale basis. Zo’n orthonormale basis woetiteg| algebraisch gedefinieerd met
behulp van het inproduct.

In de volgende paragraaf komen de meetkundige tespean het inproduct aan bod. We
zullen daar aantonen dat het begrip orthonorm@alvan vectoren meetkundig betekent dat
dergelijke vectoren onderling loodrecht staan.|&atste door een stelling van Pythagoras te
bewijzen bij vectoren. Vervolgens wordt via dezslstg van Pythagoras bij vectoren
uitgelegd hoe de hoek tussen twee vectoren aligebravordt gedefinieerd.

Definitie

a
a,
genaamd henproductvan deze vectoren en genoteerd(ald) , gegeven door

Aan ieder tweetal vectore@d :[ j enb = (ij in R?is een reéel getal toegevoeqd,

(@b)=3h+ah
Opmerking

Uitgedrukt in alleen de kentallen van de vectoﬁen(aij enb = [bl] noteert men voor het

e

Vanwege deze notatie wordt het inproduct in heteisxgok wel hetlotpructgenoemd (dot =
punt).

inproduct

Voorbeeld
(2 . (1
Gegeverde vectorera = (J enb= (3j

Gevraagd het inproduct van deze vectoren
Oplossing

_ (2 (1
Voor het inproduct geldt (&,b) = (1}(3} =21+ 1B= ¢
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De volgende stelling geeft @dgemene algebraische eigenschappen van het inptodu

Stelling

Voor alle vectorerd, b en ¢ in R? en voor iedere scalad geldt voor het inproduct
(a,b) =(b,d commutativiteit
(a,b+®)=(ab+(a® behoud optelling
(a,Ab) = A(3,b) behoud schaling

Verder geldt (3,820 met nuleigenschap
a=0 - (a@a=¢C

Bewijs

Commutativiteit
Voor é=[a1j enb =[le in R?geldt
a, b,

@by=ah+ah=ha+ ha=( b
Behoud vectoroptelling
Als verder geldtc :(QJ dan5+é:(bl+ClJ en dus

C, b, +c,
(@,b+0=4a(h+¢)+ g(h+ 9= abr ag ab a
=ah+ab+ag+t ac=(ab+("akr

Behoud schaling

(a,Ab) = a(Ah)+ a(Ah)=A(ab+ ah=A("ak
Nuleigenschap

(a@=3a+aa=g+ g
Dit is altijd positief behalve als zowel =0 als a, =0, dus behalve al =0

Opmerking
Voor alle vectorerd, b en € in R2en voor iedere scalat geldt verder
(a+b,®=(ab+(h©® behoud optelling
(1&,b) = A(3,b) behoud schaling
Dit kan net als hierboven worden bewezen, maart\aug direct uit de stelling vanwege de
commutativiteit

(@+b, 9 =(ta+t B=(ca+(ch=(ax+( bXx
en (A8,0)=(bA8 =Aba=A(ab
Als een bewerking op vectoren zowel optelling behals schaling dan noemt men een
dergelijke bewerking lineair. Omdat behoud optellen behoud schaling tussen de haken
zowel links als rechts van de komma geldt, dus dybtwemt men het inproduct van twee

vectoren ook wel eéehilineaire vorm
Vanuit het inproduct valt direct de lengte van geator te definiéren.
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Definitie

De lengteof normvan een vectod in R?, notatie|é|, Is per definitie
=@

Toelichting op de definitie

Als a:(:\j dan geldt/(8,8) =\/aa+ag=y g+ 3.

Dit is in overeenstemming met de eerdere defifdie /&’ + &

Volgens de stelling, en ook volgens deze formuéeftalleen de nulvector norm 0 en hebben
alle andere vectoren een norm die positief is.

We gaan nu het begrip orthonormale basis definidatrentraal staat in het vervolg van deze
paragraaf

Definitie
Twee vectoren iR* hetenorthogonaalals hun inproduct gelijk nul is.
Dus twee vectore@d enb in R2zijn orthogonaal als geldt

(a,by=0

Voorbeeld

2 . (3) ..
De vectora = (3} en zijn nevenvectoa =[ 2) zijn orthogonaal want er geldt

(a,a) = ﬁ-[?} = 2[{-3)+ 3 2= C

Opmerking

Dat een vector en zijn nevenvector orthogonaalsiggereert dat meetkundig de
orthogonaliteit van twee vectoren betekent datelgkg vectoren onderlinge loodrecht staan.
In de volgende paragraaf zal blijken dat de deéinian de hoek tussen twee vectoren vanuit
het inproduct tot de conclusie leidt dat twee vesrtpbeide ongelijk de nulvector, dan en
slechts dan orthogonaal zijn als zij onderling keek van90° hebben.

De hier gegeven definitie van orthogonaliteit wetkect vanuit het inproduct, zonder
tussenkomst van het meetkundige begrip loodrecistzdnder tussenkomst van het begrip
hoek.

Ook de volgende definitie werkt rechtstreeks vahattinproduct, zonder tussenkomst van
het begrip hoek, omdat ook de lengte van een veéatect vanuit het inproduct is
gedefinieerd.

Definitie
Twee vectoren iR? hetenorthonormaal als zij orthogonaal zijn en als zij beide norm 1
hebben (beide van lengte 1 zijn).
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Voorbeeld
Gegevenln het standaard assenstelel x,) wordt de lijnl gegeven dootr : x, :%x1

Gevraagd Een orthonormaal stelsel basisvectoren waarvamvaé deze vectoren gericht is
langsl.

Oplossing
~ (4
Als x, =4 dan is volgens de formube, =3. De vectork = (3] Is dus gericht langs de lijn

De eenheidsvector in de richting vanwordt gegeven door

De nevenvector vag, is

3
5

Ook de nevenvector heeft lengte 1 en er geldt verde
3

4\ (_3
<é<'é:> = g]-( 45J=§|1—%)+T3)[%:O

5/\5
Het stelsel vectoreB, ,& is dus een orthonormale basis zoals gevraagd.

Opmerking over notatie van orthonormale assenstelein R?
Het assenstelsel behorend bij een orthonormals basidt een orthonormaal assenstelsel

genoemd. Als we in het vervolg spreken overxas en een bijbehorengiaas in R* dan
zullen we altijd een orthonormaal assenstelsel dledo De bijbehorende basisvectoren
noteren we dan al§_respg, . Dit betekent dat in deze notatie altijd moet geld
8,e)=1
(€,8)=1
(&.§)=0
In sommige gevallen zullen we echter een notasi€ale voor een orthonormale basis
blijven gebruiken in plaats van de nota§gé, .

In het volgende voorbeeld brengen we in de heringdroe de kentallen van een vector in

R?ten opzichte van een basis worden bepaald opneetkundigenanier. We gebruiken
hierbij een orthonormaal assensteléely)

Na dit voorbeeld laten we zien hoeldmtallenvan een vector ifR*ten opzichte van een
orthonormale basiset behulp van hebhproductkunnen wordeterekendDe hiervoor
benodigde stellingen worden bewezen met de hierbmads bewezen algemene
eigenschappen van het inproduct.

43



Voorbeeld

7
GegevenDe vectora :( J in R,

Gevraagd De kentallen van deze vector ten opzichte vabad#s€, ,& Uit het vorige
voorbeeld.

Noteer hierbijg,in plaats varg en g, T"
in plaats varg, . ¢ -
‘ !
Oplossing |
Teken de lijnx: x, =3 x in het b=
standaard assenstelse], x,). Teken 1

de lijny door de oorsprong loodrecht
op x. Breng op beide lijnen dezelfde
schaal aan als die van de standaard
assen. Het resultaat is in de figuur

gegeven. De schalen langseny zijn —y
dan zodanig gekozen dat de vector
€ =& het getal 1 op vastlegt en de

vectorg, = § het getal 1 op.

Ontbinden van de vecta@ langs de
asserx eny levert het kental 5 op de
as en het kentat5op dey-as.

Dit betekent dat zou moeten gelden ten 1
opzichte van de basi§, , €

a=508 +(-5)§
Dit is inderdaad het geval omdat geldt

e A8 (R (A (3 (7
sascom = eof {3 (3
Opmerking

De kentallen van een willekeurige vectrin R* ten opzichte van de orthonormale basis
&.,€, worden genoteerd ak, resp.a, .
In het bovenstaande voorbeeld geldt dus
a=alg+glk
meta, =5 ena, =-5.

Met behulp van de volgende stelling kunnen de Hemaan een vector ifR* ten opzichte

van een orthonormale basis wordmrekendnet behulp van het inproduct, dus zonder dat er
zoals in het laatste voorbeeld gemeten wordt infigemr, die eerst nauwkeurig moet worden
getekend.
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Stelling
Als in R? & de eenheidsvector is in de richting van een vektan & =¢ isde

nevenvector va@, dan geldt

1) De vectorerg, ,&, vormen een orthonormale basislitt

2 De kentallena, , ay van een vectod in R*ten opzichte van deze basis, dus in de
formulea=a [§ + g g, worden gegeven door

a,=(8, d
a,=(g, 3

Bewijs

1) We moeten aantonen dat voor de vectoégren €, geldt
(8.6 =1
(8,8)=1
(&.8€)=0

Er geldtg, :ﬁ dus
(&.,8) =<§,§> = <l<:2> behoud schalin
KK e
- Kk 1 definitie norm

Als éx=(u1j dan (€,¢)= ulj(ulj y*+ y’>=1. Dit betekent voor de
u, u, )\ u,
nevenvector (8,,8)= el =(-u)*+ ¥ =1
v §) = u, u, Y l1!
S - u (-
en ook (. €)=| " = y(-y)+ yOy=0
VAN
2) Uit de algemene eigenschappen van het inproagt
(6,8 =(%, ale+ gue=(¢g dTp+(" e A behoud optelling
=a(8 &t a(&,® behoud schaling
=a, [+a 0= g orthonormaliteit
(6,8 =(¢,a0e+ g0 =g dTp+("p A behoud optelling
=a 8 &)+ a(e. e behoud schaling
=a, [0ta [F g orthonormaliteit
O
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Voorbeeld

7
We kunnen nu in het vorige voorbeeld de kentdblerekenervan de vectoa =( ) in R?

ten opzichte van de orthonormale ba&is

want volgens de stelling geldt

(7
a, :<éx,é>=(‘;' ( ]:fgmﬂ%c(—l): 5
5
_g 7
5

Het bewijs van de volgende stelling is algebraisai aard en hoort daarom in deze
paragraaf. Echter de meetkundige betekenis ervgino@, zoals zal blijken in de volgende
paragraaf. Zo is deze stelling onontbeerlijk bij bewijs vanuit het inproduct van de stelling
van Pythagoras zoals die geldt in een orthonoressgnstelsel. Vervolgens leidt dit tot de
projectiestelling die de motivering levert voordifinitie van een hoek vanuit het inproduct.

Stelling
Als in R*de vectora ten opzichte van de orthonormale bagisg, de resp. kentallea, en

a, heeft en de vectds de resp. kentalleb, b, dan geldt voor het inproduct van deze
vectoren

(&b)=ah+ah
Bewijs
(a,by=(a B+ a0, b=( adg b+( gTg )b behoud optell
=a (8 b+alq.b behoud schalir
=ahb +ah, vorige stelling

O

Opmerking: De algemene betekenis van de stelling.
Welk orthonormaal assenstelqed y) er ook wordt gekozen, altijd is er dezelfde foenul

voor het inproduct
Ten opzichte van de bijbehorende orthonormale kigs& geldt immers altijd

d=a®B+ad en b=hE+hOe

met @py=ah+ah

Bij het standaard-assenstel¢g|, x,) levert dit nogmaals de definitie van het inproduct
d=a®+ale en b=hE+ble

met (a,b)=ah+ah
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Opgaven

- (1
1.5.1 Gegeven is de vectkr= (2]

1.5.2

1.5.3

1.5.4

a) Waarom is de vectde volgens de lijnx: X, = 2% gericht?
b) Geef exact de eenheidsvect®@r= g in de richting vark en de bijoehorende
nevenvectos, = §’ .

5
Gegeven is verder de vectar= (\/_]
5

C) Bereken de kentallen van deze vector ten opzicéih de orthonormale basis

&8
. - (\3

Gegeven is de vecttr= A

a) Bereken de lengte vdn en beargumenteer aan de hand van een figuur dat
deze vector een hoek v&3@ maakt met de positieve -as van het standaard
assenstelsel.

Verder ontstaat het assenstelely) vanuit het standaard assenste(sg|x,) .door

een draaiing om de oorsprong o\3&f
b) Geef exact de kentallen van de orthonormaleshestoreng eng, .

1
Gegeven is ook de vectar=
{ﬁj
C) Welke hoek maakt deze vector met de met deipesik, -as van het standaard

assenstelsel? En dus welke hoek met de positiage
d) Bereken exact de kentallen van de veétden opzichte van deze basis.
e) Verklaar het resultaat uit d) meetkundig metyeian het resultaat uit c).

2
Gegeven is de vectar=
’ [sz

a) Bereker1<'§1|2 =(3,3).
Verder ontstaat het assensteléely) vanuit het standaard assenste(selx,) door
een draaiing om de oorsprong over .

b) Geef exact de kentallen van de orthonormaleshastoren€, eng, .
C) Geef exact de kentallen van de vedoten opzichte van deze basis.
d) Bereker151|2 =(& @ ook met behulp van de laatste stelling.

De laatste stelling over het inproduct in @glfekeurig orthonormaal stelsel is
bewezen met de voorlaatste stelling over de kemtalhn een vector ten opzichte van
een orthonormaal stelsel. Omgekeerd volgt de vatsta stelling uit de laatste.

a)  Alsin(ab)=3ah+ gh geldta=g waarom dit leidt tob, = (&, b ?
b)  Welke keuze vooa leidt totb, =(8,, b) ?
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1.6 Het inproduct van vectoren in R?: meetkundige betekenis

In de vorige paragraaf is het inproduct van twestoren inR? algebraischgedefinieerd en
als eerste toepassing van dit begrip hebben we té¢@ hoe de kentallen van een vector ten
opzichte van een orthonormale basis kunnen wordezkbnd. Bij de definitie van een
orthonormale basis is alleen gebruik gemaakt vaslgibraische eigenschappen van het
inproduct en waren hoeken niet nodig.

In deze paragraaf komt deeetkundige betekenian het inproduct aan bod. Deze
meetkundige beschouwingen onderbouwealdebraische definitie van de hoek tussen twee
vectoren vanuit het inproduct. Deze definitie varhodek is het hoofddoel van de paragraaf

De eerste stelling van meetkundige betekenis hetesttelling van Pythagoragoor de
ontbondenen van een vector ten opzichte van ebaormtmaal assenstelsel.

Stelling van Pythagoras

In R® zijn de vectorerb, [& en b, [, zijn de ontbondenen van een vedior b, (& + )
ten opzichte van een orthonormaal assenstébsef) behorend bij een orthonormale basis
€.

Het verband tussen de lengte van de vector ererdgds van de ontbondenen is de stelling
van Pythagoras

| =[b 8" +| b5

Bewijs
‘5‘2 =(b, b) definitie norm vector
=bh +hh=h*+ k> laatste stelling vorige paragra
Verder
b, & =(h &, hTe) definitie norm vector
=b’(8& &) behoud schaling
=b’[M=h? normaliteit basisvectc
Vergelijkbaar geldt b, ®| = b?

Opmerking over de definitie van de rechte hoek

In de figuur rechts wordt de optellifg= b (& + QhOe
volgens de kop-staart methode gegeven. Voor deédsng
van de zijden iMOCB geldt OC =|h g|=| b,

CB:‘Q“Q/‘ :‘ Q‘ en OB:‘B{. Volgens de stelling geldt dus

48



OB? = OC’ + CE. Dus in AOCB geldt de stelling van Pythagoras.
Vanwege deze stelling is het in overeenstemmingamee¢ meetkundige kennis dat we de
hoek [JOCB definiéren als rechthoekig.

OmdatOC = b€ en g volgens eenzelfde lijn gericht zijn en 0QIB = b geng zin
gericht volgens eenzelfde lijn, betekent dezeistethok dat we de hoek tussénen g,

moeten definiéren al8(®. De stelling van Pythagoras betekent derhalve@dabnormale
vectoren meetkundig gezien onderling loodrechtrstaa

Ook vanuit de hieronder te geven algemene algathraidefinitie van de hoek tussen twee
vectoren vanuit het inproduct zullen we tot de dasie komen dat de hoek tussgnen g,

gelijk moet zijn aard0’.

Om meer meetkundig inzicht te krijgen in het %
inwendig product(a, b) van twee vectored enb in

R? leggen we eearthonormaalassenstelsgx, y) aan £, 7,
waarbij dex-as volgens de vectar is gericht.

o a. : : I

De vectorg, :H IS de eenheidsvector in de richting
a

van de vectoid. Door de keuze van deas geldt

€ =€ en we kiezen als basisvector vanyeies de

nevenvector vaig, , dus€, = e .

Opmerking over de notatie

Als dex-as volgens de vecta gericht is zullen we vaak in plaats van de ondexny de
onderindexa kiezen en omgekeerd.

Bijvoorbeeld bij de vectoa

a=lag
=|aje +0g
en bij de ontbondenen van de vedbor
b=b%+h%
=bg +h g
In het bijzonder zullen we in dit geval voor hentad b, van de vectob langs dex-as vaak
de notatido, gebruiken.

De keuze van de-as volgens de vectd leidt direct tot de zogenoemde projectiestelliag v
het inproduct. De meetkundige betekenis ervan wairdtt na de stelling besproken.

Projectiestelling
Voor het inproduct(a,b) van de vectore@ enb in R2geldt

(8,by=[4 R

We geven twee bewijzen, die in feite op hetzelfderkomen.
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1° bewijs
(@aby=(d4%. b
=|a(g, .b behoud schaling

=|aln, stelling kentallen van

2° bewijs
Volgens de laatste stelling uit de vorige paragogddt
(a,b)=ah+3ah
=lab+ &y =[4h

Opmerkingen over de meetkundige betekenis van de pjectiestelling
1) In een plat vlak wordt vanuit een piheen loodlijn
neergelaten op een lija Het puntRop de lijnkis het
zogenoemde voetpunt van deze loodlijn. \
De afbeeldingP [ %D» Rwordt de (oodrechtg projectie \
k \ T
van puntP op de lijnk genoemd. \
We bekijken ook de loodrechte projece] 9)@ S van

k
puntQ op de lijnk. Er ontstaat aldus eelo@drechtg

projectie van de verplaatsingsvectBQ op de lijn k
PQU [ RS
Q 7z

k

\
\

A

P
y.h

De vectorRS heet deyeprojecteerdean de vectoPQ op de lijn k
2) In b= b€ + & heet vectob,g, de (oodrechtg projectievan de vectob op de
vector a. Het kentalb, noemt men ook hétental van de

(loodrecht@ projectievan de vectob op de vecto’.
Meetkundig kan men deze projechgg, langs de vectoé

verkrijgen door de staarten van de vectogieen b aan

elkaar te leggen en vanuit de kop van de velsteen
loodlijn neer te laten op de vectéar. Het resultaat is hier
rechts getekend.

Niet alleenb,&, wordt loodrechte projectie van de vector

b op de vectod genoemd, ook het kenth| noemt men

wel de loodrechte projectie van de vecﬁ)rop de vector
a. Er geldt dat de lengte van de vecdtgé, gelijk is aan de

absolute waarde van het kenkgl, dus|b,&,|=|h) .
In woorden is er volgens de projectiestelling gelem
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inproduct van) ( lengte van kental projeatan de tweed
twee vectore eerste vectgr  vector langs de eersterve

Hiermee is heinproduct meetkundig geinterpreteendtermen vahoodrechte
projectie van de ene vector langs de andere

Voorbeeld

_ (12 - (4 _ (-6
GegevenDe vectorend = , b= enc=
5 6 4

Gevraagd De kentallen van de projectie van de vectdresn ¢ langs de vectoa
Oplossing

12\ (12
Er geldt <a,a>=(5j{ 5j=12c12+ 55= 169= |[d=(ag= 1

—e. h=t(ah=1 ) =2 _
b, = (&, b>—|a|<ab—13(5][6] 13(12D4+ q16)= €
_#Q_i"*:ilz._6:_l - —
C, =(&, >—|a|<a<> 13(5M4) 13(12[( 6)+ 514)= —

Opmerking

Uit het voorbeeld blijkt:

Zijn de vectoraen de projectie langs deze vector
a gelijk gericht zoals bij de projectie van de
vectorb, dan is hekentalvan deprojectie ,
positief Verder is dan de hoek tussen de vectoren
scherp d.w.z.0° <[J(a,b) < 9C° T
Zijn de vectoraen de projectie langs deze vector

a tegengesteld gerichzoals bij de projectie van

de vectorc, dan is hekentalvan deprojectie negatiefBovendien is de hoek tussen de
vectoren dastomp d.w.z.90° <0 (&,¢)< 180

Opmerkingen over de ingesloten hoek in samenhang inge projectiestelling
1) We bekijken het geval dat het kenbalvan de

projectie van de vectds # 0 op de vectord # 0

positief is, dus het geval dat >0.

In dat geval zijn de geprojecteerde vedigé en de

vector a gelijk gericht.

Kiest men de-as langs de vectd dan geldt

OC = h &, waarbijb,& = h&. Volgens de

opmerking volgend na de stelling van Pythagoras _
voor een vector geldt dat ook &OCB de stelling &y =%
van Pythagoras van toepassing@8’ = OC* + CE'.
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Dit betekent datJOCB =90 moet zijn en dat verder geldt
cos[IBOC= OC

Nu is DOCBde ingesloten hoekl(a, b) van de vectorer@ en b en geldtOC=hen
OB=‘B{. Gevolg

cosD(éb) = Q=‘q cosl 4 b

b

In woorden
(kental van de projectie van deg _( lengte vlmj( cosinus van dj
to

tweede vector op de eerste ve tweestgor )| ingesloten hoe
2) In combinatie met de projectiestellikg, by =|g b, levert dit

(a,b) :|éﬂﬂcosD (a,b)

In woorden
inproduct van) _( lengte van lengte vandeosicus van de
twee vectore eerste vectgr  tweede vegtargesloten hoe

Het is juist dit resultaat dat betekent dat de entipalgebraische definitie van de hoek tussen
twee vectorein overeenstemming is met onze meetkundige ingichZoals al eerder is
gezegd vormt de rechtvaardiging van deze defihitiecentrale doel van deze paragraatf.

Definitie van de hoek tussen twee vectoren

De hoek[1(&,b) tussen twee vectored # 0 enb # 0 in R? is een hoeke 0°en <180 die
wordt vastgelegd door de formule

(a,b)

cosd@p)=-=-2 | ”b‘

Opmerkingen
1) Deze definitie van de ingesloten hoek van twastoren gaat geheel uit van het

inproduct omdat per definitie de norm van de resptorena en b volgens

d=y(a 3 en‘b‘ (b, b) wordt gegeven door het inproduct.

2) In aanhangsel 2, over de definitie van cosimusieus, komt aan de orde dat ook voor
een stompe hoek, dus &6° <[ (@,b)< 180, de cosinus kan worden gedefinieerd.

Deze blijkt dan negatief te zijn.
Ook zal dit worden nader toegelicht na het volgevmbeeld, waarin de hoek wordt
berekend vanuit de cosinus met behulp van de re&emime.

Voorbeeld

12\ - (4 -6
Gegevende vectorera :( 5] , b= (6) enc =( 4 j uit het voorgaande voorbeeld
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Gevraagd de hoekerl(,b), 0(&,¢) en O(b, ©)

Oplossing
12\ (4
- (&, b> ( J [6) 78 ™ o
0@b)= 0 33,
cos@h)7 alg  133/52 13V52 = DRbF ST
(a,¢ \5)\ 4 -52 . o
(] = = = O 123,
cosl@c) lallel  13@/52 13352 = Deer /
- (b,®) _ 4)_0 e
06, =0 O R
cosl b €)= ‘b“c| \/_2131/_2 = = 0OK¢¥F
Opmerking

Volgens de opmerking na het voorbeeld, dat vooedfgan dit voorbeeld, geldt dat als de
hoek [1(&, b) scherp is het kental van de projectie van de vezttangs de vectoa positief
moet zijn. Volgens de projectiestelling is het mghuct dan positief en dus is volgens de
definitie van de hoek tussen twee vectoren de assran deze scherpe hoek positief.
Verder geldt volgens deze eerdere opmerking dateal®ekl1(d, ¢) stomp is het kental van
de projectie van de vecta@r langs de vectoa negatief moet zijn. Het inproduct is dan
negatief volgens de projectiestelling en dus ig&nt de definitie van de hoek tussen twee
vectoren de cosinus van deze stompe hoek negatief.

Dit alles betekent dus dat de cosinus van een gelerek positief is en de cosinus van een
stompe hoek negatief moet zijn.

De rekenresultaten van het laatste voorbeeld bgeastlit. Wanneer de cosinus positief is
dan wel negatief komt nader in aanhangsel 2 aamd#een meer uitgebreid bij de wiskunde
B lessen.

Een direct gevolg van de algebraische definitied@ahoek tussen twee vectoren met behulp
van het inproduct is:

Stelling

Twee vectorenda 0 enb # 0 in R? staan dan en slechts dan onderling loodrecht ats h
inproduct gelijk is aan nul. Dus

alb = (ab=0
Bewijs
<a b>

Dit levert voor de implicatle naar rechts() :

a0b = 0(@b)=9C= cosl @bF 0= (ap=
en voor de implicatie naar link$]() :

(a,b)=0 = codd@pbr 0= 0O@apyr 9= adb

We gebruikencosC @ b )- , met0° <0(a,b)<180.

53



Opmerking
Volgens de vorige paragraaf zijn twee vectoreiRforthogonaal als hun inproduct nul is.
De hier gegeven definitie van de hoek tussen tveetoven leidt dus tot het volgende:

Twee vectorer# 0 in R2zijn dan en slechts dan orthogonaal als hun omdgrlhoekod is.

Ten slotte bewijzen we in de volgende stelling eemftile waarbij de loodrechte projectie in

R2van een vectob op een lijnk door de oorsprong snel
kan worden berekend. Ook deze stelling wordt een
projectiestelling genoemd.

Het beeld varb bij deze projectie wordt genoteerd als
7 (b).
Deze geprojecteerde vector is gelijk da8, , waarbij

=

k : . o -
& =E de eenheidsvector is in de richting van een vektor

langs deze lijrk enb, =(&, b het kental van deze projectie.

Op zich is wat hier wordt gesteld voldoende é‘ﬁr(B) te berekenen, maar de volgende
stelling, die met behulp van dit alles wordt bewezgerkt eenvoudiger.

Tweede projectiestelling
Laat k een lijn in een vlak zijn door de oorsprarag een standaard assenstelselkeren
vector inRR? gericht volgens deze lijn.
Voor de loodrechte projectie iR?van een vectob op deze lijn geldt
Z2(b) = ki) ¢
(k, k)
Bewijs

Voor de projectie vam langs de lijrk geldt 2 (b) =b & , waarbijé, :W enb, =(g,b

=~

Substitutie van de uitdrukking vody, in de uitdrukking voor?k(B) levert
Z((b)=(s.b%
Vervolgens levert de substitutie van de uitdrukknogr &,

-k - K
Z(b) = (=0 =
KN
= Tﬁ\?ﬁ behoud schaling bij inproduct
K
= EE % k definitie norm volgens inprodu

O
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Voorbeeld
GegevenDe lijn k: x, =2X

— -~ (3
Gevraagd Het beeldZ, (b) van de vectob = (4] bij loodrechte projectie op de lija

Oplossing Maak zelf een tekening van de situatie.

1
k =(2j is een vector langs de lilnpomdat alsx, =1 dan is volgens de formube, = 2.

Aldus

22
5

,E>R:@'(3J(1J=M4fl]=ﬁ

5 2

Aanhangsel 1: Opmerking over het inproduct in de nauurkunde

Een belangrijke toepassing van het inproduct inateurkunde
vormt het begri@rbeid van een krachEen direct hiermee =
samenhangend begrip is lvetmogen van een kracht

Stel F is één van de krachten die op een puntdeeltje
werkt. Stel verder dat het deeltje zich rechtlijmegplaatst van
een positie vastgelegd door de positievectoraar een positie
vastgelegd door de positievectigr De verplaatsingsvector van
de eerdere positie naar de latere positie is&fanr, —r;.

Neem verder aan dat deze kraéhttijdens de

verplaatsing van het deeltje constant is qua geaattqua
richting. Deze kracht op het deeltje wordt ontbondaar een

vector If” langs de verplaatsing en een vedfgrloodrecht op

de verplaatsing. Er geldt ds=F +F,.
Verder wordt er een scald; gedefinieerd, waarvoor geld, =‘If”‘ als de krachllfH in

de richting is van de verplaatsingsvecior en waarvoor geldf, = —‘Ifu‘ als de krachllfH

tegengesteld gericht is aan de verplaatsingsvegtor
Dearbeid W van de krachE bij deze verplaatsing wordt gedefinieerd door
W = F|AT|
De arbeidW is dus positief als de kracllﬁ en de verplaatsingr gelijk gericht zijn en deze

arbeid is negatief als de kracﬁlt en de verplaatsingr tegengesteld gericht zijn.
In deze definitie van de arbedrkennen wele projectiestelling voor het inproduct
van de krachtvectoF op het deeltjenet de verplaatsingsvectdt van het deeltje:
W =(F,AT)
Wiskundigen zullen vaak deze inproductformule newmsrdefinitie voor de arbeid van een
kracht, terwijl in de natuurkunde de projectiefotenW = F, |A?| veelal de definitie is
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waarvan wordt uitgegaan. Uiteindelijk maakt het niewelke definitie als uitgangspunt
wordt gekozen.
Als er een orthonormaal assenstelsely) is aangelegd dan kunnen krachtvector en

verplaatsingsvector uitgedrukt worden in kentatlmopzichte van de bijbehorende basis
F=Fg+Fpg en A7 =/XE +Ayg

en dan geldt voor de arbeid
W= FEAx+ FAy

Een met de arbeid van een kracht direct samenhdruggrip is hevermogen P van

een krachtF op een puntdeeltje met snelhdid In termen van het inproduct is het vermogen
P=(F,V)

Als er een orthonormaal assenstelsely) is aangelegd

dan F=Fg&+Fg en  V=Veg+ye

en dus P=Fv.+ Ry,

Aanhangsel 2: Definitie van cosinus en sinus met lnglp van radiéle lijnen

Op de kaart rechts, waarop de plaatsveranderingl@an
magnetische Noordpool in de loop van de afgelofnjdar
staat aangegeven, zijn halve lijnen getekend dieiie
moeten beginnen in de geografische Noordpool. Digrge
halve lijnen hetemadiéle lijnen(“radieel” betekent
“uitstralend vanuit een punt”).

We zullen aan de hand van dergelijke radiéle lijden
cosinus en de sinus definiéren voor andere hodkafea
positieve scherpe hoeken in een rechthoekige dzleho

We beginnen met een wiskundige definitie van hgtipe
radiéle lijn in een plat vlak. (Het gedeelte varadede in de
figuur is nog min of meer vilak.)

Definitie

De halve rechte lijnen in een plat vliak die begmireeen punt van dat vlak hetenrddiéle
lijnen van dat punt. Het punt zelf heet ksehtrumvan deze halve rechte lijnen.

Verder heet de afstand van een punt op een rdginglet het centrum dstraal of deradius
van dat punt (met betrekking tot de radiéle lijnen)

Opmerking
Punten op verschillende radiéle lijnen, behorenpédm centrum, met dezelfde radius liggen
op een cirkel met als middelpunt dat centrum.

Om derichting van een radiéle lijn vast te leggen wordt gewer&t de zogenoemde
richtinghoek Om deze hoek te kunnen definiéren kiezen we aérde radiéle lijnen als
radiéle nullijn. (Op de kaart is de radiéle lijn pal naar recltsnridiaan van Greenwich, die
de internationaal gebruikelijke radiéle nullijn)is.

56



Definitie
Als | een radiéle lijn is bij een centruvhen |, de gekozen radiéle
nullijn dan is de grootte van diehtinghoekvanl, notatieJ(l, - I),

gelijk aan de kleinste hoek tussigrenl. De richtinghoek is positief, dus

O, - 1)>0, als de draaiing oril over deze hoek valy naar| positief is.

De richtinghoek is negatief, dus(l, — 1) <0, als de draaiing ori over
deze hoek vam, naar | negatief is.

Opmerkingen
1) Is de radiéle lijh tegengesteld gericht aan de radiéle

nullijn 1, dan zijn er twee richtinghoeken mogelijk en
wel O(, - 1)=18C¢ en0O(l, - 1)=-180.

b, =Ly Do

/f'L[-‘a—-bL\ <o

2

R L (L —>2) =180°

De hoeken heten dayestrekt Buiten dit is er niet meer ,
dan één richtinghoek per radiéle lijn.
2) De richtinghoek van een radiéle lijn kan de wlear

aannemen var18® tot en metl8C.

De richtinghoek heetcherpals de grootte ervan tusséhen 90°ligt, dus als

0°<0(, - 1)<90 ofals-90° <O0(, - 1)< .

De richtinghoek heettompals de grootte ervan tusse@’ en 18 ligt, dus als

90° <0(, - 1)<180 of als-18¢° <O (, - | )<-90.

Verder heet de richtinghoe&chtals 0(l, - 1) =90°of als O(l, - I) =-90°

3) ledere keer als er ov860 wordt gedraaid om het centrum in positieve of tiege

'
. o
L LC’:;—“‘\ = -18°

richting komen we weer op dezelfde radiéle lijn Wielt men bij de richtinghoek nul
of meer kerer860 op, of trekt men één of meer ker8a( af, dan ontstaat een
zogenoemderaaihoek In de wiskunde B wordt hiermee gewerkt, maar émhet
kader van dit hoofdstuk over vectoren maken we gednuik van deze hoeken.

In het vervolg laten we deentrumvan de poollijnen samenvallen meta@sprongvan het

standaard assenstelsel enratfiéle nullijnkiezen we deositievex -as

Xy

Voor een radiéle lijn binnen heerste kwadranevert dit een figuur als L
hier rechts. De radiéle lijnheeft een positieve scherpe richtinghgek i>/
en het puntP op de radiéle lijn poollijn heeft positieve codrdien LN
(p,, p,) en de radius (waarbij dus geldt =/p + p,?).
Volgens de definitie van cosinus en sinus in eehtl®ekige driehoek T 1

oQ_p ’

eldt cosy=——==-1 .

J Y=o ¥ i
en siny = QP_p, ol n a

OP r

Hiermee zijn cosinus en sinus van de richtinghdtdedrukt in de standaard codrdinaten van
een punt op de radiéle lijn en de radius van dat.{iit resultaat wordt gebruikt om ook de
cosinus en de sinus te definiéren voor de richtieggen van radiéle lijnen buiten het eerste

kwadrant.

57

4

L4

[~}



Definitie
De cosinusen desinusvan eerrichtinghoekbehorend bij een radiéle lijn worden gedefinieerd
met behulp van een punt op die radiéle lijn.
eerste coordinaat punt op radiéle liji
radius van dat punt
tweede codrdinaat punt op radiéle li

radius van dat punt

cosfichtinghoek)=

sin(richtinghoek) =

Voorbeeld en opmerking o
1) Rechts is een radiéle lijn in het vierde kwatigetekend. ‘
De richtinghoeky is hier scherp en negatief. In dit

kwadrant iscosyzﬂ positief, omdat voor de eerste
r

codrdinaat van purR geldt p, >0. Voor de tweede
coodrdinaat van purR geldt in dit kwadrantp, <0 en

dus issiny:& negatief. Vergelijkbare beschouwingen
r
kunnen voor de het tweede en het derde kwadrartemagehouden.
2) Het punt op een radiéle lijn metdius1 zal een centrale rol gaan spelen bij onze
beschouwingen over de vector als verplaatsingnvésk en de vector als een

grootheid die tevens een richting heeft. (Zie §1.8.
In de laatste figuur i€(u,, u,) zo’'n punt, waarvoor dus gelqiuf +u,” =1.
Er geldt nu cosy =u,

siny=u,

De positievectolOE heet deeenheidsvector behorend bij de richtinghgeldie
wordt genoteerd als, .

u
Uit &, :[ 1] en de formules voor sinus en cosinus volgt
u2
cos
g =
g (smyj
Het is dezdormule voor de eenheidsvector behorend bij edmtiighoeky die

gebruikt zal worden bij de beschouwingen over leeb&nd tussen vector als
verplaatsing en vector als grootheid met richt{@ie §1.8.)

Opgaven
N 2 ~ (1
.6.1 Gegeven zijn de vectoren= (J enb= (3)

a) Maak een tekening van de situatie

b) Bereken de ingesloten hoek van deze vectorgramtien nauwkeurig met
behulp van het inproduct van deze vectoren.

C) Bereken het kental van de projectie van de vettop de vectoid met

behulp van dit inproduct.

58



1.6.2

1.6.3

1.6.4

1.6.5

1.6.6

Gegeven zijn de lijnek: x, = —; X enm: X =3%

a) Geef een vectdt gericht volgens de lijik en een vectom gericht volgens de
lijn m.

b) Bereken met behulp van het inproduct van deoventk en m de hoek tussen
de lijnenkenm .

Gegeven de lijnek: x, = —x enm: x, =+/30
a) De lijnk maakt een hoek vands’ met de positievg -as van het standaard
assenstelsel. Leg dit uit aan de hand van eenrfiguu

b) Waarom is de vectm:( j gericht langs de lijm? Bereken de lengte van

V3
deze vector. Teken vervolgens deze vector in egmdatrd assenstelsel.
Verklaar met behulp van deze figuur waarom de tijreen hoek van

60°maakt met de positieve-as.

C) Wat is daarom de hoek tussen de lijkemm?
d) Bereken de hoek tussen de lijieanm net als in opgave 1.6.2.

Vat de hoofdzaak van deze en de vorige pasaigamen door op te schrijven:
- De definitie van het inproduct

- De definitie van de norm van een vector vanattihproduct

- De eerste projectiestelling en de betekenisrenvavoorden

- De definitie van de hoek tussen twee vectoren

- De tweede projectiestelling

Uit de commutativiteit van het inprodug, by = (b, 3 en Ky
de projectiestellingexid, b) =g en (b, &) :‘51 a volgt e
b =[Ba S
Dit laatste valt ook met behulp van gelijkvormighei te “y \ NN .
zien met behulp van de figuur hiernaast, waarimesixtoren v \\ 2
a enb in het eerste kwadrant liggen 5
a) Bewijs dat de driehoekedOBPen AOAQ 1
gelijkvormig zijn: o X,
AOBP~ AOAC
o — b
b) Bewijs dat uit deze gelijkvormigheid volgpi :F
&,
en dat uit deze formule de bovenstaande formulgtvol
N (-3
Gegeven de lijik: x, = =3 % en de vecto& :( 2)
a) Maak een tekening van de situatie en tekerdeghrojectievector?, (d) van

de vectora langs de lijrk.
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1.6.7

1.6.8

b) Bereken de kentallen van de projectievectp(@) van de vecto& langs de

lijn k.

Gegeven een richtinghoak=30", een vectob met Iengt#ﬁ‘ =4 en

richtingshoek3 = 60° en een vectot met Iengtd6| =4 en richtingshoek/ =150 .

a) Maak een figuur van de situatie, met ook garklidie een hoel = 30° met
de x -as maakt

b) Teken ook?k(B) en Z(C) in de figuur.

C) Geef de exacte kentallen van de vectdrem ¢ ten opzichte van de standaard
basis. Geef ook de exacte kentallen van een vécttie gericht is langs de lijn
k

Aanwijzing: Teken afzonderlijk voor elk van dezectgren een rechthoekige
driehoek met30° en 60° in een standaard assenstelsel.

d) Bereken de exacte kentallen vﬁﬁ(ﬁ) en Z () met behulp van de tweede
projectiestelling.

e) Hoe blijkt uit de antwoorden bij d) dat de lijeen hoek va =30° met de
X, -as maakt?

Met het inproduct zijn hoeken en lengtes wadriehoeken snel te berekenen en veel
eigenschappen van driehoeken zijn met het inproghadtaf te leiden. Deze opgave
vormt hiervan een eerste voorbeeld.

Gegevende driehoekAOBC. Kx

. (5
De vectorb = (OJ is de positievector van het pudit ¥

3) . "
en de vectoC = (5} is de positievector van het punt

C. Verder isOD een hoogtelijn in deze driehoek

a) Geef de kentallen van de vec®B en
bereken de lengte van de zij8€.

b) Bereken ook de lengte van de zi{d€ en de
lengte van de zijd®B.

C) Bereken met behulp van het inproduct van

CO en CB in graden nauwkeurig de hogk
in de driehoek.

d) Bereken ook met behulp van het inproduct ilgranauwkeurig de hoeken
S in de driehoek

e) Leg uit waaronDB de projectie is van de vectbr op de zijdeBC. (Teken
een figuur waarin de vectdr met zijn staart naar het pubtis verplaatst.)
f) Bereken exact de vect@B = ?BC(B) met behulp van de tweede
projectiestelling
0) Volgens de kop-staart methode geldt voor déove@D
OD=O0B+ BD
=b- ?Bc (B)
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1.6.9

h)

Bereken hiermee exact de lengte van de hoogtelijn
E is een punt op de lij@C zodanig daBE hoogtelijn is inAOBC. Bereken

analoog e) en f) met behulp van de vecﬁ’gg(ﬁ) de lengte van deze
hoogtelijn.

?;(6) is de loodrechte projectie van de vedtotangs de vecto.

a)

b)

C)

Maak een figuur van de situatie. Leg uit daveletorenb en 2 (b) hetzelfde
kental b, van loodrechte projectie op de vectbhebben
Leg aan de hand van de eerste projectiestellirdpt moet gelden:
(8,b)=(a 2 (b))
Ook behulp van de tweede projectiestelling gdlte bewijzen. Volgens deze

: - _(a,b)
stelling geldt Z(b)= a3 a
en dus & 276) =322 4
(@&

Maak het bewijs af door bij het rechterlid de sce%%’%i buiten de haken van

het inproduct te plaatsen (behoud schaling).
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|.7 Het Grassmann product en de determinant van twe vectoren inR?

Naast het inproduct waarmee lengtes en hoeken wdrelekend is er in de lineaire algebra
een centrale rol weggelegd voor de zogenoe@rdssmann produatan vectoren. Nauw met
dit product samenhangend isalterminant

In R* kan met dit Grassmann product, en ook met de etant, de oppervlakte worden
berekend van het parallellogram opgespannen da Wectoren en tevens de georiénteerde
hoek tussen deze vectoren. Ook legt dit productiaemmee de determinant, van twee

vectoren inR? vast of deze vectoren al of niet een onafhankstigsel vormen.

We beginnen deze paragraaf met de algebraischtigetian het Grassmann producti{,
vervolgens bewijzen we de algemene eigenschappediv&rassmann product, daarna gaan
we in op het meetkundige verband tussen dit proglucte opperviakte opgespannen door
twee vectoren. Ook bespreken we het verband tuks&rassmann product en de sinus van
de georiénteerde hoek tussen twee vectoren. Taa digfiniéren we de determinant en geven
we het verband daarvan met het Grassmann product.

In 81.9 zal het verband tussen determinant en &#lgkheid van vectoren aan de orde
komen.

Definitie
In R? is hetGrassmann produatan twee vectored en b , notatieD(a, b), het inproduct

van de nevenvector vai met de vectob :
D(a,b)=(&, b

Opmerking

In R® wordt het Grassmann product voor een drietal venté, b en ¢ gedefinieerd en
genoteerd ald(a,b, ).

In R" wordt het Grassmann product voor eetal vectorend,, &,,---, §, gedefinieerd en
genoteerd alP(a,, a,,---,§,).

Verder zijn deze Grassmann producten een bijzogeleal van de zogenoemde Grassmann
algebra.
Het valt helaas ver buiten het bestek van deze tekshierop in te gaan.

De algemene algebraische eigenschappen van hein@ais product van twee vectoren in
R? lijken sterk op die van het inproduct van tweetesen, op denticommutativiteina.

Stelling

Voor alle vectorerd, b en & in R?en voor iedere scalad geldt voor de determinant
D(a,b)=-D(b, 3 anticommutativiteit
D(a,b+¢)= D(a b+ (379 behoud optelling
D(a,Ab)=AD(a b) behoud schaling

Bewijs

Om deanticommutativiteite bewijzen drukken we het Grassmann producthudei kentallen
van de vectoren.
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Laaté:(alj enB:(blj dan
a,

b,

_'a—_'*a:al*.b'l:_az.q':— +
o= b2 {; {75 v

en analoog D(b,a)=-ba+ha

Omdat

Uit del

-a,b +ab =—-(-ba+ Qa) volgt hieruit de anticommutativiteit
ineariteit van het inproduct volgt
D(a,b+¢)=(a,b+0=(4a, b+(a k= Iabh+r Da)  behoud optelling
D(a,Ab)=(a , A =&, B=AD03ab behoud schaling

O

Opmerkingen

1)

2)

3)

4)

Het Grassmann product B’ is ook lineair naar de eerste vector vanwege de
anticommutativiteit

D(a+b,9)=-D(car h=-( OGP+ Hch=- Wcy Dch Dap DH)
D(4,b)=-D(b,13) = —(/1 (b, ”a)) =) [@— Db ”a)) =) Oa b
Dus ook de Grassmann product RAis eenbilineaire vorm
Een direct gevolg de anticommutativeit is dat@Getssmann product van een vedior
met zichzelf is gelijk nul.
Verwisseling levert voor dit geval

D(@,a=-D(ad = D@Ea+ D(a,d=0 = Diaar |
De definitie van het Grassmann product leidt reobéks tot dit resultaat (zie opgave
[.7.5), maar het is van belang om in te zien ddta@r anticommutativieit bestaat bij

een bilineair product van twee grootheden ditchigtekent dat het product van een
grootheid met zichzelf gelijk moet zijn aan nul.

De nuleigenschap van hetinproduét=0 < (&, = (, is daarom niet mogelijk
bij anticommutativieit omdat ook voor vectore@z O geldt D(a, a) = 0. Zoals we

echter gezien hebben is het inproduct niet anticotatief, maar commutatief.

Zoals in het aanhangsel 1 van deze paragraafaden aangetoond hangt de nog te
definiéren determinant direct samen met deze algeragenschappen van
anticommutativiteit en bilineariteit.

We gaan nu in op daeetkundige betekenis van het Grassmann proufut® als
oppervlakte Dit zal worden bewezen met behulp van de meeikeneerste projectiestelling
voor het inproduct. We definiéren hiertoe eerstrheetkundige begrip parallellogram
opgespannen door twee vectoren.

Definitie

Laat a
door d

en b twee vectoren irR2zijn. Leg de staarten van deze vectoren tegen etitateken
e kop vard een lijn evenwijdig aam en teken door de kop vaneen lijn evenwijdig
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aana. Aldus ontstaat hetarallellogram opgespannen door de vectoé@en b . De
oppervlakte van dit parallellogramvordt genoteerd al®(a, b)

Stelling
In R?is de oppervlakt®(a, b) van het parallellogram opgespannen door twee venté
enb gelijk aan het Grassmann produean de vectod met de vectob , op het teken na.
Er geldt bij positieve oriéntatie van de vec@®maar vectorb , dus alsdJ(a — b) >0:
D(a,b)=+0(3 b)
Er geldt bij negatieve oriéntatie van de vectonaar vectorb , dus alsdJ(a — b) <0:
D(a,b) =-O(a b)
Het teken van het Grassmann prodect het teken van de oriéntatie zijn dus hetzelfde.
Bewijs
We leggen een orthonormaal assenstdlse}) waarbij dex-as
volgens de vectoa is gericht en dg-as volgens de nevenvector ¢
van a.
L _a . . , I
De vectorg, =H is de eenheidsvector in de richting van de
a
vector &, dus volgens de-as, en de nevenvectey =g is
gericht volgens dg-as.
De vectorb wordt nu ontbonden langs dit assenstelsel volgens
b:bx_@fq_% L(Z — XY Y0 =~ Ay Do
Nu is b, g, de projectie van de vecttr op a en volgens de

projectiestelling voor het inproduct betekent di(a, b) = (&, by :‘“a*‘ b. Omdat ook geldt
|| =|4] leidt dit tot

D(d,b)=|g
Het is dit resultaat van projectie dat tot de stglleidt.

In de eerste figuur geldf(a — b) >0 en ookb, >0. Verder

is de basisOA= |3 van het parallellogra®ACBen DB = b,

de hoogte ten opzichte van deze basis. Dit betalaarom
voor de oppervlakte van het parallellogram

O(3,b)= O(OACB= OAIDE:|"ap= Da)

In de tweede figuur geldfl(a — b) <O en ookb, <0.

Opnieuw is de basi®A=|¥, maar voor de hoogte geldt
DB =-h,. Met als resultaat

O(3,b) = O(OACB= OAIDE:| - p=- DayX
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Voorbeeld

_ (12 - (4 _ -8
GegevenDe vectorend = , b= enc=
5 6 -12

Gevraagda) De opperviakté(a, b) van het parallellogram opgespannen door de twee

vectorena enb
b) De opperviakt®©(a, ¢) van het parallellogram opgespannen door de twee
vectorena enc

c) De opperviakt®(b,€) van het parallellogram opgespannen door de twee
vectorenb en ¢

Oplossing
a) D(a, 6)=(12j -(4j=(_5j{zj=—5m+ 1206= 5:
5)16) (12)( 6
Dus O(a b)=52
oo (12) (-8 _(-B) [ -8\ _ o o
) o= 2{ )={ 2 Y- comomizesar- o
Dus 0(a, ) =104
- (A) 8 _(6) (8 o
9 o2 { 2)( 2 {5)-comomaron
Dus O(b,©)=0
Opmerking

In het geval c) van het voorbeeld getidt —2b . De vectoren liggen dus langs dezelfde lijn. In
zo’n geval is de oppervlakte van het parallelloggahde vectoren opspannen gelijk aan O.
Als twee vectoren langs dezelfde lijn liggen damven beide een afhankelijk stelsel.
Volgens §1.9 geldt dit laatste alleen dan als heis&nann product van de twee vectoren nul
is. De berekening hier bevestigt dit.

De volgende stelling geeft aan dat evenals hehpipduct van twee vectoren ook bij het
Grassman produciR?er een verband bestaat tussen de hoek tussen éstezan en dit
product.

Stelling

aQ
a,
determinant en de georiénteerde hoeka — b)
D(a,b)
0

Als a =( j enb =(le twee vectoren ifR?zijn dan geldt voor het verband tussen de

sind@ - b)=
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Bewijs

We bekijken het gevall(a - b) > 0.

Net als in het voorafgaande bewijs leggen we dmodrmaal
assenstelsd]x, y) waarbij dex-as volgens de vectd is gericht

en dey-as volgens de nevenvector van

Uit de figuur rechts blijkt

sinDDOB:E

OB

- b

dus sinO@ - b):ﬁ

Vermenigvuldigen van teller en noemer natlevert
b _D(@b)

sin0@ - b)=——>=—"""
CEET
O
Voorbeeld
(12 - (4 . .
GegevenDe vectorena :( 5 ] enb= (6) uit het vorige voorbeeld
Gevraagd [(a — b) in graden nauwkeurig.
Oplossing
=12+ 5 =13, |p| =4’ + 6 =/4013= 2/ 1
e
. - _D@Eb) _|(5)\6) (-5m+126_ 2
en sind@ - b)= - = = =
@b gl 13213 26/13 VK
Gevolg 0@ - b) =34 (rekenmachine)
Opmerkingen
1) In de vorige paragraaf kwam naar voren dat vages] @ b )2% de cosinus
a

zowel positief kan zijn als negatief. Het bleek datcosinus van een scherpe hoek
positief is en de cosinus van een stompe hoek ieégat
D(a,b)

Volgenssin( @ — b)=—or
g (i ) |é|‘b‘

kan ook de sinus zowel positief zijn als negatief

want D(&, b)kan zowel positief zijn als negatief.

Uit de stelling over het verband tussen het Grassnproduct en de opperviakte
opgespannen door twee vectoren volgt:

Als D(&,b) >0 danisd(a — b)>0 en alsD(&,b) <0 dan isd(a - b) <0.
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Ook geldt dat-180° <0 (@ — b)< 180.
Kennelijk geldt hierbij dat als de sinus positieflian is de hoek positief en als de
sinus negatief dan is de hoek negatief.
Dit is in overeenstemming met de definities voasioas en sinus zoals die zijn
gegeven in aanhangsel 2 van de vorige paragraaf.

2)

gelaten. De vergelijkinginy =

-180Fen 187, maar twee

Er is niet alleen de oplossing=sin™(

oplossingy =180 - sin™*

2
NE

V13

2

V13

)= 180- 34= 14%
3

Bij bovenstaand rekenvoorbeeld is er een beigegraak buiten beschouwing

heeftniet één positieve oplossimgssen

)= 34van de rekenmachine, maar ook de

(Ga zelf op de rekenmachine na dat34 en sin146 hetzelfde opleveren.)

De rekenmachine blijkt voor de vergelijking $ir galleen de oplossing vogr te
geven met een scherpe hoek of een rechte hoek.pésdreveq is deze oplossing
positief, voor negatieve is deze oplossing negatief.
De tweede oplossing van de vergelijking, die vastdenpe hoek, wordt gevonden
door de oplossing met de rekenmachine af te trekkkeri80 bij positieve hoek en

van -180 bij negatieve hoek.
Dit wordt bewezen in aanhangsel 2 van deze pargraa

3)

De rekenmachine levert voor de vergelijking vdercosinus, dus voarosy = p,

alleen positieve hoeken of hoek nul als oplossi#aggen we een min-teken toe aan
een positieve oplossing volgens rekenmachine dggekrwe de tweede oplossing, en
wel die met de negatieve hoek.

Het volgende schema geeft een overzicht voor tssipg met de rekenmachine en
hoe met behulp hiervan de tweede deze oplossingvkathen gevonden. Hierbij geldt

dat -180 < y< 180.

(De mogelijke waarden -1, 0 en 1 vgoen voorq zijn hierbij buiten beschouwing
gelaten; die leveren de rechte hoek, de hoek ndeayestrekte hoek.)

Vergelijking

Waarden

Oplossing

rekenmachine

Tweede oplossing

cosy=p

O<p<l
positief

negatief

0’ <y<od

. scherp/positief
1 90’ <y<180

. stomp/positief

y=-cos'p

-9 <y<(@
. scherp/negatief

. -18¢F <y < 9@
. stomp/negatief

siny=q

0<g<1
positief

negatief

0 <y<9f
. scherp/positief

scherp/negatief

y =180 - sir'q

y=-180 - siri’*q

90’ <y <180
. stomp/positief

_________________________

-180 <y < 9@
stomp/negatief

Het bewijs van het bestaan van de tweede oplossiads zou gelden volgens dit
schema, wordt gegeven in aanhangsel 2 van dezgraafa
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Voorbeeld

_ (12y (-8 b
GegevenDe vectorena = enc= i z
5 -12
Gevraagd [I(a — €) in graden nauwkeurig met behulp .
van de formule voor de sinus.. i e 7 . P
L(RWT)
Oplossing
|8 =V122 + 8 = 13, |¢| = /(-8)* + (-12) = 4/13 -
En -
* &
o
.. .. _D(@ac0 5)-12
sinJ@ - ¢)= =
@-c) lalg 1313
_(=9)(8)+12¢12)_ -2
5213 J13
Gevolg 0(& - ¢)=-34 rekenmachine
of 0@ - ¢)=-180 - (-34 )=- 148 tweede mogelijkheid

Uit de figuur blijkt dat de tweede mogelijkheid, hie stompe hoek, de oplossing is.

Opmerking

(4,0
&l[c]
rekenmachindl(&, ¢) =146 (zie opgave 1.8.1).

De rekenmachine levert met de cosinus altijd dioécte hoek tussen twee vectoren nul,
scherp, recht, stomp of gestrekt is, maar nietdletn van de georiénteerde hoek. Omdat

0(a - ©) =+0(a ©) kan zowel gelderil(d - ¢) =146 als 0(a — ¢€) =—-146". Ook hier
geeft een figuur uitsluitsel over de goede oplagsin

Zouden we zijn uitgegaan vaosl] @ ,C )= om [(a - C) te bereken dan levert de

Ter afsluiting van deze paragraaf de definitie g¢ardeterminant

Definitie
2 . (&) - _(h Ja b
In R wordt dedeterminantvan de vectorem = enb= , hotati , gegeven
3, b, a b
a b
door het getal ‘ =ab,-ah
a, b

Opmerking
Er is hier sprake vakruiselings vermenigvuldigewvan linksboven naar rechtsonder, dus van
a naarb, met een + teken; van rechtsonder naar linksbowareen—teken. Vervolgens

wordt er opgeteld.
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Stelling
Het Grassmann product iR*van de vectorerd =(:12j met de vectob = (Zj is gelijk aan

de determinant van deze vectoren

o a b
,b) =
oab) ‘az b
Bewijs
”ﬁ—”*_’:ai*.bl:_az.q:— = — alq'
(3 {3)-( v e

O

Opmerkingen
1) De stellingen in deze paragraaf kunnen ookrimée van de determinant worden
geformuleerd. Zo geldt ifR*voor de sinus van de georiénteerde hoek van derect

(& - (B
= d b=
a ( j naar de vecto (sz

&
‘al bl‘
N L
sinf@ - b)= |é|‘6‘

2) Hier is het bewijs van het verband tussen detemt en Grassman product geleverd
vanuit de definities van beide grootheden.
In 8lIl.4 over de zogenoemde lineaire transfornsaéie determinanten wordt
uitgegaan van de algemene algebraische eigenschagpédet Grassmann product
om een verband met de determinant te vinden. Ditlinaok gedaan in het aanhangsel
van deze paragraaf.

3) Vanwege de gelijkheid iiR? van Grassman product en determinant zullen we
regelmatig ook voor het Grassmann product de beradeterminant gebruiken.

Aanhangsel 1: De determinant via de algemene algedische eigenschappen van de
Grassmann product

Bij het bewijs van de volgende stelling zal blijkeat de anticommutativiteit en het bilineair
zijn van het Grassmann product voldoende zijn endeterminant op te leveren.

Stelling
In R*geldt voor het verband van het Grassmann productdeavectorerd = 3 &+ a g en

b =h&+ g met het Grasmann product van vectogeren & van de standaardbasis

a h

D(a,b) = [(D(e,%
(a,b) ‘az b, (€.%)
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Bewijs
D(a,b)=D(ag+ 3% ber by
=D @& he) D(@e, beyr Dae pg Dag b behoud optellin
=abhD@& &) abD(eeyr abg g apDE . el schaling

=ah0+abDE.,g)r abDe e akhlo anticommutativite
= ab-ah)DE.6)F ‘2 Ej O0D(e,’e) definitie deternaint
O

Opmerking
Omdat voor de opperviakte van het parallellogragespannen door de vectoren van de
standaardbasis geld(€, €)= (g, "¢) =1 volgt de voorlaatste stelling uit deze stelling.

Aanhangsel 2: Verschillende richtinghoeken bij dedé&de cosinus en bij dezelfde sinus
(Vervolg op aanhangsel 2 uit §1.6)

Bij welke richtinghoeken van radiéle lijnen in velndlende kwadranten dmosinus hetzelfde
blijft kan worden beredeneerd met behulp spregelingen ten opzichte vaqras.

Bij welke richtinghoeken van radiéle lijnen in velndlende kwadranten danus hetzelfde
blijft kan worden beredeneerd met behulp spiegelingen ten opzichte vanp-as

In onderstaande figuur zif |, n enmradiéle lijnen binnen resp. het eerste, tweedeleden
vierde kwadrant van het standaard assenstelseigenesp. richtinghoekeki, A, v en .

Er is hierbij sprake vaspiegeling ten opzichte van de-as
k OO0 m
s,
I OO n
s,

enspiegeling ten opzichte van dg-as
k O EL EN

Op de radiéle lijnek, I, n enm zijn de resp. puntel, L, N enM genomen, ieder met
dezelfde radius, dus alle liggend op dezelfde cirkel om de oomsgrd/oor deze punten
gelden dezelfde spiegelingen als voor de overeeskgeradiéle lijnen.

In de figuur zijn de codrdinaten van deze puntg¢udiassen aangegeven.

We beginnen met de gevolgen van de spiegelingeopeichte van de -as. Bij deze
spiegeling verandert de eerste cotérdinaat van eengp de cirkel niet.
Er geldt voor de radiéle lijnekenm: COSK :ﬁ en cosy =ﬂ, met k, =m.

r r

Gevolg COSU = CO%K
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Verder geldt hierbij U=—K

Bij de radiéle lijnerl enn geldt: cosA :I—l encosv = ﬁ,
r r

met |, =n,.

Gevolg cosv = cosl

Verder geldt hierbij v=-A

In beide gevallen is de conclusie:
Als een richtinghoek van teken verandert dan laigft
cosinus hetzelfde.

Bij spiegelingen ten opzichte van dg-as verandert de
tweede codrdinaat van een punt op de cirkel niet.

Er geldt voor de radié€le lijnekenl: sink -k ensinA =|—2, met k, =1,.
r r

Gevolg sinA = sink

Verder geldt hierbij k+A=180 = A=180-«

Er geldt voor de radiéle lijnemenn: sin,u:ﬂ ensiny :&, met m, = n,.
r r

Gevolg sinv = sinu

Verder geldt hierbij u+v=-180¢ = v=-180-«

Dit leidt tot de conclusie:
De sinus van een positieve richtinghoek is heteelibr een richtinghoek die samen met deze

hoek18( is.
De sinus van een negatieve richtinghoek is hezeldr een richtinghoek die samen met

deze hoek-18C is.

Opgaven

(@]

(8,

I.7.1 Toon door berekening aan dat in het laatstebeeld uitcos] @ ,C )= )

o

(@]

volgt 00(&,¢c)=146.

2) - (1 -4
1.7.2 Gegeven zijn de vectoren= (J b :( jen o :( j

4 -2
a) Maak een tekening van de situatie
b) Bereken de normel ‘5‘ en|c| van deze resp. vectoren

c) Bereken met behulp van het Grasmann pro@et b) , O(a, ¢) en O(b, ©)

d) Beargumenteer aan de hand van c) dat
- de vectoreré en ¢ afhankelijk zijn

- de vectorb positief is georiénteerd ten opzicht van de vector

1.7.3 Ten opzichte van een het standaard assselsteleen plat viak geldt voor de
coordinaten van drie puntef2,1), B(7,4)en C(5,8).
a) Maak een tekening van de situatie.
b)  Geefde kentallen van de vectoraB, AC en BC.
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1.7.4

1.7.5

l.7.6

C) Bereken exact de lengtes van de zijden varridaakek AABC.

d) Bereken exact via de verplaatsingsvectod@en AC de opperviakte
O(ABC) van de driehoek met behulp van het Grassmann prd(AB, AC).

e) Laata =00BAC , f=0ABCen y=0BCA. Bereken in graden nauwkeurig de
hoeka met behulp van de determinant en de hbelet behulp van het
inproduct(BA ,BC) .

Ten opzichte van het standaard assensteleeh plat vlak geldt voor de coérdinaten
van de hoekpunten van een vierho&5,-6), B(3,-4), C(5,5)en D(-7,7).

a) Maak een tekening van de situatie.

b) Bereken exadD(ABCD).

a) Bewijs vanuit de definitie van het Graasin product dat geldd(&,a) =0 en
geef een meetkundige toelichting op dit resultaat.

In bovenstaande figuur geldt voor de gearceerdervfakien
0,=0ab en 0,=0ab+13
b) Verklaar meetkundig dat gel@, = O, .
C) Bewijs met behulp van de lineariteit van het€sraann product dat geldt
D(a,b+13) = D(3 b)
Waarom verklaart ook dit het resultaat uit b) ?

Bewijs de volgende stelling

Stelling
In R?geldt voor het verband van het Grassmann productdeavectoren

a=AVv,+ AV, enb =V, + 1,V, met het Grasmann product van de vectoigen v,
van een niet-standaard basis
A K

D(é,B):A P
2 2

[D(Y, %)
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1.8 Grootte en richting van vectoren inR?

In dewiskundewordt eervectorin R? algebraischgezien als eekolom kentallen
Meetkundigkan eervectordan worden opgevat als eegrplaatsingvan een punt naar een
ander punt. Het eerste kental geeft aan wat deptaatsing inhoudt langs-richting van het
standaard assenstelsel en het tweede kental geefioe deze verplaatsing is volgensxge
richting.

In denatuurkundevordt eervectorallereerst gezien als een object dat g@&otteheeften
eenrichting. Ook dit is eenmeetkundige benaderimgn het begripector. Een belangrijk
voorbeeld vormen de krachten op een puntdeelijer iean de krachten op zo’'n deeltje heeft
een grootte en een richting en is daarom een vector

In deze paragraaf houden we ons bezig met hetveétingsen deze twee meetkundige visies
op een vector.

De eenheidsvectaspeelt de verbindende rol tussen de wiskundig knedige visie en de
natuurkundig meetkundige visie. Enerzijds bestadeeeenheidsvector die in dezelfde
richting staat als de vector als verplaatsing, zoagds in voorgaande paragrafen aan de orde
is gekomen, anderzijds zal de eenheidsvector dimearband blijken te staan met de
zogenoemde richtinghoek.

In het aanhangsel wordt ingegaan op het merkwaagigeven hoe juist bij de natuurkunde
deze richtinghoek meestal wordt vermeden.

Om de richting van een vector R vast te leggen het volgende

Definitie
Onder deichtinghoekvan een vectoa (# 0) in R? verstaat men dgeoriénteerde hoek
(g - @) van de vectog uit de standaard basis naar de veétor

Voorbeeld en opmerkingen 7

2
1) Laata :( ) De hoek varé met de negatieve, -as

is 45°. De georiénteerde hoek van de basisvegtor

naar de vectod is -13%, dusJ(& - @) =-135". ' — /
De richtinghoek van-135’ legt de richting van de 2t
vector a vast. Als positievector ligé in het derde
kwadrant.

2) - De richtinghoeken in heerde kwadranvariéren

van =180 (in de richting van de negatieve-as) tot

8y

- —— = — 1.2

en met-90° (in de richting van de negatieve-as)

- In hetvierde kwadranvarieert de richtinghoek var9(® (in de richting van de
negatievex,-as) tot en me€° (in de richting van de positieve -as)

- In heteerste kwadrantarieert de richtinghoek va@’ (in de richting van de
positieve x, -as) tot en me®d (in de richting van de positiewg-as)
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- In hettweede kwadrantarieert de richtinghoek va®d (in de richting van de
positieve x,-as) tot en metl8C (in de richting van de negatieve-as)

3) De hier gedefinieerde richtinghoek stemt ovemaeh degene die is besproken in hert
aanhangsel 2 van 8I.6, dat de definitie van cosamusinus als onderwerp heetft.
4) De eenheidsvector met richtinghogkwordt genoteerd als, .

Het volgende verband tussen eenheidsvector enngtiaek wordt hier afgeleid als oefening
met de vectoriéle formules uit de paragrafen |.&. 2roor cosinus en sinus. Het is echter
mogelijk de formule in deze stelling langs een aedeeg af te leiden. Dit komt in de
opmerkingen na de stelling aan de orde.

Stelling
In R? geldt voor de kentallen van de eenheidsvegtamet richtingshoela

- (cosaj
e =|
sing
Bewijs
u
Stel g, :(ulj dan geldt |éa|2 =y’ +u’=1.
2

Volgens de definitieformule van de hoek volgensihgtoduct geldt

(8.8) _ @(U _

= %] 5 €
cosa = cosl § %):|é1||é:,| 1

Y
Volgens de determinant geldt

1 uy
O u2 - 1|]4|2 - Oljul —
alal 10
Invullen in de formule voog, levert de formule in de stelling.

sinag=sind§ - &)=

Opmerkingen Ky
1) De formule in de stelling is ook afgeleid vardgt definitie
van cosinus en sinus in aanhangsel 2 van §l.6isHahter VT
mogelijk om direct vanuit de eenheidvector de cosien de € Cu,, uy)
sinus te definiéren. '
2) We bekijken eerst het geval ditals positievector zijn

richting binnen het eerste kwadrahngeeft, dus het geval dat

voor de richtinghoek geldd® <a < 90°.
In dat geval kunnen we de definities van cosinusiens A% 1

AN

i
|
I
|
Y
i
i

voor scherpe positieve hoeken in een rechthoekigbakk ol U, P t
gebruiken. Deze definities leveren voor de figuur
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cow=i=%=
OE |g|
_PE_u, _

sing=—=—%=u,
E [

We zien dat net als in de stelling geldt: De cosiman een richtinghoek is gelijk aan
de x,-component van de eenheidsvector bij die hoek esimles van de richtinghoek
is gelijk aan dex,-component van de eenheidsvector bij die hoek.

3) Volgens opmerking 2) levert de definitie vanusiren cosinus voor een positieve
scherpe richtinghoekr in een rechthoekige driehoek dus:

.. . _ u .
Gegeven is iR* de eenheidsvectd, :( 1) met richtinghoekr .
u2
De cosinus en de sinus van deze hoek zijn dan
cosa = U,
sina =u,

Ligt de eenheidsvector in eander kwadrantdus een voor een richtinghoek die niet
scherp of niet positief is, dan kdit resultaatworden gebruikt aldefinitie van de
cosinus en van de sinuan een richtinghoek.

4) Binnen het tweede kwadrageldtbijvoorbeeld De richtinghoek is stomp en positief,

dus90° <a < 180. Van de vectog, is het eerste

kental dan negatief, dug <0, en het tweede kental
positief, dusu, > 0. Dus volgens de in opmerking 1
2) gegeven definitie

X

cosa < C

sina >0
Dus is voor eestompe positieve richtinghoele
cosinus negatiedn desinus positief

De rekenmachine kan deze conclusie bevestigen BN Dr/
(doe dit maar!).
Analoog geldt (zie opgave 1.8.4)

Binnen het derde kwadrant-180 <a <-90 (stomp en negatief)

cosa < C
sina <0
Binnen het vierde kwadrant-90° < a < (f (scherp en negatief)
cosa > C .
sina<0 :
=(x-— a
a, ] {
Heeft een vectoa richtinghoeka dan zijn de |
, . 1. o L
eenheidsvectog, =H a in de richting varé en de |
al .
(r—n«. )
, cosa N 2 -2 R, =
eenheidsvectog, :( _ j met richtinghoeka aan ST A SO
sina

—

I

l

I
elkaar gelijk | 2
éa = % ; ’ \
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Het is deze gelijkheid van de eenheidsvectorenvdielt gebruikt om over te gaan van het
wiskundig meetkundige beeld van een vector alslaatging naar het natuurkundig
meetkundige beeld van een vector als een objeaaagrootte en een richting heeft, en
omgekeerd.

Voorbeelden

1)

2)

3)

3
GegevenDe vectora :( j dus de richting vam is in het vierde kwadrant.

Gevraagd De norm|é| en de richtinghoela van deze vecta.

Oplossing Voor de grootte va geldt || =/3* +(-4)* = 5.
Voor de eenheidsvect@, in de richting vara geldt:

cosa
Deze vector is gelijk aan de vect@r:( . j met richtinghoeka , dus

sina
(cosa} _[ 3 J
i |4
sina ) (-4

De rekenmachine levert vooosa =2 de oplossingr =53 . Behalve de oplossing

van de rekenmachine is ook de oplossing -53 mogelijk. Omdat de richting van
a in het vierde kwadrant ligt (ga na met een tekghjrievert de laatste oplossing de
goede richtinghoek vooa.

Resultaat: |d=5 en a=-53

GegevenDe vectord in R? heeft als groottés] =37, 2 en als richtinghoekr = 253

Gevraagd De kentallen van de vectar in één decimaal.
Oplossing

- cos 258
Er geldt: €9 =

sin 253
Deze vector is gelijk aan de eenheidsve@pin de richting vana. Gevolg

az[ag =[4%, =37 cos 2538 _ 57 47 0.292_(- 10,
TIAR T8 % 720 Ghoss )T " T-0,956) | - 35,

Voor de richtinghoeken aB(’, 45’ en 60° zijn dekentallenvan de bijbehorende
eenheidsvectagxactte bepalen, dusiet alleen als benaderde waardeia decimalen.
Bijvoorbeeld:

Gegeven De vectora = (fj

Gevraagd a) De kentallen van de eenheidsve&oin de richting varé.
b) Beargumenteer aan de hand van een figuur datdeor
richtinghoek van deze vect@rgeldt a = 30°.
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1

C) Toon aarg,, :[ 1

N
2

d) Wat zijn derhalve de exacte waarden voos 36 en sin30 ?
Oplossing

a)  Ergeldid =4/(+/3)*+2* = 2. Dus:

b) In de figuur is de vector getekend als
positievector van de oorspro@gnaar het
puntA. Voor de afstand van deze punten geldt T =" """ =

OA=|g=2. Verder is de rechthoekszij&a

in AOPA gelijk aan de helft van de schuine
zijde OAomdatPA= g =1. Volgens de i r

stelling over de rechthoekige driehoek met !

scherpe hoeken v’ en 60° betekent dit
dat de hoek tegenover de zijde PA gelijk is aan

30°. Dus voor de richtinghoek van de vector -
a geldta =30°.
C) Uit b) volgt €, = &, en in combinatie met a) levert dit

i

cos 30
sin3d

betekent c) cos30=3+ ¢ en sin30 =3

|

<L

3

|

d) Omdat ook geldt » :(

Aanhangsel 1): Opmerking over richtinghoeken in denatuurkunde

In denatuurkundewnordt bij krachterzeldengewerkt metichtinghoekenMen werkt meestal
met een rechthoekig driehoek waarin megdmttevan een hoek wordt gewerkt, die in zo’'n

driehoek groter of gelijld® is en kleiner of gelijkd0, en dus niet met de richtinghoek.
Eenvoorbeeldevert de natuurkundige uitwerking van een vraagy e zwaartekracht op
een puntdeeltje op een rechte helling.

Gegeven Een puntmassa met =5, 33 kgligt op een ’/

helling met hellinghoek/=22. Langs de
helling is dex-as van een assenstel

(%, y)gekozen en dg-as staat loodrecht op de
helling.
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Gevraagd De kentallen van de zwaartekrad%lop dit puntdeeltje in dit assenstelsel
Oplossing

Voor de valversnelling op aarde gelgit 9,81 m/Sen dus is de grootte van de zwaartekracht
op het deeltje

F,|=mly=5,331D,8F 52,31

De hellinghoeky is ook de hoek tussen de zwaartekrdépten de negatieweas
In AOPQuvalt af te lezen

PQ_F..

siny=—==-2 = F,, =|F| siry= 52,3sin22= 19,6
TS F 7[F, s
-F _
cosyzg: e Fzy:—‘F cog=- 52,3cos22 - 48,5
oQ |F | :
-~ | 19,6 N
Resultaat: F,=
-42,5 N
Merk op 1) De hoeky is geen richtinghoek omdat een positieve scherpe hoek is

tussenlfZ en de negatieweas en niet de negatieve richtinghoek \ﬁ;n
met de positievex-as

2) Om de kolomnotatie voor de kentallen van de rtg&eachtF, in het
orthonormale assensteldgd, y) te onderscheiden van de kentallen in
het standaard assensteléel x,) zijn de haken rond de kentallen niet
afgerond genomen maar recht.

Aanhangsel 2): Definitie van de draaihoek

Voor de volledigheid gaan we hier in op hoe vadeitrichtinghoek de zogenoemde draaihoek
kan worden gedefinieerd, hoewel we hiervan geenugleimaken in dit hoofdstuk over
vectoren.

Draait men over een hoek v&60 dan komt men uitgaande van de vecoopnieuw in de
vector a.

Dus abfd-a
360

Uitgaande van de vect(a”r:( 2) met richtinghoek van-135’ :

levert dit een hoely van met de positieve -as (dus met de

basisvectorg ) van: S x
Eén keer36@draaien a =-135+ 360= 225 /

Twee keer36(draaien a =-135+ 2IB60= 58%

Eén keer360terugdraaien a =-135- 360= - 495
Enz. B R

De hier berekende hoeken hetendraaihoekenvan de vectoa.

&)
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Een draaihoek van een vector is dus gelijk aamctiénghoek van die vector op een geheel

aantal kerer86( na.
Al deze draaihoeken leggen dezelfde richting vast.

Ke Yol Xy
C\_ ;
- -t E -1 r
T = I : o
| o X, | o X, : X,
| | '
. |
I | ]
»E— - — =+ s B/ = = - el
“ oo @
or = 235° == $gs? = ~ugs’

Het bovenstaande leidt tot het volgende:

Definitie
In R? wordt de richting van iedere vectér(# 0) vastgelegd door eafraaihoeka
waarvoor geldte =0(& - 38 + k360, waarbijk een geheel getal is.

Opgaven

1.8.1 Gegeven iR?de vectora met norm|al =15 en richtingshoelr = 72°, de vectorb
met norm‘B‘ = 27 en richtingshoek3 =140’ en de vectoc met norm|é| =033 en

richtingshoeky = -132

a) In welk kwadrant is de richting van de vecéd? En in welk kwadrant is de
richting van de vectob ? En in welk kwadrant is de richting van de veatoP

b) Bereken de kentallen vaa, b enc .

-5) _ (-15 4
1.8.2 Gegeven irR? de vectorera :( 13], b :( 8 ] enc :( 3] . Bereken van elk

van deze vectoren de norm en, mede met behulpevagkénmachine, de

richtingshoek.
i

.8.3  Bij een natuurkundige meting zijn de driedtrenF,, F,en F, op

een stilstaande “punt’massa gemeten. Deze kratijgen in één Zo N F
viak. ’
Voor de resp. groottes ervan is bij deze metingpgden SEN

F|=9.8N, |F,|=56Nen|F|=80N. 14® (CF rare
Verder bleek bij de meting voor de onderlinge hoekan deze
krachtvectoren te geldefi(F,,F,) =125, O(F,,F,)=9¢ en

O(F ,F.) =145,
(1 3) H_,IEN
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1.8.4

1.8.5

1.8.6

1.8.7

a) Leg een geschikt assenstelsel aan en berek&midecimaal de componenten
van deze drie krachtvectord, F,en F, ten opzichte van dit assenstelsel.
b) Toon vervolgens algebraisch aan dat binnerdééimaal geldt
F+F,+F,=0.
(Natuurkundig betekent dit dat de krachten elkgdredfen bij stilstand van
een puntdeeltje.)

Beargumenteer aan de hand van een figuue elefihitie

Gegeverin R? de eenheidsvectd, :(uulj met richtinghoekr .
2
De cosinus en de sinus van deze hoek zijn dan
cosa =u,
sina =u,
dat geldt
a) Binnen het derde kwadrant=180 <a <-90 (stomp en negatief)
cosa < C
sina <0
b) Binnen het vierde kwadrant:90° <a < O (scherp en negatief)
cosa > C
sina <0

1
Gegeven ilR*de vector a= (J

a) Wat is de richtinghoek van deze vector?
b) T e %\/E
oon aan €., =
45° %\/E
C) Geef de exacte waarde van
cos45’ en  sin4s’

1
Gegeven ilR*de vector a :( j

3

a) Wat zijn de exacte kentallen van de eenheadswé€, in de richting vara?
b) Beargumenteer aan de hand van een figuur datdeonchtinghoek van deze
vectora geldta =60°.

1
" 2
C) Toon aan €. =
” [%@J
d) Geef de exacte waarde van
cos 60 en  sin60

Door draaiing ove®(0’ ontstaat uit de richtinghoek de draaihoekr +90°, dus

a0 0-a+9
K
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1.8.8

Met als gevolg voor de eenheidsvectoren bij demkén

a)
b)

c)

d)
e)

¢)
h)

b)

Crror = R9d) (_e’)
Verklaar dat geldt & _, =8¢’

Bereken met behulp van a) de exacte kentadergy, , €, en g, , vanuit

resp. 6300 ) 6450 en 6‘600 .

Maak van elk van deze vectoren uit b) een fignat de draaihoek en de
kentallen langs de standaard assen.

Verklaar dat geldt € _, = -8/

Bereken met behulp van d) de exacte kentaberey ,, e ,,en e, vanuit
resp.e,,, €,,ene,

Bereken ook de kentallen van,, e,.ene_,vanuite ,, e .eng,,

Maak van elk van deze vectoren uit e) en f)fegur met de draaihoek en de
kentallen langs de standaard assen.
Bereken verder de exacte kentallen egn,, e ..ene ;.

Maak van elk van deze vectoren een figuur metrdaildoek en de kentallen
langs de standaard assen.

Beargumenteer aan de hand van figuremgrbaind tussen de
eenheidsvectoren met resp. richtinghoeR&n90’, 18¢°, -90°en —-1807, en
de vectorerg en & van de standaard basislik{ .

Geef de waarden van de cosinus en de sinusevhnakend®, 9¢°, 180,
-90°en -180.

81



1.9 Determinant en afhankelijkheid van stelsels vdoren

In deze paragraaf komt het verband tussen detenteina&n afhankelijkheid van een stelsel
vectoren aan de orde. We zullen hierbij ook voarGrassmann product het woord
determinant gebruiken.

Het eerste resultaat is het volgende

Stelling

In R? zijn twee vectoren dan en slechts dan afhankal§un determinant gelijk 0 is.
Dus a en b afhankelijk = [OfaBb=C

Bewijs

Stel a enb zijn afhankelijk.
De vectoren zijn dan gericht volgens dezelfde Ket opperviakteO(a, b) van het
parallellogram dat zij opspannen is dan gelijk ®@eratD(&, b) = + O(3, b) betekent dit
D(a,b)=0
Stel a enb zijn onafhankelijk.
De vectoren zijn dan gericht volgens twee lijnem &en hoek met elkaar maken.. Het
opperviakteO(a, b) van het parallellogram dat zij opspannen is daasogelijk 0 en omdat
D(a, b) = +0O(3 b)betekent ditD(&, b) # 0.

O

Volgens §1.5 is inR? iedere vector afhankelijk van twee gegeven onaflik vectoren ( de
gegeven basis). Ook deze afhankelijkheid kan wouitgeedrukt met behulp van
determinanten.

Stelling (regel van Cramer)
Als in R*de vectorenv, en V,onafhankelijk zijn dan is iedere vectareen lineaire

combinatie van deze vectoren
a=Av,+ Ay,
waarbij voor de kentalleni, en A, geldt
h = M en A==
D(Vl,Vz) D(Vl,Vz)
Bewijs
Bij een gegeven vectd is er sprake van de vectorvergelijking
a=Av +A,V,
met onbekended, en A, .
De onbekendel, wordt gevonden door het inproduct met de neveveetn v,
(V. @ =(%, A% +A,0)
=(V, AV)+(V, A,V,) behoud optellin
= AV, W)+ AV, ) behoud schalin
= AV, ¥)+A,0 v, 0V,
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Dus D(V,, &) = A, D(V%,, V)
Gevolg
5, =D _-D@w)
D(\72,\71) - D(vl’vz)
_D@E W)
D(vl’ \72)
Op een vergelijkbare manier (opgave 1.9.1) wordtodmule voorA, gevonden via het
inproduct met de nevenvector van

anticommutativitei

Opmerkingen
1) Uit de formules voow, en A, blijkt dat het noodzakelijk is da¥, en v,

onafhankelijke vectoren zijn.
Immers de noemers moeten ongelijk O zijn, d.M2gv,,Vv,) # 0. De onafhankelijkheid

volgt uit de vorige stelling.

2) De formules voori, en A, kunnen als volgt onthouden worden.
Bekijk Bl....)
D(Vl' Vz)

Om A, te vinden zetten we de vectarop de plaats bovey en de vectof, op de
plaats bovenv,.

|

D(a V)
D(V.,V,
Om A, te vinden zetten we de vectarop de plaats bovew, en de vectow, op de
plaats boveny, .

Aldus A=

{

Aldus Ay =D

Voorbeeld

1 .
Gegeven De vectorenv, = (2] en v, :( 5 ) vormen een basis iR?.

Gevraagd a) Toon met behulp van de determinant aan daed®renv, en v,
onafhankelijk zijn

b) Bereken de kentalleA en A, van de vecto@ =( 2} ten opzichte van

de basisy, enV,
Oplossing

a)  D(V,V,)= ! j =1[P- 2¢-3)= 8

2
Dus D(v,, V,) # Oen daarom zijnj en V, onafhankelijk volgens de eerste stelling in
deze paragraaf.
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_9 —
b)  D@EY,) =‘_2 j =-92- (-2)-3)=- 2
Dus A= (? Y 2) _ 4: -3
D(v,v,) 8
D(v,, d) =‘2 :j =1(-2)- 2 9)= 1€
Dus /]2 = M = 1_6 =2
D(v,Vv,) 8
Opmerking over de vorming van matrices uit vectoren
In R? kan uit de vectoreﬁ=(:j, b =(Ej c =(zlj ) e een zogenoemamatrix,
2

notatie[..], worden gevormd

:( j 2x1matrix
(

931
Ul

j 2% 2matrix

a,
( Elz :j 2x 3matrix

931
o
Lo

enz.

Een 2x1matrix heet ook wel egklommatrix
Een 2x 2matrix heet ook wel eevierkante matrix.
Dergelijke matrices, dus dergelijke getallentalrellrullen vanaf hoofdstuk 11l worden

gebruikt bij de lineaire transformaties Rr .

In R? heetD(&,b) de determinant behorend bij de vierkante me{tﬁxﬁ].
3 b 3 blj
a b a, b

Determinanten van vierkante matrices zullen vanafs$tuk IV een belangrijke rol gaan
spelen.

Dus

is dedeterminanbehorend bij de matrix (

Aanhangsel: Meetkundige afleiding van de regel va@ramer i

In de figuur rechts vormen de vectokeen v,

een basis iMR?.

Een willekeurige andere vectar is een

lineaire combinatie van deze basis |
a=Av+AY,

We gaan uit van het oppervlak opgespannen oty H T

door de basisvectoren, dus vay;, ¥,) = O OMKL = KTy
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Schaal vervolgens de vectdy met een factot, dan ontstaat uit dit oppervlak het opperviak
opgespannen dodk en A,V,, dusO(¥,4,%,) = Q(OMQQ = H[I'y. Omdath=A, N is het
verband tussen beide oppervlaktes
O(%, A, %) = A,0(4, )
Schuift men vervolgens evenwijdig adinvan de kop van vectot,v, naar de kop van vector
a dan verandert de oppervlakte niet omdat de hdogtet verandert.
Meer precies: omd&(V;, 3 = O OMPA = H[I'y geldt ook
O(v, @) = A, 4, %)
. , N v o _ O(v, d)
Dit combinerend A0V, V)=, ad = A4, 0%, %,)
Het verband tussen opperviakte en determinanttieeevolgens de regel van Cramer.

Opgaven
1.9.1 Bewijs algebraisch met behulp van de neveove@n Vv, dat bij de laatste stelling
geldt 4, :—D(Yl'?)
DV, V,)

-1 4
1.9.2 De vectoreny, :( 3} env, =(J vormen een basis iR”. Verder is

9
de vector a =( J gegeven.

a) BerekenO(V, V)
b) Bereken de kentallea en A, bij a=AV,+A,V,

2 —
1.9.3 Gegeven de matri)Q\:(2 5}

Men noteert de determinant bij de mattiok als|A .
Bereken|A.

1.9.4 Bewijs aan de hand van een vergelijkbareufigals in het aanhangsel
O(a v)
O(V, %)

meetkundig dat geldt =
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