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Rubriek

Begin juni bezocht ik op uitnodiging van Daniel Zogg
en Ursula Fisler de befaamde Eidgenossiges Techni-
sche Hochschille (ETH) in Ziirich. De reden voor die
invitatie was mijn deelname aan een Weiterbildungs-
kurs der DMK (de Duits-Zwitserse NVvW, zal ik maar
zeggen) waarbij de boeken Differenzieren- en Integrieren- do
it yourself (uitgever Orell Fussli) centraal stonden. Beide
boeken, ik vermeld het niet zonder trots, zijn bewerkin-
gen van enige Profi-pakketjes die rond 1997 door een
team van het Freudenthal Instituut zijn ontwikkeld.

In de bibliotheek van de ETH mocht ik originele exem-
plaren van twee historische werken inzien: Underweysung
der Messung van Albrecht Diirer (1528) en Wisconstige Ge-
dachtenissen van Simon Stevin (1608). Aan het cerste
werk heb ik al eerder aandacht in deze rubriek besteed.
In dit stukje wil ik het hebben over een ‘gedachtenis’
van Stevin. Zijn boek, met de omvang van een Staten-
bijbel, is verbazingwekkend. Niet in het minst vanwege
de ongelooflijke rijkdom aan onderwerpen uit de vlakke
en bolmeetkunde, aardrijkskunde, sterrenkunde, me-
chanica en muziek. Een van de passages die mij in hoge
mate verraste, ging over de boldriehoek.

Van den driehouckhandel

Stevin behandelt in het deel met deze naam eerst ‘platte

drichoucken’. Dat de som van de hoeken van een vlakke

driehoek gelijk is aan twee rechte hoeken (180 ‘trappen’),
neemt hij als bekend aan en gebruikt hij in voorbeelden.

Daarna volgen de ‘clootsche driechoucken’.

Zijn definitie van een boldriehoek luidt als volgt:
Clootsche drichouck is, die in’t clootvlack begrepen wordt tus-
schen drie grootste rondts boghen, elck kleiner dan een halfront

Stevin schreef uit principe niet in het Latijn (net als
Diirer trouwens) en zijn ‘Duyts’ is met een beetje inspan-
ning voor ons goed leesbaar. De lezer kan dit ervaren als
hij al googlend Stevins Wisconstige Gedachtenissen opvraagt
en digitaal gaat bladeren in zijn boek. In het hoofdstuk
over boldriehoeken komt de stelling (‘14de voorstel’) dat
de som van de hoeken van een boldriehoek groter is dan
180° op de proppen. Of in Stevins woorden:

Des clootschen driechoucx drichoucken zijn ‘t samen grooter
dan twee rechthoucken.

Zijn ‘vertoogh’ is strak georganiseerd: (1) Tghegheven,
(IL) Tbegheerde, (111) Thereytsel, (IV) Thewys en (V) The-
stuyt . 1k zal Stevins tekst nu verder in modern Nedet-
lands parafraseren.

(D) luidt dan: laat ABC een sferische drichoek (boldrie-
hoek) zijn met de drie hoeken 4, B, C.

(II) zegt: we moeten bewijzen dat die drie hoeken sa-
men groter zijn dan twee rechte hoeken.

In (III) wordt het bewijs voorbereid: de bogen AB en
AC (delen van grote cirkels) worden verlengd tot ze el-
kaar ontmoetenin D (de tegenvoeter van A ); dan tekent
hij de koorden (‘pezen’) op de bogen AB, AC en BC.
Op de koorde AB kiest Stevin een punt E en trekt van-
uit E een loodlijn op de as AD (voetpunt F) om dan uit
F nog een loodlijn op AD te trekken die de koorde AC
in G snijdt. Nu staat alles klaar voor zijn bewijs (IV).
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Stevin merkt daarin eerst op dat hoek GFE groter is
dan hoek GAE, want zegt hij, GA en EA zijn respec-
tievelijk langer dan GF en EF (¥).

Hoek GFE is juist gelijk aan de sferische hoek tussen de
bogen AB en AC, want GFE is ook de hoek tussen de
vlakken van de grootcirkels, waarvan AB en AC bogen
zijn (wij zouden misschien zeggen GF en FE zijn paral-
lel met de raaklijnen in A aan de bogen AC en AB).
Conclusie: de sferische hoek CAB is groter dan de
‘vlakke hoek’ CAB.

Omdat op analoge wijze volgt dat de sferische hoeken
ABC en BCA groter zijn dan de vlakke hoeken ABC
en BCA en omdat de drie hoeken in de vlakke drie-
hoek ABC samen gelijk zijn aan twee rechte hoeken,
weten we dat de drie (sferische) hoeken in de boldrie-
hoek ABC samen groter zijn dan twee rechte hoeken.
In (V) herhaalt Stevin zijn stelling om te eindigen met
bijna de naam van deze rubriek in oud Nederlands:
‘twelck wij bewijsen moesten’.

In de toelichting bij Stevins werk die ik op internet
vond, staat letterlijk:

Een boldrichoek heeft evenals een platte drichoek drie hoeken

en drie zijden. De hoeken kunnen scherp, recht of stomp zijn en

zijn samen meer dan 180° (zie het mooie bewijs van voorstel 14).
Toen ik in Zirich in Stevins werk bladerde, dacht ik
ook: wat een helder bewijs. Wel bevreemdde het mij
dat ik dit zo nooit op enige andere plaats had gezien.
Reden genoeg om er in deze rubriek over te schrijven.
Toen ik daarmee aan de slag ging, strandde ik bij (*).
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Dat GA en EA langer zijn dan GF en EF wordt ver-
klaard met Pythagoras:

Het viercant van GA is even an de twee viercanten van
GF ,GA : Sgehelijex sal oock bethoont worden EA langher
te sijn dan EF.
Eigenlijk is het raar dat Stevin zich hier niet beroept
op de stelling dat tegenover de grootste hoek de groot-
ste zijde ligt, want in zijn volgende voorstel poneert hij
juist de sferische variant van deze stelling.
Vervolgens vroeg ik mij af waarom
|GA| > |GFl en |EA|>|EFl= £ZGFE> ZGAE (**)
waar zou zijn. Toegegeven, als we de drichoeken GEA
en GEF in één vlak plaatsen, waarbij GE de gemeen-
schappelijke basis is en als F dan binnen drichoek GEA
valt, is het zonneklaar dat ZGFE groter dan ZGAE is.

4 .
y VA
[ ZF,>ZA;
~
( LF,> /A
OOO{/ 4;> AAQ - <
f,;/

N
o

Maar als F nu eens net buiten die drichoek ligt? Dan
gaat de oplossing met de hulplijn AF niet meer op!
Vertrouwend op Stevin zocht ik naar een bewijs dat ook
voor de laatste situatie zou opgaan. Daar slaagde ik niet
in. Geen wonder, want uitspraak (**) is in zijn algemeen-
heid onwaar, zie het tegenvoorbeeld:

//**\//\\
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| ZGAE=x38°
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Dat Stevin een ondeugdelijk argument gebruikt, hoeft
niet meteen te betekenen dat zijn bewering dat de hoe-
ken van een boldriehoek ABC stuk voor stuk groter
zijn dan die van de daarbij passende vlakke driehoek
ABC, onwaar is. Ook hier leidde mijn poging tot be-
wijs echter naar een onverbiddelijk tegenvoorbeeld.
Zoals eerder is opgemerkt, is de hoek tussen twee
grootcirkels (geodetische lijnen op de bol) gelijk aan de
hoek tussen de vlakken van die cirkels. Neem het geval
dat die hoek scherp is (zie figuur in de volgende kolom).
De raaklijnen AU en AV aan de bol staan loodrecht op
de middelliin AD. Als ik AC een piepkleine hoek laat
maken met AU en AB een piepkleine hoek met AD,
dan zal de hoek tussen AC en AB niet zoveel verschil-
len van de hock tussen AU en AD, die 90° bedraagt.
Kortom: naderen C en B — over hun grootcirkels — res-
pectievelijk tot A en D, dan zal ZBAC op zeker mo-
ment groter zijn dan LUAV.

Nieuwe Wiskrant 30-1/oktober 2010
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Daar kan ik ook nog wat aan rekenen. Stel ZUAV = 60°
en stel de hoeken UAC en DAB beide gelijk aan & . Voor
het gemak kort ik af: cosd = ¢ en sind = s.

Op de halve lijnen AC en AB kies ik de punten Q en
P die evenver van A afliggen, zeg op afstand 1. Dan
plaats ik de tweevlakshoek van 60° in een driedimen-
sionaal stelsel Oxyz waarbij de x -as langs AU valt en
de y-as langs AD.

s g
0=4 ¢ *

Vervolgens projecteer ik Q loodrecht op het Oxy -
vlak (dat geeft Q,) en op de y -as (R).
ZQRQ, is nu een standhoek van de tweevlakshoek en
dus heeft drichoek QRQ, de hoeken 90°, 60°, 30°.
Daaruit volgt dat Q de codrdinaten (%s, c, és@)
heeft. Verder geldt P = (¢, s, 0). Nu volgt:

IPQI® = (c— és)2 +(s—c)*+ 332 - 2¢®+ 257 3sc
envia ¢ +s> = 1 dus IPQI2 = 2-3sc.
Nu de cosinusregel in drichoek APQ:

2-3sc = 1+1-2cosZLPAQ

zodat: cos ZPAQ = 3sc
Wil de hoek tussen OP en OQ groter zijn dan 60°,
dan moet gelden cos ZPAQ < cos60° ofwel 3sc <.

Daaruit volgt dan: 2sc < g ofwel sin2§ < %

Kortom: § < arc sin§ en dit laatste getal correspon-
deert met een hoekgrootte van ongeveer 20, 9°.
Voor § = 20° komt er ZPAQ = 61, 2°

Hoe kleiner &, hoe groter ZPAQ. Bijvoorbeeld bijj
8 = 15° is de exacte waarde van cos ZPAQ gelijk aan
% en dat geeft ZPAQ~ 68°

Alles bij elkaar toch wel een schokkende ontdekking]
Dat ook geniéen weleens in de fout gaan, is voor ge-
wone stervelingen eigenlijk heel bemoedigend. Maar
dat op een wetenschappelijke site (nota bene van mijn
eigen universiteit) Stevins bewijs kritiekloos als ‘mooi’
wordt gekwalificeerd, dat komt aan.



Sferisch exces
De stelling die Stevin poneerde is, zoals we weten, wel
degelijk correct. De Franse wiskundige Albert Girard
(1595-1632) die vanaf zijn twintigste jaar in Leiden werk-
te en die Stevins werk in het Frans vertaalde, is misschien
de cerste die het begrip ‘sferisch exces” hanteerde en ge-
bruikte bij de hoekensom van een boldriehoek.
Om wat soms de stelling van Girard wordt genoemd
te behandelen, begin ik met het voorbeeld van een
boldrichoek PQN , ingesloten door de evenaar en twee
meridianen die een hoek o met elkaar maken. Hierbij
neem ik de radiaal als hoekmaat en stel ik o<a<mn.
De som van de drie hoeken van deze boldrichoek is
nu n+a, een overschrijding dus van a ten opzichte
van de hoekensom van de vlakke drichoek PQN.

N

Die overschrijding wordt sferisch exces genoemd.

Hoe groter a, hoe groter het sferisch exces. Maar
ook: hoe groter de oppervlakte van boldrichoek PQN .
Die oppervlakte kan worden uitgedrukt in de straal
van de bol (zeg r) en de hoek o . Zijj is gelijk aan het
é—% -de deel van de oppervlakte van de halve bol), zodat

opp.PQN = 50(; x2nrs = ar--

Wie dit solide wil bewijzen, zal eerst het geval dat o. een ra-
tionaal deel van 2n is onder de loep moeten nemen om
daarna voor irrationale o een limietproces te hanteren.

Ik kan nu dus zeggen dat het sferisch exces van bol-
drichoek PQN gelijk is aan de oppervlakte van die
drichock gedeeld door r*. Deze eigenschap is niet al-
leen geldig voor de bijzondere boldriehoeken met een
evenaarboog als basis en een pool als top, maar voor
alle boldriehoeken. Voor een bewijs van deze bewe-
ring is het begtip ‘boltweehoek’ handig.

Twee halve grootcirkels met gemeenschappelijke eind-
punten (en die niet in hetzelfde vlak liggen) vormen een
boltweehoek. Zo’n boltweehoek verdeelt de bol in twee
delen: het binnengebied (dat de hoek <n bevat) en het
buitengebied. Als de beide binnenhoeken van de bol-
tweehoek gelijk zijn aan a, dan volgt uit het voorgaan-
de direct dat de oppervlakte gelijk is aan 2ar”.

Bij wijze van intermezzo kijk ik nu eerst even naar een
vlakke drichoek ABC methoeken o, B eny.De eigen-
schap a+B+vy = n is zoals bekend equivalent met het
parallellenaxioma en bij een bewijs in Euclidische stijl

wordt gebruik gemaakt van een lijn door een hoekpunt
evenwijdig aan de overstaande zijde. De stelling is ook
gelijkwaardig met o* + p* +y* = 2n, waarbij o*, p*
en y* de buitenhoeken van de driehoek zijn en die je de
rondloopstelling zou kunnen noemen.

AN a*+B¥+y* = 2n

Terzijde: de rondloopstelling (som buitenhoeken is
2n) geldt voor alle convexe veelhoeken.

Ook bij de boldriehoek is het een goed idee om eerst
naar de buitenhoeken te kijken. In de figuur is driechoek
ABC met zijn tegenvoet-driechoek A B,C; getekend.

In de buitenhoeken van ABC passen de boltweehoeken
AA,, BB, en CC,. Die drie tweevlakshoeken vormen
tezamen met de twee boldrichoeken ABC en A,B,C,
het gehele boloppervlak (met oppervlakte 4nr?). Noem
nu de hoeken van de twee boldtriechoeken o, B en vy.
De oppervlakten van de boltweehoeken AA,, BB, en
CC, zijn dan 2(n - a)r2, 2(n— [S)r2 en 2(n —y)r2 .
Conclusie:
2 x 0pp.ABC+2(n—a)r” +2(n - P)r° +2(n—y)r-=4nr-
en daaruit volgt dan na enige herleiding:

a+tpty = n+0—pp'fBC
Hieruit is wel duidelijk waarom wij bij drichoeksmeting
op aarde er zo weinig van merken dat de hoekensom
van een driehoek groter is dan een gestrekte hoek.
Stel je voor een drichoek in de Sahara, waarbij de drie
hoekpunten op gelijke hoogte boven de zeespiegel lig-
gen en waarvan de zijden 30, 40 en 50 km lang zijn. De
oppervlakte van die drichoek verschilt heel weinig van
600 km?. Omdat de straal van de aarde zo’n 6380 km is,
zal het sferisch exces van de driehoek zeker kleiner zijn

dan g5 600 = radiaal en dus kleiner dan een

1
) 0 x 6000 60000
duizendste graad.

Martin Kindt, martin@yfi.nu.nl

Wat te bewijzen is (50)




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.7
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /ENU ([Based on '[Press Quality]'] Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks true
      /AddColorBars true
      /AddCropMarks true
      /AddPageInfo true
      /AddRegMarks true
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /ConvertToRGB
      /DestinationProfileName (sRGB IEC61966-2.1)
      /DestinationProfileSelector /DocumentRGB
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /UseDocumentProfile
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed true
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


