Wat te bewijzen is
Rubriek

De bocken van David Wells zijn rijke bronnen van mooie
wiskunde. Llet recente werk: You are a Mathematician,

met als ondertitel a wise & witry introduction to the joy of

numbers, is daarvan de zoveelste proceve.
Probleem 21 uit dit boek toont een veelbelovend patroon:

32+4% = 5°

132 4 142
252 4 262 + 272

102 +112 4122 =
21242024+ 23% 4242 =

Wonderbaarlijk? In elk geval verrassend. Wells geeft een
sterke aanwijzing in de richting van de rij van ‘drichoeks-
getallen™: 1,3, 06,10, 15, 21, 28, 36,45, 55, ...

Het lijkt erop of de drichoeksgetallen met even rangnum-
mer steeds als eerste grondtal optreden. Even proberen:

2 2
3674374+, +407 = 7230 = 41°+ . +44°

Dat geeft de burger moed maar geen zekerheid, laat staan
inzicht. Er is echter een vermoeden en daar kan ik nu met
algebra tegenaan. Toen ik ging nadenken over hoe je met
leerlingen dit patroon zou kunnen onderzocken, kwam ik
tot de onverwachte ontdekking, dat de goede oude theorie
van de vierkantsvergelijking uitkomst biedt.

Om te beginnen zou je de vraag kunnen stellen of er, be-
halve de getallen 3, 4 en 5, ndg drie opvolgende gehele
getallen zijn die een ‘Pythagorees drietal” vormen. Dit
leidt tot de vergelijking:

Crx+ 1)’ = (x+2)

dic zich simpel laat oplossen tot: x| = —1, x; = 3.

Naast het beroemde drietal 3, 4, 5 bestaat er dus slechts
het tripel: —1, 0, 1 met de gewenste eigenschap.
Analoog voor de tweede regel van het patroon:

) rx+2)’ = 43 4 (x4 4)

metx) = -2, = 120. De eerste oplossing geeft een trivia-
liteit: (=2)"+(=1)"+0" = 17 +27, de tweede bevestigt
de tweede regel van het patroon. Maar juist die triviale re-
gel opent perspectieven! Het is namelijk direct duidelijk
dat je oneindig veel van zulke regels kunt produceren,
steeds beginnend met het kwadraat van een negatiet ge-
tal. De vergelijkingen die je kunt opstellen om regels van
het patroon te vinden, hebben dus steeds een negatiet-ge-
hele oplossing! Maar als je één oplossing van een vier-
kantsvergelijking weet, krijg je de andere bijna gratis. Uit
het blote hoofd kan ik {gelet op de som van de wortels!)
zien dat die andere positief-geheel zal zijn en dus kun je
alsmaar nicuwe regels in het schema maken; de onein-
dige voortgang is verzekerd. Blijft de vraag hoe het pre-
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cies zit met de drichoeksgetallen. Bij wijze van paradig-
ma bekijk ik de zeventiende regel van het schema.

De triviale oplossing van:

2
)

e+ e+ 17) = (18 (34

isnuxy =-—17.
Als ik de vierkantsvergelijking in de standaardvorm:
2
X +px+qg =0
wil brengen, levert dit op:

po= 200+ 4 17)=2(18+ ...+ 34)

en

.
g = (154 417187+ +347)

Denkend aan:
2
(x—x)(x—x,) = X +px+gq
weet ik dat —p voor de som en ¢ voor het product van x,

en x, staat.
Je kunt nu ¢ bijvoorbeeld z6 herschrijven:

g = (P18 + 27— 19%) + .+ (177347
Elke term van deze vorm is deelbaar door 17:

2 2
17— 18" = (1= I8)(1+18) = (=17)(1 + 18)

|
2197

372207 = (3220)(3+20) = (~17)(3 + 20)

It

(2-19)(2+19) = (~17)(2+ 19)

enzovoort tot en met:

(772347 = (17234)(17 + 34) = (=17)(17 + 34)

Uit —17x, = g volgt na hergroeperen: x; =1 +2 4 ... + 34,
jazeker: het vierendertigste driehoeksgetal.
De stap van 17 naar n is slechts een formaliteit.

Het lukt ook via de somformule:
—p =2[(18= 1)+ (19=2)+ ...+ (34— 17)]

Het rechterlid = 2 x 17 x 17 en daarvan x| = —17 afgetrok-
ken geeft x; =35x 17 = %x 34 x 35, een andere gedaante
van het vierendertigste driehoeksgetal.

Een alternatief voor de ‘berekening via —p’ is om te wer-
ken met de bekende driehoekige stippenpatronen, zoals
die reeds in de Griekse wiskunde figureerden (Niko-
machos bijvoorbeeld). Dan krijgt het bewijs nog een leuk
geaometrisch tintje. De lezer wordt van harte uitgenodigd
dit te onderzoeken.
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